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1 Crochets de Poisson

On considère un système possédant s degrés de liberté, caractérisé par les coordonnées

généralisées qi, i ∈ {1, · · · , s}. La dynamique du système est régie par un hamiltonien H, les

équations du mouvement du système s’écrivant dans les couples de variables (coordonnées,

impulsions généralisées) (qi, pi) selon :

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −

∂H

∂qi
. (1)

On définit le crochet de Poisson de deux fonctions f et g agissant sur l’espace R2s par

{f, g} =
s∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂g

∂qi

∂f

∂pi

)
. (2)

1. Intégrales premières du mouvement

a) Montrer que
df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H} . (3)

b) En déduire qu’une condition pour que f soit intégrale première du mouvement, i.e. qu’elle

soit une constante du temps, est que

∂f

∂t
+ {f,H} = 0 . (4)

c) Quelle équation doit satisfaire f dans le cas où elle ne dépend pas explicitement du temps ?

2. Montrer que l’ensemble des fonctions f(p, q) différentiable sur l’espace R2s muni de l’opé-

rateur crochet de Poisson définit une algèbre de Lie de dimension infinie.
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3. f et g étant des fonctions quelconques de q, p, t, établir les relations suivantes :

{f, constante} = 0 , (5)

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h} , (6)
∂

∂t
{f, g} =

{
∂f

∂t
, g

}
+

{
f,
∂g

∂t

}
. (7)

4. On souhaite exprimer les relations dynamiques satisfaites par les coordonnées qi et les

impulsions pi du système à l’aide des crochets de Poisson.

a) Pour une fonction f quelconque, établir les relations suivantes :

{qi, f} =
∂f

∂pi
, (8)

{pi, f} = −
∂f

∂qi
. (9)

b) Montrer alors que :

{qi, qj} = 0 , (10)

{pi, pj} = 0 , (11)

{qi, pj} = δij . (12)

c) Etablir les relations :

q̇ ≡ dqi
dt

= {qi, H} , (13)

ṗ ≡ dpi
dt

= {pi, H} . (14)

5. Théorème de Poisson

Montrer que si f et g sont des intégrales premières, alors {f, g} est aussi une intégrale

première. On distinguera les cas où f et g ne dépendent pas explicitement du temps du cas

où ils en dépendent. On pourra utiliser la propriété (6) ainsi que l’identité de Jacobi satisfaite

par le crochet de Poisson.

6. Moment cinétique et crochets de Poisson

a) Calculer les crochets de Poisson formés à partir des composantes du moment cinétique et

de l’impulsion.

b) Calculer les crochets de Poisson formés à partir des composantes du moment cinétique.

c) Montrer que le crochet de Poisson d’une fonction scalaire des coordonnées et des impul-

sions avec les composantes du moment cinétique est nul.
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d) Soit ~n un vecteur unitaire. On souhaite montrer que

{~f, ~L.~n} = ~n ∧ ~f , (15)

où ~f est une fonction vectorielle des coordonnées et des impulsions. Il sera utile de décomposer

la fonction ~f dans la base formée des fonctions vectorielles ~r, ~p, ~r ∧ ~p, sous la forme

~f = ϕ1 ~r + ϕ2 ~p+ ϕ3 ~r ∧ ~p.

d1) Montrer que

{~f, Lz} = ϕ1
∂Lz
∂~p
− ϕ2

∂Lz
∂~r

+ ϕ3 ~r ∧ {~p, Lz} − ϕ3 ~p ∧ {~r, Lz} .

d2) Montrer alors le résultat demandé.

2 Traitement classique du problème de Kepler

Considérons le problème classique de Kepler, pour lequel, en coordonnées relatives, l’ha-

miltonien s’écrit

H =
p2

2µ
− k

r
(16)

où µ est la masse de la particule réduite. k est une quantité positive (k = Z e2 pour l’atome

d’hydrogène).

Rappel : Pour une ellipse, en notant M l’un des deux foyers, P le périhélie (point de

la trajectoire le plus proche de M) et A l’aphélie (point de la trajectoire le plus éloigné

de M), le demi-grand axe a = PA/2 et le demi-petit axe b sont reliés à l’excentricité par

e = (a2 − b2)1/2/a, et la distance focale du centre géométrique O de l’ellipse au foyer M

vérifie f = ae.

1. Montrer que le vecteur de Runge-Lenz ~M = ~v× ~L−k ~r
r
est une constante du mouvement.

2. En déduire, par intégration des équations du mouvement, que l’état lié est une ellipse. On

pourra partir de l’expression de ~M · ~r.

3. Montrer que ~L2 = µka(1− e2) et que ~M est dirigé suivant le demi-grand axe, pointant de

M vers P, de norme ke.

4. Montrer que E = − k
2a
. Montrer que ~L · ~M = 0 et que ~M2 = 2E

~L2

µ
+ k2.
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5. Etablir les relations suivantes :

{Li, Lj} = εijk Lk , (17)

{Li,Mj} = εijkMk , (18)

{Mi,Mj} = −
2H

µ
εijk Lk , (19)

{H,Li} = {H,Mi} = 0 . (20)

6. Comment se transforme le vecteur de Runge-Lenz sous l’action du groupe des rotations ?

On pourra utiliser la relation (15).

7. On suppose l’énergie E fixée. Dans les deux cas E > 0 et E < 0, identifier les algèbres de

Lie réelles engendrées par l’espace vectoriel de base ~L et ~M muni du crochet de Poisson. Il

sera commode d’introduire ~M ′ =
√
±µ
2E

~M.
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