Niveau L3 — Physique Fondamentale G.M.

PROBLEME DE MECANIQUE QUANTIQUE

La découverte du principe de Pauli I

Nous nous proposons de re-suivre le cheminement de Pauli, qui I’amena a son principe, partant
de données expérimentales paradoxales sur I’atome d’Hélium.

I) L’ATOME D’HELIUM SIMPLIFIE

Désignons par r; et ro les vecteurs position des 2 électrons de I’Hélium, rapportés a un systéme
d’axes dont I’origine est sur le noyau (supposé fixe) de ce dernier.

Dans un premier temps, négligeons la répulsion entre les électrons ainsi que leur spin. Le hamil-
tonien du systeme des 2 électrons se réduit alors, dans une bonne approximation, a

p;  2¢

Hy=H,+ Hy, avec H; = (1=1,2)

Zme r;

Di, M, €t e étant respectivement 1’opérateur impulsion, la masse et la charge des électrons.

1. Commenter la forme du potentiel par rapport a celui de I’Hydrogene.

2. On considere 2 états propres individuels |a) et |b) normés du hamiltonien hydrogénoide H;,
associés aux énergies propres F, et Fj,.

a) Si un électron est dans I’état |a) et I’autre dans I’état |b), comment s’écrit 1’état du systéme total
? Justifier en s’appuyant sur la structure de H,.

b) Construire maintenant 1’état du systeme Hélium (noté par le ket |—)), prenant en compte 1’indi-
scernabilité des 2 électrons.

3. Méme question qu’en I-2.b, mais dans I’hypothese ou 1’état du systeme est symétrique. On note
|+) I’état correspondant, et, dans la suite nous supposerons que 1’Hélium peut étre dans les 2 états
|—) ou |+) (la raison est que la symétrie globale des 2 électrons dépend aussi de la symétrie de
I’état de spin qui ne sera introduit qu’en partie III).

4. Quelle est I’énergie (propre) Ey du systeéme quand il se trouve dans I’état |—) ? Et dans 1’état
|+) 2 Commentaire.

5. On s’intéresse aux 2 états du systeme total de plus basse énergie définis par:

|a) = [b) = |1s) (D

|a) = [1s) |b) = |2s) 2
ol |1s) et |2s) désignent des états hydrogénoides pour chaque électron. Par quoi sont caractérisés
les états |1s) et |2s) ?
6. Exprimer les 2 fonctions d’onde ¢4 (r1,r3) = (rira|£) (ol [rire) = |r1) ® |r2)) en fonction
des ¢,(r;), et ce dans les 2 cas correspondant aux relations (1) et (2).
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IT) INTRODUCTION DE L’ INTERACTION ELECTROSTATIQUE

On ajoute & Hy I’opérateur V' = €2 /|r; — ra.

1. A quelle condition doit satisfaire V' pour pouvoir appliquer la méthode des perturbations ?

2. Calculer la correction a 1’énergie Ej (dont les 2 états propres associés sont |—) et |+)) au premier
ordre des perturbations. Exprimer cette correction en fonction des 4 produits scalaires (£+|V|+).
3. En utilisant les réponses a I-2.b et I-3, exprimer les 4 produits (+|V'|4) uniquement a partir des
intégrales,

2

/ 07 (02)61 (12) (1) (1) —

d>ridPry /|¢a r1)|*|¢p(rz)]? r—d Sridiry

‘1‘1—1‘2’ ‘ 1 2|

oll, par exemple, la fonction d’onde individuelle ¢,(r2) = (ra|b). Pour cela, utiliser la relation de
fermeture [ d®r;|r;)(r;| = 1.
4. En déduire la correction a I’énergie Ej en terme de A et B.
5. Montrer que I'intégrale B est positive et I'interpréter physiquement.
6. Montrer qualitativement que 1’intégrale A est vraisemblablement positive.
7. Représenter sur un diagramme, les niveaux d’énergie avant et apres perturbation dans les 2 cas
correspondant aux relations (1) et (2). On donne,
2

e
I = |¢1s(1‘1)|2|¢1s(r2)|2—d3r1d3r2 = 34eV
vy — 1o

2

I= / G100l (r) Pt dradiry = 15V

|r; — ra|
2

/¢1s I ¢2s(r2)¢1s(r2)¢2s(r1) ¢ d 7‘1d37’2 = (0.4eV

[r1 — 12

I1I) INTRODUCTION DU SPIN DES ELECTRONS

Pour chacun des 2 électrons, nous devons maintenant introduire les 2 états de spin. Adoptons
la notation |a3) = |a) ® | ) avec «, B = +: par exemple, | + —) est état propre de 1’observable
S1. (composante selon z du spin du premier électron) avec la valeur propre +//2 et état propre de
Ss. avec la valeur propre —h/2.

1. Montrer que les états de spin total, des 2 électrons,

1
¥y = ¥ = — — — X)=|——) |o)=—1 - =
T =1++) [E) ﬂ(H yHI=1) E)=1-=) lo)= \/—(!+> |—+)
sont états propres de 1’opérateur d’échange de spin P, défini par son action: Pys|aff) = |Sa).
2. Quelles sont les valeurs propres correspondantes ?
3. Démontrer, précisément, que les états ci-dessus sont orthogonaux.
4. Que vaut la composante selon z du spin total du systeéme lorsque celui-ci est dans 1’état |[X 1),
|39, [X7) ou |o) ? (le montrer)
5. En déduire la valeur du spin total pour ces 4 états.
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I1V) EFFET ZEEMAN ET PROBABILITES DE TRANSITION

Afin de définir completement un état de I’Hélium, on associera les états orbitaux |+) (qu’on
notera |1sls+) et |1s2s+) dans les 2 cas correspondant aux relations (1) et (2), respectivement)
aux états de spin total |[XT%7), |o). Un état total possible est par exemple |1s2s+,%7) =
|15254) @ [X7).

Lorsque I’Hélium est soumis a un champ magnétique B selon z, le hamiltonien possede un nou-
veau terme d’énergie d’interaction Zeeman: H; = Hy + S,u.|B|/h, ou p. est le magnéton de
Bohr et I’opérateur S, correspond a la composante du spin total des 2 électrons.

1. Faire le schéma de variation des niveaux d’énergie diies au champ B pour I’atome d’Hélium
dans les états de spin total |X1), [XY), |X7) et o) (sans considérer la perturbation introduite en II).
2. Faire la liste des états totaux a priori possibles pour 1I’atome d’Hélium dans les 2 cas des rela-
tions (1) et (2). Tenir compte du résultat de la question I-6. Indiquer pour chacun d’eux, s’il est
(anti-)symétrique par permutation des 2 électrons.

3. La probabilité de transition, par exemple, de I’état |1s2s+, X7 vers |1sls+, 3°), est propor-
tionnelle a I’élément de matrice (1s1s+, X0 Hy|1s2s+,%7), H, ne dépendant pas du spin !, car
ce type de transition nécessite 1’intervention d’une interaction.

a) Considérons, comme exemple, 1’élément de matrice (1sls+,X% Hy|ls2s—,0). Que vaut-il
? Que peut-on en déduire quant aux transitions du genre singulet-triplet ? Méme question pour les
autres transitions.

b) On considere les éléments de matrice non nuls obtenus précédemment. En les exprimant sous
forme d’intégrales sur ry et ro, montrer que seules les transitions entre 2 états orbitaux, tous deux
symétriques (ou bien anti-symétriques), sont possibles.

4. Expérimentalement, on observe que le niveau d’énergie de I’état fondamental est inchangé
sous I’action d’un champ B. Déduire des questions V-1 et IV-2 quel est I’état fondamental.

5. Quelles sont les seules transitions permises pour I’Hélium ?

6. En fait, seule la transition |1s2s+,0) — |1sls+, o) est observée expérimentalement. En dé-
duire un principe généralisé.

'L’indice ‘d’ signifie dipolaire.
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