M2/CFP /Parcours de Physique Théorique

Invariances en physique et théorie des groupes

Mesure de Haar

1 Meétrique, mesure d’intégration et Laplacien sur

une variété

1) Soit un sous-groupe G de GL(n,R), et g une matrice définissant une métrique sur
ce groupe.
| X ||2= ‘Xg¢X invariant par reparamétrisation donc X — TX = X doit laisser

invariant || X ||* :
| X |P= "XgX ="' X'TgT X =| X ||”
La condition est donc
'TgT = g.
2) Mesure invariante :

det g

'TgT =g  donc detT = =
det g

"X Vdetg <~ —~ =
d"X = d Vdetg d"X = ——=d"X = y/detgd" X
(det T") one g det T g

Donc la mesure invariante pour le volume est /det gd"X.

2) a) Par changement de coordonnées, g;; se transforme comme un tenseur cova-

riant :
P _ 0zF ozt
T =T :>9ij'—>gij=ﬁ %gkﬁ
de facon a préserver ds?. En effet :

ds* = gpda"da’ =Gy di' i’
oz* o2° . .
- 47" 7
Mo o
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qui doit étre égal & g;;dT" di’ , ce qui achéve la preuve. Noter que

_ ork ot - oF 0 _
Gij = o o Gke s’écrit encore Jre = 9k Dt Gij -
b) En notant 7¢ = T% 2%, soit T, = gifk,
0Tt 017 _

Ikt = Bk et 97 secrit g =T T gy = "T% Gi; T,

soit matriciellement g = YT g T, identique a ce qui a été écrit plus haut.
Dans le cas du groupe de Lorentz on impose que la métrique soit invariante, ce

qui donne la relation de définition de A = T bien connue : ‘AgA = g.

c¢) On définit g = det(g;;) qui n’est pas invariant par changement de coordonnées :

_ _ ox oz g
g—)g—detgij—(det(a~>) g donc det(agz‘)_ ;

H dz' = det ( ~k) H dz" (jacobien de la transformation),

H dzt = \/gH dz", d’oi linvariant du(x H dot = EH A7

4) Laplacien sur une variété :
On pose g = (g71);; . Alors g¥ — g = (gf;) (%) g,
Ceci permet de définir un laplacien A

1
\/_ 61”

tel que /d,u(x)agg(j) g agg(cj) /d,u( )f(x)(=A)h(xz) (terme de bord = 0)

soit invariant par changement de coordonnées, pour tout couple de fonctions (de

VI B 0:63

carré intégrable) sur la variété. En effet

T 2o [apin 2L 00 0707 e 007 00
/ W 9 gm = | ok o o Y o o

ozt
oxk Ox & ol Ozt y
Comme @ W = Ops et W @ = Opr ,
O Ly O [ 0f 0
on a donc /d,u(:p)a,fi 9 = /du(x)axk 9" 5

f (x) 4, Oh(x)
ok 9 Toxt

est invariant. On écrit alors

ce qui prouve que



of . Oh 0 Oh
[z o g = [Valler 52 o 50
- [ s Voo 5

ou l'on a intégré par partie, en tenant compte du fait que les termes de bord sont

nuls puisque f et h sont de carré intégrable. On peut alors faire apparaitre la mesure
dp(z)

Janwrgh gt 5 =~ [ e [Jas' 1 f@xzwgww h(z)

%,_/
du(x) A
ce qui achéve la preuve.
5) Laplacien dans 'espace R" :
0 i
pPP=a34 --+22 donc 2p—— =2z; et p_%

La partie radiale s’écrit donc

* 0 (9N _ 0 (0 9\ 09 [ D
or?  Ox; \Ox; )  0x; \Ox; Op)  Ox; \ p Op

Sn OB (Lay om0 0 (10)
p dp Oz \pdp) pdp " p dp\p dp
_28+ 6(18) 92_18 0? n—l@ 8_2
pop " op\p op p dp p Op 3/) p Op 3/)2

D’ou I'on déduit que

A =

— +
Ip? p

6) a) De fagon générique, pour n > 1 |
Ty = COS Op Up 11 + SN Py 11,
d’ou ’on tire que
dri, = dpp(cos ¢, Ty—1 — Sin @y, Uy 1) + sin ¢, diiy,
et donc
(dit,)? = (dgn)?(cos? ¢y, + sin? ¢y,) + sin® ¢y, (ditn_1)* = (dpn)? + sin? ¢y, (dit,_1)? .
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b) En notant X = (¢q,--+,¢,), on en déduit la forme de la métrique sur S™ et du

déterminant correspondant

g1=1 detg; =1
.2
sin
go = ¢2 det g, = sin? ¢,
0 1

.2
o1 sin“ ¢, 0

On = In-1 ¢ det g, = det g,,—1(sin® ¢,,)" !
0 1

On notera que g, est une matrice (n —1) X (n— 1), d’ou la présence de I’exposant

n — 1 dans la relation ci-dessus. On en déduit finalement que

\/det g, = sin ¢y sin® @3 - - -sin" " @, ,

c¢) On en tire Pexpression de 1’élément de surface sur S™

dS,, = sin ¢y sin? ¢s - - -sin" " ¢, dpy depy - - - dopy, -

d) Partant de 'intégrale gaussienne bien connue, nous pouvons écrire

+oo 2 d Foo 2 2 =2
(/ e " d;z:) = %% = / doy - dog e @it +2a) = /alda_:’em

e 2 1 o 1 d
= Sd/ Tdileir dr = _Sd/ pgflefpdp — _SdF (_)
; 274 |, 2 2

olt 'on a posé p = 2. On en déduit donc

27Tn/2
Sp = . 1
T(n/2) W
e) quelques valeurs classiques de Sy :
@ s,
1| Vo 2
2 1 2w
3| ¥ an
4 1 272




La surface de la sphére S™ vaut

2w s T ™
Sn+1 = A d¢1 /0 SiIl ¢2 d¢2 /0 sin2 gbg dgf)g s /0 sin"_l gbn dgbn (2)

En utilisant la relation

/ sin* 'zdr =2""'B ('LL ,u>
0 272

" @)
Bley) I(z+y)
on déduit de (2) la relation (1) :
casn =2P+1:
_ oy oeryp L) T [P (BT (3]
Sier = Sapy = 2m207Y T(2)T(3) T(4)T(5)
e e e
['(2k)T(2k + 1) r2P)r'(2P +1)
2P+1)P 2r 1
= 2 202P+1) H24k o= NPT

qui est bien identique au résultat tiré de (1). On a utilisé la relation
1 V7 T(2n)
T — ) =5 3
("+ 2) 920—1T (1) 3)

pour passer de ’avant derniére ligne a la derniére.

casn =2P:

e DB TR 02T

Sn+1 = S2P+1

r
Jrepresyy ) o)) repyee
TKI(2k+1)  TEREP-1)IRP-1)+1) I(2P)
_ 2nfT(P)22P !
~ T(2P)

a comparer a la relation (1) qui donne, en utilisant & nouveau la relation (3)

5 or*s  2xPT(P)22P-!
2P+1 — = 9
T (22 T(2P)




ce qui achéve la preuve.

7) a) D’aprés la question 6),
dpgs = sin® gg sin go depy dep deps .
Dans les notations usuelles, ¢1 = ¢, ¢ = 0 et 3 = % soit
L. ,9 .
du(U) = 5 sin Esmﬁd@/)d@dgb.

b) La normalisation est automatique puisque ’on est parti de la mesure sur S3.

8) L’équation
Ule, 2) U(B,y) Uly,2) = U, ) U(By) UV, 2)

s’écrit encore

UB,y)U(y =7, 2) =U(d —a,2) U, y)

B_. B ==
COS — — 109 S111 — COS — 103 S1n
2 2 2 2

o—a . d—a g B
= COS — 1 S111 COS— — 1 S1n — .
2 73 2 g o2

soit

qui méne a

(

cos 5 cos 1% 7/ = oS %/ cos 5 (4.1)
sin & cos % = sin %, cos O‘/;a (4.2)
Cos g sin %Tﬂ/ = cos B—, sin 452 3 a2 (4.3)
| sin g sin %’Y/ = —sin B—I sin 5% (4.4)

En combinant (4.1) et (4.2) on obtient la condition nécessaire

’ / A
cosﬁ smﬁ cos 151 al —smg cosﬁ— cos 151
! !
cosg sin % = smg cos % (I)
=
ou cos - =0 (IT)



Examinons chacun des 2 cas successivement :

1COoS £ sin /—sin cos 2
I 2 gin & 8 cos 2
( /
tangztan%@gz%[]@ﬁ B'[2n]

ou (I) et {cos§:0<:>§zg[7r]<:>ﬁz7r[27r]}
& alors sin 2 #£ 0 et (I) = {Cos% 0« B =n2r]} don § = f'[27]
. (I) et {sinﬂ —0e 2 =0 o =027}

alors cos 2 7é Oet (I)= {sin =0« g =0[27]} dou g = p'27]

\

et donc (I) & = 6’[27?] Dans ce cas, examinons a présent les équations (4.1)-(4.4) :

on pose I' = % et A= . Deux cas se présentent :

A) g = p'[4n] : Alors

((4.1) et (4.2)) < cosI'=cos A
(4.3) < sinl'=sind
(4.4) & sinl'=—sin A

Les deux derniéres équations ménent a sinI' =sin A = 0 soit ' = 0[] et A =0]n].

De cosT' = cos A on tire alors que

A =
I =

0 [27] - a=d [47] ou A = 727 - a=da + 27 [4r]
0 [27] y=A" 4] ' = «[27] Y=+ + 27 [47]

B) 8= + 2x [4x] : Alors

((4.1) et (4.2)) < cosI'=—cos A

(4.3) & sinl'=—sin4
(4.4) & sinl'=sin A
Les deux derniéres équations ménent & I' = 0[r] et A = 0[x]. De cosI' = —cos A
on tire alors que
A = 0[27] a=d [47] A = 7|27 a=d' + 27 [4r]
= ou =
I' = n[27] v=+"+ 27 [4n] I = 0[2n7] y=+'[4r]



(IT) : v —+" = 7 [2n] alors (4.1) et (4.2) conduisent & o — o/ = 7 [27]. Deux cas se
présentent :
A) a— o = [4n]

a) v — v = 7 [4x] alors

—cosl = g
( 3) g COS; = COo8 2/ o ezg — —¢ l%, _ e—l<%,+7r>
(44) & —sing = sinf

b) v — v = —m [4x] alors

43) & cosd = cosZ , g
E4 4? ' 62 2 e ¢'% = ¢7'T donc = -3 [4r]
4) & sinf = —sinF
B) a — o = —7 [47]
¢) v —~ = —m [4r] alors
43) < cosd = —cosZ
43) s 2 e B=—p —2r4rn]
(44) & sinf = sinF
d) v —~ = 7 [4x] alors
(4.3) < —cos g = —cos % o
(44) < —sin g = sin %I & h=-Fl

Le cas (I) montre que U(a, f3,7) est périodique de période 47 en «, § et 7. En
utilisant (I), le domaine fondamental (o, 3,7) € [0, 47| x [0,47] x [0, 47| peut étre
réduit a (o, 8,7) € [0,27] x [0,27] x [0, 4] :

2r < o < 4w 0< a2
) o — o — 27 .
si 0<pB<2r , raméne au domaine 0<B<2r
vy =27
\27T§ <Adr \Og <27
( (
2n < a <d4r 0 <27
i a— o —21 .
S1 2n < B <4rn , rameéne au domaine 0<p<2r
g—B—27
0 <Ar \OS <d4m




si 0<B<2r ramene au domaine 0<B< 2
¥ —=v+27

\

b — 0 —27

si 21 < B < A4rw
v—=y+27

2r < o < 4w 0<a<2r
{a—>a27r
, { ramene au domaine 0<p<2r

,
7

0<a<2r 0<a<2r
: B—f—2m \ :
si 2r < B <4rm raméne au domaine 0<B<2r
v—=y =27
2 < vy < Ar 0<~v<2m

Le domaine fondamental («, 5,7) € [0,2x] x [0, 27] x [0,4nx] peut étre réduit fina-
lement & (o, 8,7v) € [0,27] x [0, 7] x [0,4n] : par périodicité on peut considérer de
fagon équivalente le domaine (a, 3,7) € [0, 27| x [—m, 7] X [0, 47]. On se restreint en-
suite a («a, 8,7) € [0,27] x [0, 7] x [0, 47] et on prouve que les valeurs de U(a, 3, 7)
sur le domaine (o, 3,7) € [0,27] x [—7,0] x [0, 47] s’en déduisent.

Partons du domaine (o, 8,7) € [0,27] x [0, 7] x [0, 27] :

a—a+T
si0<a<mT, B— —p
Y=oy —T

permet de construire U a condition d’étendre le domaineen vy a —7 <y <27

a—a—T
sim<a<2m, B— —p

Y=Y+
permet de finalement de construire U & condition d’étendre le domaine en v & —mw <
v < 3m. Par périodicité, ce domaine se raméne a 0 < v < 4x. La procédure ci-
dessus construit explicitement une surjection de (a, 3,7) € [0,2x] x [0, 7] x [0, 47]
sur SU(2), qui est une bijection puisque sur ce domaine ’équation U(a, 3,7) =
U(o, ;') n’a pas d’autre solution que a = o/, f = ', v = 7. Ceci achéve la

preuve que SU(2) est en bijection avec («, 5,7) € [0,2x] x [0, 7] x [0, 47].
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9) La discussion est similaire & celle de la question précédente : I’équation

Ule, 2) U(B,y) Uy, 2) = U, 2) U(By) U, 2)
s’écrit encore

UB,y) Uy =+, 2) = =Ula,, 2) U(B,y)

cosé—i@siné COS’Y_’Y/ —iagsinv_v/
2 2 2 2

o —a . d—a g
= — [ cos — jog sin cos = — ioysin = | .
2 2 2 2

soit

qui méne a

((cos8 cos =X = —COSﬁ—, cos 42 (5.1)
2 2 2

—sin g Ccos %’Y/ = sin B—I cos &4 E e (5.2)

— cos 2 sin “/_TV/ = cos B/ sin 45 (5.3)

\ —sin 2 sinV_Tvl = —smﬁ sin 952 (5.4)

En combinant (5.1) et (5.2) on obtient la condition nécessaire

B gin B 1= B g =
cos 5 sin - cos 15T = sin § cos 5 cos 15
/ /
cosSsinZ =sin g cosZ (1)
=
ou cos 5 =0 (I1)

Examinons chacun des 2 cas successivement :
(I) : La méme discussion que celle de la question 8) donne (I) < 8 = f'[27].
Onposerv_TyletA:

a—" Les équations (4.1)-(4.4) conduisent alors a deux
cas :

A) g = p'[4n] : Alors

((4.1) et (4.2)) < cosI'=—cosA
(4.3) & sinl'=—sin4
(4.4) & sinl'=sin A

On obtient le méme systéme qu’en 8)(I) B), et donc

a = o+ 27 [4n] a = o [4n]
ou
v = 9 [27] v = 7 +2m[4n]
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B) 6 =0+ 2n [4x] : Alors
((4.1) et (4.2)) < cosI'=cos A
(4.3) & sinl'=sin A
(4.4) & sinl'=—sinA

On obtient le méme systéme qu’en 8)(I) A), et donc

a = o [47] a = o+ 27 [4n]
ou
v = 9 [27] v = 7+ 2n[dn]

(IT) : v —+" = 7 2] alors (5.1) et (5.2) conduisent & o — o/ = 7 [27]. Deux cas se
présentent :

A) a— o = [47]

a) v — v = 7 [4x] alors

(4.3) & cos

8
2 2 — /
(44) & sin g = —sin5g
b) v — v = —m [4x] alors
43) & —cosd = cosZ
(43) oy S 2 Y e B=—p —2r[dn]
(44) < sing = sin5
B) a — o = —7 [47]
¢) v —~ = —m [4r] alors
43) & cos? = cosZ
e .y (S B=8
(44) & —sinf = sinf
d) v — v = 7 [4x] alors
43) & —cosd = —cosZ
(4.3) . 62 . 6’2 & =0 — 2 [4n]
(44) & sinf = sinF

Ce qui achéve la discussion générale. Sur le domaine (o, 5,7) € [0,27] x [0, 7] x

[0, 47], la seule solution qui subsiste est donc la solution (I) A) (2) :

a = o
g o= B
Y o= y4+2r (0<y<2m)ouy =7 —2m (2m <y < 4m)

11



Il y a donc bijection entre (a, 3,7) € [0,27] x [0, 7] x [0,27] et SO(3), puisque U
et —U ont méme image R(U) dans le morphisme de SU(2) sur SO(3).
c¢) En utilisant la forme explicite des matrices de Pauli, on déduit immédiatement

que

%ﬁ-a
2

Usiy) = cos 9 78in

cos%—isinfcosﬁ —isin £sin 6 cosgb—sin%sin@ sin ¢

2 2
—isin%sin@ Cos¢+sin%sin0 sin ¢ COS% +z’sin%cos€

cos % — ¢sin % cosf —isin % sin fe
—isin % sin @ e'® CoS % + ¢sin % cos 6

En identifiant cette expression a I’écriture de U en termes des angles d’Euler

cos L e —sin e

Ul B =1\ . e . (7)
singe" 2  cosge' 2
on en déduit les relations

sin ¢ sin% siancosfy;a sing (8)
oS ¢ sin% sin § = sin ~— sing 9)
COS% = cosa;—fy cosg (10)
sin§ cos&zsinoH_fY cosg (11)

d) On tire de (8) et de (9) que ¢ = “5* + T [x], et I'on choisit, sans perte de

généralité, ¢ = “5% + 7. On en déduit alors que (8,9) sont équivalentes a
sin v sin # = sin 2 ) (12)
2 2

En formant le rapport de (10) et (11) on tire

tan ety _ cos f tan v . (13)
2 2
Posons
o+
S =
2
R —]
2



et donc ¢ = d + 5. On déduit alors des relations précédentes, par dérivation par

rapport aux variables (¢, 0,), la matrice jacobienne

0 — sm@tan cos® s %g’;jz cos 6 0 a b
d(s,d, 3) 2
=11 0 0 =1100 (14)
a<¢’ 97 w) 2sin £ cos 6 cos L sinf
0 COQS é CSS ﬁ O C d

2 2

De la matrice jacobienne (14) on déduit alors la matrice jacobienne

K 5 1 10 0 a b 1 a b
) 7 ) Y 7d7
Ol p) _ Qe B UsdiB) _ )y 100 |=]|-1a0b
¢,0,¢)  3(s,d,B) (¢, 0,)
0 01 0 ¢ d 0 ¢ d
(15)
e) Le déterminant de cette matrice jacobienne est
. % < 92 9 2 % 2 0 . %
T = ad — be— _ sin Z cos? Ssm cos 22w+ cos”f  sin i cos s (16)
cos 5 cos? 3 cos &
ou l'on a utilisé le fait que
sin? @ cos® = v + cos? § = sin® § — sin? @ sin? % + cos®# = 1 — sin? é = cos? g )
puis I’équation (10). L’inverse de la matrice jacobienne (15) s’écrit,
1 1
s =3 0
2 2
d(a, 7, B) S
5 5
On obtient
% = sinf coss =9
b cos’d N
J 2COSZ§ sins 2
d  cosssinf cosf M
2J 2sin s )
—% = coss=R (18)

Notons ¢ la métrique exprimée dans les variables (¢, 0,1) :

sin? @ sin? % 0 0 g 0 0
g = 0 sin¥ 0 | = 0 g2 O (19)
0 0 i 0 0 i



et g la métrique exprimée dans les variables («, v, ). De la relation
- _ (0.0, w>)T (8<¢>, e,w)
_ 20
! (3(0z,% 8))  \oa.,5) 20)

on tire donc
[ Mot Rt g Mg+ R —g —MNg2+ RS
i=7| Mo+ R —g Mg+R+g —MN@2+RS [. (1)
~MNg2+ RS —MNg2+ RS N?gyS?

Un calcul élémentaire montre alors que N2g,S5% = 1, —MNg2 + RS = 0, M?gy +
R? + g; = 1 et enfin que M2gy, + R?> — g; = cos 8. On en déduit finalement que

1 cosp 0

.1

9=7 cosfg 1 0 |- (22)
0 0 1

f) De (22) on tire y/det g = sin 3/8 (5 € [0, 7] donc sin 5 > 0) d’ou
1
du(U) = 3 sin Bdadf dy . (23)
9) a) trdU dU" est une forme quadratique définie positive :

2 tr dUAUT = 2dU; dUY; = 2dU; dU}; > 0
et trdUdUT = 0 & dUZ] =0, \V/Z,j

Invariance de la mesure : soit V' un élément quelconque de SU(2). Alors
trd(VU)d(VU)! = t2VdU dUT VT = trdU dU"

par invariance cyclique de la trace, ce qui prouve 'invariance a droite de cette dis-
tance. De méme pour I'invariance a gauche. L’invariance par inversion est immédiate
en écrivant que

trdU " d(U™)! = trdU" dU = trdU dU" .

b) De U:cos%—isin%o_’-ﬁon tire dU = —(sin%+i5’~ﬁcos%)d%—isin%&’-dﬁ
soit
d
dUdU* = [— (sin%j%o?-ﬁcos%) %Z) —isin%5’~dﬁ

14



d
X [— (sin% —i&-ﬁcosg) —¢+isin%5’~dﬁ}

2
_ sn?Y (djf)Q +[(G-7) (G - dil) + (& - dit) (& - 71)] sin% cos% i

(
(sm 1/1) (¢ - 1)? cos? ¥ (dv)’
2 2 4
¥)? Y
4

l

M(d

<

2
+ (- dii+ dii - i) sin o cos %4_ (sin %) (dii)?

(\V]

2 2

-~

dii? =0

+n co

2 ¥ (@)’
2 4

oul 'on a utilisé la relation

(G-a@)(G-b)=a-b+i(@A

=
Qu

Finalement,

1
ds? = étraanlU+ = (d%) + sin? %( dii)?

¢) La métrique correspondantes dans les variables (1, ¢, 0) sur [0, 27] x S? s’écrit

1 0
gij = 0 SiIl2 %
0 0 sin® %

de déterminant g = [2 sin? w] , auquel correspond I’élément de volume

1
du(U) = = sin? %dz/) d*i .
2 2
Comme sur la sphére S? on peut écrire d?7 = sin® d¢ df , on en déduit que

1
du(U) = 3 sin? % sinf dy df do , (24)

en accord avec le résultat de la question 7)b), obtenu a 'aide de la mesure sur S°.

d) En utilisant la paramétrisation des angles d'Euler (7) on peut écrire

i B _ dB iy BY p—i%EE (i B _ dB BY p—i%2
dU:<(_§ (a+7)cos2 281112)6 P (§d(a—'y)sm2 Lcost)e 2)

(3d(e =) sin g 2+ Y cos §) e (4d(a + ) cos £ — Lsin g) e

d’ou Pon tire

tr dU dU* = Z |dU,;|?

15



= Mot preost? o 2]+ fiata s 2 + (aspeos ]
+ i [(d(a —7))? sin? ﬁ + (dB)? cos? g] +i [(d(oHrv)) cos’ 5 + (dB)?*sin? g]
= S (A7) cos? § b3 (dla—)Psin® 5+ (g
= %(doz)2 + %(dﬁ)2 + %( 7)? + dady (COS g — sin? g) .

Ainsi

ds* = % tr dU dU+ = i [(da)? + (dB)* + (dy)* + 2 cos 8 davdr]

et la métrique correspondante dans les variables (a, 3,7) s’écrit
1 0 cosf\ «
1
Jii = — 0 1 0
9i =7 g
cosf 0 1 y

en accord avec (22), et donc

du(U) = /g da dp dy = %sinﬁ da df dry .

Notons que I'invariance de la mesure du(U) par inversion se vérifie explicitement sur

cette expression. Examinons en effet la transformation U — U~' = UT :

U = Ula,2) UQB,y) Uy, 2)
Ut = U'=U Y2 U By U a,z)

et U — U™ g’obtient en faisant (a <> —v, 5 <> —f), transformation sous laquelle
sin 8 da df dvy est invariante.
10) a) Soit U € U(n), que 'on diagonalise sous la forme

U=VAVT, (25)
ou A = diag(A,- -, An). Alors de fagcon immédiate
U'=VAVT, donc I=UU =VAANVI e I=UU=VAAVT

d’ott 'on déduit que
ANT=ATA=T,

ce qui montre que les valeurs propres \; sont des phases \; = '
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b) Soit V' € U(n). Supposons que [V, A] = 0. On tire par un calcul immédiat que

‘/11 )\1 ‘/12 )\2 T ‘/171 )\n ‘/11 )\1 ‘/12 )\1 T ‘/in )\1
Vor A Vor A

va=| 27 et AV=1] "
an )\1 VnZ )\2 T Vnn )\n an )\n Vn? )\n e Vnn )\n

ce qui montre que V' doit étre une matrice diagonale.
¢) Remarquons tout d’abord que U(1)" n’est pas un sous-groupe invariant de U(n).
Soit en effet une matrice A diagonale arbitraire élément de U(1)", et V un élément
quelconque de U(n). Alors V AV n’est pas a priori une matrice diagonale : on obtient
en effet, en laissant V' parcourir U(n), 'ensemble des matrices qui se diagonalisent
en A (par la matrice de passage V'), et qui ne sont en général pas diagonales elles-
mémes. Il convient donc de distinguer classes a droite et classes a gauche.

Soit U € U(n), diagonalisée en A par V' élément de U(n), suivant (25). Considé-
rons les classes a gauche : supposons que V; est un élément appartenant a la méme

classe que V, i.e. qu’il existe A’ € U(1)" tel que V-1V = A’ ie. Vi =V A Alors
Vi=ATVE et AV =VANANTVE=vAVT

o ’on a utilisé, pour obtenir la derniére égalité, le fait que A et A’ commutent. Ceci
prouve que les éléments appartenant & la méme classe & gauche codent le méme
¢lément U de U(n), pour A fixé.

11) a) Différentiant U = V A VT on obtient dU = dV AVI+VdAVI+V AdVT. Or
VVT =1 donc dVVI+VdVT =0, soit dVI = —VTdV VT, d’oit 'on déduit, en
posant dX = V1dV que

dU = VVIAVAVI +VAAVI =V AVIAV VT =V (dA + [dX, A]) VT,

Combinant dV VT + V dVT =0 avec dXT = dVTV on déduit que dXT = —VTdV =
—dX et donc que dX est antihermitienne. Notons que 1’élément de matrice (i, j) de
dX s'écrit dX; ; =, Vi dVJ’ZC On vérifie ainsi explicitement sur cette expression le
caractére antihermitique de dX en traduisant l'identité dV V1 = —V dVT en termes
d’éléments de matrice.

Comme dV =V dX et que nous avons montré plus haut que V' parcourt U(n)/U(1)",

on peut réduire dX a varier dans ’ensemble des matrices antihermitiennes sans
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termes diagonaux. En vérifiera explicitement dans la question suivante que les termes
diagonaux de dX ne contribuent pas a la métrique.
b)

trdU dU" = tr (dA + [dX, A]) (dAT + [dX, AT)) (26)
Or ([dX, A]);; = dXi;(A; — A;) dont les éléments diagonaux sont nuls. Les termes

trdAT [dX, A] et trdA [dX, AT] sont donc nuls, puisque dA ne posséde que des termes

diagonaux. On obtient donc

trdU dU" = trdA dAT 4 tr[dX A — AdX][dX AT — AT dX]
= ) |doi]’ + tr[dX A = AdX][dX A — AdX]T = " |do]” + > [dX A — AdX [},
i i 0,

= > ldaal + Y AN = AP = ldoal” +2 ) 1A A — A

i i, % 1<j

c¢) Le tenseur métrique s’écrit donc, dans les variables £* = (a;, ReX;;, ImX;;),

1 0 0 o
0 1 Qn
0o --- 0 2|)\1—)\2|2 R€X12
o --- 0 2|)\1—)\2|2 Zleg
2|)\nfl - )\n|2 Ianfln

d) Le déterminant du tenseur métrique s’écrit

1<J
Or
‘)\Z - )\j‘2 — }elal —620{]} — (elal o eza]) (6 10y e za])
_ <€iai;aj B e*iai;a‘i> eiai-;aj (efiai;aj B eiai;aj> e*iai;aj
. Q; (0%
= 4sin? J
et donc




On en déduit que

du(U) = 275 (H sin? & 3 aj) <H da,) dp(V) .

1<j

Remarque : la constante multiplicative est arbitraire. On pourrait par exemple choi-
sir comme métrique 1/2tr(dU dUT) (comme on D'a fait pour SU(2)), ce qui ne fait

que changer cet constante multiplicative.
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