
M2/CFP/Parours de Physique Théorique

Invarianes en physique et théorie des groupes

Mesure de Haar

1 Métrique, mesure d'intégration et Laplaien sur

une variété

1) Soit un sous-groupe G de GL(n, IR), et g une matrie dé�nissant une métrique sur

e groupe.

‖ X ‖2= tXgX invariant par reparamétrisation don X → TX = X̃ doit laisser

invariant ‖ X ‖2 :

‖ X̃ ‖2= tX̃ g̃X̃ =t X tT g̃ T X =‖ X ‖2

La ondition est don

tT g̃ T = g.

2) Mesure invariante :

tT g̃T = g don det T =

√
det g

det g̃

dnX =
dnX̃

(det T )
don

√
det g dnX =

√
det g

det T
dnX̃ =

√
det g̃ dnX̃

Don la mesure invariante pour le volume est

√
det g dnX.

2) a) Par hangement de oordonnées, gij se transforme omme un tenseur ova-

riant :

xi 7→ x̃i ⇒ gij 7→ g̃ij =
∂xk

∂x̃i
∂xℓ

∂x̃j
gkℓ

de façon à préserver ds2. En e�et :

ds2 = gkℓdx
kdxℓ = g̃ij dx̃

i dx̃j

= gkℓ
∂xk

∂x̃i
∂xℓ

∂x̃j
dx̃i dx̃j
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qui doit être égal à g̃ijdx̃
i dx̃j , e qui ahève la preuve. Noter que

g̃ij =
∂xk

∂x̃i
∂xℓ

∂x̃j
gkℓ s'érit enore gkℓ =

∂x̃i

∂xk
∂x̃j

∂xℓ
g̃ij .

b) En notant x̃i = T ikx
k
, soit T ik =

∂x̃i

∂xk
,

gkℓ =
∂x̃i

∂xk
∂x̃j

∂xℓ
g̃ij s'érit gkℓ = T ik T

j
ℓ g̃ij =

tT ki g̃ij T
j
ℓ

soit matriiellement g = tT g̃ T , identique à e qui a été érit plus haut.

Dans le as du groupe de Lorentz on impose que la métrique soit invariante, e

qui donne la relation de dé�nition de Λ = T bien onnue :

tΛ gΛ = g.

) On dé�nit g = det(gij) qui n'est pas invariant par hangement de oordonnées :

g → g̃ = det g̃ij =

(
det

(
∂xk

∂x̃i

))2

g don det

(
∂xk

∂x̃i

)
=

√
g̃

g
.

Or

∏

i

dxi = det

(
∂xi

∂x̃k

)∏

i

dx̃k (jaobien de la transformation) ,

d'où

∏

i

dxi =

√
g̃

g

∏

i

dx̃k , d'où l'invariant dµ(x) =
√
g
∏

i

dxi =
√
g̃
∏

i

dx̃i .

4) Laplaien sur une variété :

On pose gij = (g−1)ij . Alors g
ij 7→ g̃ij =

(
∂x̃i

∂xk

)(
∂x̃j

∂xℓ

)
gkℓ .

Cei permet de dé�nir un laplaien ∆

∆ =
1√
g

∂

∂xi
gij

√
g

∂

∂xj

tel que

∫
dµ(x)

∂f(x)

∂xi
gij

∂h(x)

∂xj
=

∫
dµ(x)f(x)(−∆)h(x) (terme de bord = 0)

soit invariant par hangement de oordonnées, pour tout ouple de fontions (de

arré intégrable) sur la variété. En e�et

∫
dµ(x)

∂f

∂x̃i
g̃ij

∂h

∂x̃j
=

∫
dµ(x)

∂f

∂xk
∂xk

∂x̃i
∂x̃i

∂xk′
∂x̃j

∂xℓ′
gk

′ℓ′ ∂x
ℓ

∂x̃j
∂h

∂xℓ

Comme

∂xk

∂x̃i
∂x̃i

∂xk′
= δkk′ et

∂x̃j

∂xℓ′
∂xℓ

∂x̃j
= δℓℓ′ ,

on a don

∫
dµ(x)

∂f

∂x̃i
g̃ij

∂h

∂x̃j
=

∫
dµ(x)

∂f

∂xk
gkℓ

∂h

∂xℓ

e qui prouve que

∂f(x)

∂xk
gkℓ

∂h(x)

∂xℓ
est invariant. On érit alors
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∫
dµ(x)

∂f

∂xi
gij

∂h

∂xj
=

∫ √
g
∏

i

dxi
∂f(x)

∂xi
gij

∂h(x)

∂xj

= −
∫ ∏

i

dxi f(x)
∂

∂xi
√
g gij

∂h(x)

∂xj

où l'on a intégré par partie, en tenant ompte du fait que les termes de bord sont

nuls puisque f et h sont de arré intégrable. On peut alors faire apparaître la mesure

dµ(x)
∫
dµ(x)

∂f

∂xi
gij

∂h

∂xj
= −

∫ √
g
∏

i

dxi

︸ ︷︷ ︸
f(x)

1√
g

∂

∂xi
√
g gij

∂

∂xj︸ ︷︷ ︸
h(x)

dµ(x) ∆

e qui ahève la preuve.

5) Laplaien dans l'espae IRn
:

ρ2 = x21 + · · ·+ x2n donc 2ρ
∂ρ

∂xi
= 2xi et

∂ρ

∂xi
=
xi
ρ
.

La partie radiale s'érit don

∂2

∂x2i
=

∂

∂xi

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂xi

(
∂ρ

∂xi

∂

∂ρ

)
=

∂

∂xi

(
xi
ρ

∂

∂ρ

)

=
n

ρ

∂

∂ρ
+ xi

∂

∂xi

(
1

ρ

∂

∂ρ

)
=
n

ρ

∂

∂ρ
+ xi

xi
ρ

∂

∂ρ

(
1

ρ

∂

∂ρ

)

=
n

ρ

∂

∂ρ
+ ρ

∂

∂ρ

(
1

ρ

∂

∂ρ

)
=
n

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂ρ2
=
n− 1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂ρ2

D'où l'on déduit que

∆IRn =
∂2

∂ρ2
+
n− 1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
∆Sphère Sn−1

6) a) De façon générique, pour n > 1 ,

~nn = cos φn ~un+1 + sinφn ~nn−1 ,

d'où l'on tire que

d~nn = dφn(cosφn ~nn−1 − sin φn ~un+1) + sinφn d~nn−1

et don

(d~nn)
2 = (dφn)

2(cos2 φn + sin2 φn) + sin2 φn (d~nn−1)
2 = (dφn)

2 + sin2 φn (d~nn−1)
2 .
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b) En notant X = (φ1, · · · , φn), on en déduit la forme de la métrique sur Sn et du

déterminant orrespondant

g1 = 1 det g1 = 1

g2 =


 sin2 φ2

0 1


 det g2 = sin2 φ2

· · ·

gn =


 gn−1 sin2 φn 0

0 1


 det gn = det gn−1(sin

2 φn)
n−1

On notera que gn−1 est une matrie (n− 1)× (n− 1), d'où la présene de l'exposant

n− 1 dans la relation i-dessus. On en déduit �nalement que

√
det gn = sinφ2 sin2 φ3 · · · sinn−1 φn ,

) On en tire l'expression de l'élément de surfae sur Sn

dSn = sin φ2 sin2 φ3 · · · sinn−1 φn dφ1 dφ2 · · · dφn .

d) Partant de l'intégrale gaussienne bien onnue, nous pouvons érire

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)d
= πd/2 =

∫ +∞

−∞
dx1 · · · dxd e−(x21+···+x2

d
) =

∫
dd~x e−~x

2

= Sd

∫ ∞

0

rd−1e−r
2

dr =
1

2
Sd

∫ ∞

0

ρ
d
2
−1e−ρdρ =

1

2
Sd Γ

(
d

2

)

où l'on a posé ρ = r2. On en déduit don

Sn =
2πn/2

Γ(n/2)
. (1)

e) quelques valeurs lassiques de Sd :

d Γ
(
d
2

)
Sd

1

√
π 2

2 1 2π

3

√
π
2

4π

4 1 2π2
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La surfae de la sphère Sn vaut

Sn+1 =

∫ 2π

0

dφ1

∫ π

0

sinφ2 dφ2

∫ π

0

sin2 φ3 dφ3 · · ·
∫ π

0

sinn−1 φn dφn (2)

En utilisant la relation

∫ π

0

sinµ−1 x dx = 2µ−1B
(µ
2
,
µ

2

)

où

B(x, y) =
Γ(x) Γ(y)

Γ(x+ y)

on déduit de (2) la relation (1) :

as n = 2P + 1 :

Sn+1 = S2P+2 = 2π 2(2P+1)P

[
Γ
(
2·1
2

)
Γ
(
2·1+1

2

)]2

Γ(2)Γ(3)

[
Γ
(
2·2
2

)
Γ
(
2·2+1

2

)]2

Γ(4)Γ(5)
· · ·

×
[
Γ
(
2 k
2

)
Γ
(
2 k+1

2

)]2

Γ(2k)Γ(2k + 1)
· · ·
[
Γ
(
2P
2

)
Γ
(
2P+1

2

)]2

Γ(2P )Γ(2P + 1)

= 2π 2(2P+1)P

P∏

k=1

π

24k−1k
=

2πP+1

Γ(P + 1)

qui est bien identique au résultat tiré de (1). On a utilisé la relation

Γ

(
n+

1

2

)
=

√
π Γ(2n)

22n−1Γ(n)
(3)

pour passer de l'avant dernière ligne à la dernière.

as n = 2P :

Sn+1 = S2P+1 = 2π 2(2P+1)P

[
Γ
(
2·1
2

)
Γ
(
2·1+1

2

)]2

Γ(2)Γ(3)

[
Γ
(
2·2
2

)
Γ
(
2·2+1

2

)]2

Γ(4)Γ(5)
· · ·

×
[
Γ
(
2 k
2

)
Γ
(
2 k+1

2

)]2

Γ(2k)Γ(2k + 1)
· · ·

[
Γ
(

2 (P−1)
2

)
Γ
(

2 (P−1)+1
2

)]2

Γ(2(P − 1))Γ(2(P − 1) + 1)

Γ
(
2P
2

)2
22P−1

Γ(2P )

=
2πPΓ(P )22P−1

Γ(2P )

à omparer à la relation (1) qui donne, en utilisant à nouveau la relation (3)

S2P+1 =
2π

2P+1
2

Γ
(
2P+1

2

) =
2πPΓ(P )22P−1

Γ(2P )
,
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e qui ahève la preuve.

7) a) D'après la question 6),

dµS3 = sin2 φ3 sinφ2 dφ1 dφ2 dφ3 .

Dans les notations usuelles, φ1 = φ, φ2 = θ et φ3 =
ψ
2
, soit

dµ(U) =
1

2
sin2 ψ

2
sin θ dψ dθ dφ .

b) La normalisation est automatique puisque l'on est parti de la mesure sur S3.

8) L'équation

U(α, z)U(β, y)U(γ, z) = U(α′, z)U(β ′, y)U(γ′, z)

s'érit enore

U(β, y)U(γ − γ′, z) = U(α′ − α, z)U(β ′, y)

soit

(
cos

β

2
− iσ2 sin

β

2

)(
cos

γ − γ′

2
− iσ3 sin

γ − γ′

2

)

=

(
cos

α′ − α

2
− iσ3 sin

α′ − α

2

)(
cos

β ′

2
− iσ2 sin

β ′

2

)
.

qui mène à

(4)





cos β
2
cos γ−γ

′

2
= cos β

′

2
cos α

′−α
2

(4.1)

sin β
2
cos γ−γ

′

2
= sin β′

2
cos α

′−α
2

(4.2)

cos β
2
sin γ−γ′

2
= cos β

′

2
sin α′−α

2
(4.3)

sin β
2
sin γ−γ′

2
= − sin β′

2
sin α′−α

2
(4.4)

En ombinant (4.1) et (4.2) on obtient la ondition néessaire

cos β
2
sin β′

2
cos γ−γ

′

2
= sin β

2
cos β

′

2
cos γ−γ

′

2

⇔





cos β
2
sin β′

2
= sin β

2
cos β

′

2
(I)

ou cos γ−γ
′

2
= 0 (II)
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Examinons haun des 2 as suessivement :

(I) : cos β
2
sin β′

2
= sin β

2
cos β

′

2

⇔






tan β
2
= tan β′

2
⇔ β

2
≡ β′

2
[π] ⇔ β ≡ β ′[2π]

ou





(I) et {cos β

2
= 0 ⇔ β

2
≡ π

2
[π] ⇔ β ≡ π[2π]}

alors sin β
2
6= 0 et (I) ⇒ {cos β′

2
= 0 ⇔ β ′ ≡ π[2π]} d'où β ≡ β ′[2π]

ou





(I) et {sin β′

2
= 0 ⇔ β′

2
≡ 0[π] ⇔ β ′ ≡ 0[2π]}

alors cos β
′

2
6= 0 et (I) ⇒ {sin β

2
= 0 ⇔ β ≡ 0[2π]} d'où β ≡ β ′[2π]

et don (I)⇔ β ≡ β ′[2π] . Dans e as, examinons à présent les équations (4.1)-(4.4) :

on pose Γ = γ−γ′
2

et A = α−α′

2
. Deux as se présentent :

A) β ≡ β ′[4π] : Alors

((4.1) et (4.2)) ⇔ cos Γ = cosA

(4.3) ⇔ sin Γ = sinA

(4.4) ⇔ sin Γ = − sinA

Les deux dernières équations mènent à sin Γ = sinA = 0 soit Γ ≡ 0 [π] et A ≡ 0 [π] .

De cos Γ = cosA on tire alors que







A ≡ 0 [2π]

Γ ≡ 0 [2π]



⇔




α≡α′ [4π]

γ≡γ′ [4π]








ou







A ≡ π [2π]

Γ ≡ π [2π]



⇔




α≡α′ + 2π [4π]

γ≡γ′ + 2π [4π]








B) β ≡ β ′ + 2π [4π] : Alors

((4.1) et (4.2)) ⇔ cos Γ = − cosA

(4.3) ⇔ sin Γ = − sinA

(4.4) ⇔ sin Γ = sinA

Les deux dernières équations mènent à Γ ≡ 0 [π] et A ≡ 0 [π] . De cos Γ = − cosA

on tire alors que








A ≡ 0 [2π]

Γ ≡ π [2π]



⇔




α≡α′ [4π]

γ≡γ′ + 2π [4π]








ou








A ≡ π [2π]

Γ ≡ 0 [2π]



⇔




α≡α′ + 2π [4π]

γ≡γ′ [4π]









7



(II) : γ − γ′ ≡ π [2π] alors (4.1) et (4.2) onduisent à α − α′ ≡ π [2π] . Deux as se

présentent :

A) α− α′ ≡ π [4π]

a) γ′ − γ ≡ π [4π] alors

(4.3) ⇔ − cos β
2

= cos β
′

2

(4.4) ⇔ − sin β
2

= sin β′

2



⇔ ei

β
2 = −e−iβ

′

2 = e
−i

(
β′

2
+π

)

don

β

2
≡ −β

′

2
− π [2π] ⇔ β ≡ −β ′ − 2π [4π]

b) γ′ − γ ≡ −π [4π] alors

(4.3) ⇔ cos β
2

= cos β
′

2

(4.4) ⇔ sin β
2

= − sin β′

2



⇔ ei

β
2 = e−i

β′

2
don β ≡ −β ′ [4π]

B) α− α′ ≡ −π [4π]
c) γ′ − γ ≡ −π [4π] alors

(4.3) ⇔ cos β
2

= − cos β
′

2

(4.4) ⇔ sin β
2

= sin β′

2



⇔ β ≡ −β ′ − 2π [4π]

d) γ′ − γ ≡ π [4π] alors

(4.3) ⇔ − cos β
2

= − cos β
′

2

(4.4) ⇔ − sin β
2

= sin β′

2



⇔ β ≡ −β ′ [4π]

Le as (I) montre que U(α, β, γ) est périodique de période 4π en α, β et γ. En

utilisant (I), le domaine fondamental (α, β, γ) ∈ [0, 4π]× [0, 4π]× [0, 4π] peut être

réduit à (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, 2π]× [0, 4π] :

si





2π ≤ α ≤ 4π

0 ≤ β ≤ 2π

2π ≤ γ ≤ 4π

,





α→ α− 2π

γ → γ − 2π
ramène au domaine





0 ≤ α ≤ 2π

0 ≤ β ≤ 2π

0 ≤ γ ≤ 2π

si





2π ≤ α ≤ 4π

2π ≤ β ≤ 4π

0 ≤ γ ≤ 4π

,





α→ α− 2π

β → β − 2π
ramène au domaine





0 ≤ α ≤ 2π

0 ≤ β ≤ 2π

0 ≤ γ ≤ 4π
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si






2π ≤ α ≤ 4π

0 ≤ β ≤ 2π

0 ≤ γ ≤ 2π

,





α→ α− 2π

γ → γ + 2π
ramène au domaine






0 ≤ α ≤ 2π

0 ≤ β ≤ 2π

2π ≤ γ ≤ 4π

si





0 ≤ α ≤ 2π

2π ≤ β ≤ 4π

0 ≤ γ ≤ 2π

,





β → β − 2π

γ → γ + 2π
ramène au domaine





0 ≤ α ≤ 2π

0 ≤ β ≤ 2π

2π ≤ γ ≤ 4π

si





0 ≤ α ≤ 2π

2π ≤ β ≤ 4π

2π ≤ γ ≤ 4π

,





β → β − 2π

γ → γ − 2π
ramène au domaine





0 ≤ α ≤ 2π

0 ≤ β ≤ 2π

0 ≤ γ ≤ 2π

Le domaine fondamental (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, 2π]× [0, 4π] peut être réduit �na-

lement à (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, π]× [0, 4π] : par périodiité on peut onsidérer de

façon équivalente le domaine (α, β, γ) ∈ [0, 2π]×[−π, π]×[0, 4π]. On se restreint en-

suite à (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, π]× [0, 4π] et l'on prouve que les valeurs de U(α, β, γ)

sur le domaine (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [−π, 0]× [0, 4π] s'en déduisent.

Partons du domaine (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, π]× [0, 2π] :

si 0 ≤ α ≤ π ,





α → α + π

β → −β
γ → γ − π

permet de onstruire U à ondition d'étendre le domaine en γ à −π ≤ γ ≤ 2π

si π ≤ α ≤ 2π ,





α→ α− π

β → −β
γ → γ + π

permet de �nalement de onstruire U à ondition d'étendre le domaine en γ à −π ≤
γ ≤ 3π. Par périodiité, e domaine se ramène à 0 ≤ γ ≤ 4π. La proédure i-

dessus onstruit expliitement une surjetion de (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, π]× [0, 4π]

sur SU(2), qui est une bijetion puisque sur e domaine l'équation U(α, β, γ) =

U(α′, β ′, γ′) n'a pas d'autre solution que α = α′, β = β ′, γ = γ′ . Cei ahève la

preuve que SU(2) est en bijetion ave (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, π]× [0, 4π].
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9) La disussion est similaire à elle de la question préédente : l'équation

U(α, z)U(β, y)U(γ, z) = −U(α′, z)U(β ′, y)U(γ′, z)

s'érit enore

U(β, y)U(γ − γ′, z) = −U(α′
α, z)U(β

′, y)

soit

(
cos

β

2
− iσ2 sin

β

2

)(
cos

γ − γ′

2
− iσ3 sin

γ − γ′

2

)

= −
(
cos

α′ − α

2
− iσ3 sin

α′ − α

2

)(
cos

β ′

2
− iσ2 sin

β ′

2

)
.

qui mène à

(5)





cos β
2
cos γ−γ

′

2
= − cos β

′

2
cos α

′−α
2

(5.1)

− sin β
2
cos γ−γ

′

2
= sin β′

2
cos α

′−α
2

(5.2)

− cos β
2
sin γ−γ′

2
= cos β

′

2
sin α′−α

2
(5.3)

− sin β
2
sin γ−γ′

2
= − sin β′

2
sin α′−α

2
(5.4)

En ombinant (5.1) et (5.2) on obtient la ondition néessaire

cos β
2
sin β′

2
cos γ−γ

′

2
= sin β

2
cos β

′

2
cos γ−γ

′

2

⇔





cos β
2
sin β′

2
= sin β

2
cos β

′

2
(I)

ou cos γ−γ
′

2
= 0 (II)

Examinons haun des 2 as suessivement :

(I) : La même disussion que elle de la question 8) donne (I) ⇔ β ≡ β ′[2π] .

On pose Γ = γ−γ′
2

et A = α−α′

2
. Les équations (4.1)-(4.4) onduisent alors à deux

as :

A) β ≡ β ′[4π] : Alors

((4.1) et (4.2)) ⇔ cos Γ = − cosA

(4.3) ⇔ sin Γ = − sinA

(4.4) ⇔ sin Γ = sinA

On obtient le même système qu'en 8)(I) B), et don





α ≡ α′ + 2π [4π]

γ ≡ γ′ [2π]



 ou





α ≡ α′ [4π]

γ ≡ γ′ + 2π [4π]
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B) β ≡ β ′ + 2π [4π] : Alors

((4.1) et (4.2)) ⇔ cos Γ = cosA

(4.3) ⇔ sin Γ = sinA

(4.4) ⇔ sin Γ = − sinA

On obtient le même système qu'en 8)(I) A), et don





α ≡ α′ [4π]

γ ≡ γ′ [2π]




 ou





α ≡ α′ + 2π [4π]

γ ≡ γ′ + 2π [4π]






(II) : γ − γ′ ≡ π [2π] alors (5.1) et (5.2) onduisent à α − α′ ≡ π [2π] . Deux as se

présentent :

A) α− α′ ≡ π [4π]

a) γ′ − γ ≡ π [4π] alors

(4.3) ⇔ cos β
2

= cos β
′

2

(4.4) ⇔ sin β
2

= − sin β′

2




⇔ β ≡ −β ′ [4π]

b) γ′ − γ ≡ −π [4π] alors

(4.3) ⇔ − cos β
2

= cos β
′

2

(4.4) ⇔ sin β
2

= sin β′

2



⇔ β ≡ −β ′ − 2π [4π]

B) α− α′ ≡ −π [4π]
c) γ′ − γ ≡ −π [4π] alors

(4.3) ⇔ cos β
2

= cos β
′

2

(4.4) ⇔ − sin β
2

= sin β′

2



⇔ β ≡ −β ′ [4π]

d) γ′ − γ ≡ π [4π] alors

(4.3) ⇔ − cos β
2

= − cos β
′

2

(4.4) ⇔ sin β
2

= sin β′

2



⇔ β ≡ −β ′ − 2π [4π]

Ce qui ahève la disussion générale. Sur le domaine (α, β, γ) ∈ [0, 2π] × [0, π] ×
[0, 4π], la seule solution qui subsiste est don la solution (I) A) (2) :






α = α′

β ′ = β

γ′ = γ + 2π (0 ≤ γ ≤ 2π) ou γ′ = γ − 2π (2π ≤ γ ≤ 4π)

.
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Il y a don bijetion entre (α, β, γ) ∈ [0, 2π]× [0, π]× [0, 2π] et SO(3), puisque U

et −U ont même image R(U) dans le morphisme de SU(2) sur SO(3).

) En utilisant la forme expliite des matries de Pauli, on déduit immédiatement

que

U~n(ψ) = cos
ψ

2
− i sin

ψ

2
~n · σ

=



 cos ψ
2
− i sin ψ

2
cos θ −i sin ψ

2
sin θ cos φ− sin ψ

2
sin θ sin φ

−i sin ψ
2
sin θ cos φ+ sin ψ

2
sin θ sinφ cos ψ

2
+ i sin ψ

2
cos θ





=



 cos ψ
2
− i sin ψ

2
cos θ −i sin ψ

2
sin θe−iφ

−i sin ψ
2
sin θ eiφ cos ψ

2
+ i sin ψ

2
cos θ




(6)

En identi�ant ette expression à l'ériture de U en termes des angles d'Euler

U(α, β, γ) =


 cos β

2
e−i

α+γ
2 − sin β

2
e−i

α−γ
2

sin β
2
e i

α−γ
2 cos β

2
e i

α+γ
2




(7)

on en déduit les relations

sinφ sin
ψ

2
sin θ = cos

γ − α

2
sin

β

2
(8)

cosφ sin
ψ

2
sin θ = sin

γ − α

2
sin

β

2
(9)

cos
ψ

2
= cos

α + γ

2
cos

β

2
(10)

sin
ψ

2
cos θ = sin

α + γ

2
cos

β

2
(11)

d) On tire de (8) et de (9) que φ ≡ α−γ
2

+ π
2
[π] , et l'on hoisit, sans perte de

généralité, φ = α−γ
2

+ π
2
. On en déduit alors que (8,9) sont équivalentes à

sin
ψ

2
sin θ = sin

β

2
. (12)

En formant le rapport de (10) et (11) on tire

tan
α + γ

2
= cos θ tan

ψ

2
. (13)

Posons

s =
α + γ

2

d =
α− γ

2
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et don φ = d + π
2
. On déduit alors des relations préédentes, par dérivation par

rapport aux variables (φ, θ, ψ), la matrie jaobienne

∂(s, d, β)

∂(φ, θ, ψ)
=




0 − sin θ tan ψ
2
cos2 s 1

2
cos2 s

cos2 ψ
2

cos θ

1 0 0

0
2 sin ψ

2
cos θ

cos β
2

cos ψ
2

sin θ

cos β
2


 =




0 a b

1 0 0

0 c d


 (14)

De la matrie jaobienne (14) on déduit alors la matrie jaobienne

∂(α, γ, β)

∂(φ, θ, ψ)
=
∂(α, γ, β)

∂(s, d, β)

∂(s, d, β)

∂(φ, θ, ψ)
=




1 1 0

1 −1 0

0 0 1







0 a b

1 0 0

0 c d


 =




1 a b

−1 a b

0 c d




(15)

e) Le déterminant de ette matrie jaobienne est

J = ad− bc = − sin ψ
2

cos β
2

cos2 s
sin2 θ cos2 ψ

2
+ cos2 θ

cos2 ψ
2

= − sin ψ
2

cos ψ
2

cos s (16)

où l'on a utilisé le fait que

sin2 θ cos2
ψ

2
+ cos2 θ = sin2 θ − sin2 θ sin2 ψ

2
+ cos2 θ = 1− sin2 β

2
= cos2

β

2
.

puis l'équation (10). L'inverse de la matrie jaobienne (15) s'érit

∂(φ, θ, ψ)

∂(α, γ, β)
=




1
2

−1
2

0

d
2J

d
2J

− b
J

− c
2J

− c
2J

a
J


 . (17)

On obtient

a

J
= sin θ cos s ≡ S

− b

J
=

cos2 θ

2 cos2 β
2
sin s

≡ N

2

d

2J
= −cos s sin θ cos θ

2 sin s
≡ −M

2

− c

2J
= cos s ≡ R (18)

Notons g la métrique exprimée dans les variables (φ, θ, ψ) :

g =




sin2 θ sin2 ψ
2

0 0

0 sin2 ψ
2

0

0 0 1
4


 ≡




g1 0 0

0 g2 0

0 0 1
4


 (19)
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et g̃ la métrique exprimée dans les variables (α, γ, β). De la relation

g̃ =

(
∂(φ, θ, ψ)

∂(α, γ, β)

)T
g

(
∂(φ, θ, ψ)

∂(α, γ, β)

)
(20)

on tire don

g̃ =
1

4




M2g2 +R2 + g1 M2g2 +R2 − g1 −MNg2 +RS

M2g2 +R2 − g1 M2g2 +R2 + g1 −MNg2 +RS

−MNg2 +RS −MNg2 +RS N2g2S
2


 . (21)

Un alul élémentaire montre alors que N2g2S
2 = 1, −MNg2 + RS = 0, M2g2 +

R2 + g1 = 1 et en�n que M2g2 +R2 − g1 = cos β. On en déduit �nalement que

g̃ =
1

4




1 cos β 0

cos β 1 0

0 0 1


 . (22)

f) De (22) on tire

√
det g̃ = sin β/8 (β ∈ [0, π] don sin β ≥ 0) d'où

dµ(U) =
1

8
sin β dα dβ dγ . (23)

9) a) tr dU dU †
est une forme quadratique dé�nie positive :

2 tr dUdU+ = 2dUij dU
+
ji = 2dUij dU

∗
ij ≥ 0

et tr dUdU+ = 0 ⇔ dUij = 0 , ∀ i, j .

Invariane de la mesure : soit V un élément quelonque de SU(2). Alors

tr d(V U) d(V U)† = trV dU dU † V † = tr dU dU †

par invariane ylique de la trae, e qui prouve l'invariane à droite de ette dis-

tane. De même pour l'invariane à gauhe. L'invariane par inversion est immédiate

en érivant que

tr dU−1 d(U−1)† = trdU † dU = tr dU dU † .

b) De U = cos ψ
2
− i sin ψ

2
~σ · ~n on tire dU = −

(
sin ψ

2
+ i~σ · ~n cos ψ

2

)
dψ
2
− i sin ψ

2
~σ · d~n

soit

dUdU+ =

[
−
(
sin

ψ

2
+ i~σ · ~n cos ψ

2

)
dψ

2
− i sin

ψ

2
~σ · d~n

]
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×
[
−
(
sin

ψ

2
− i~σ · ~n cos ψ

2

)
dψ

2
+ i sin

ψ

2
~σ · d~n

]

= sin2 ψ

2

(dψ)2

4
+ [(~σ · ~n) (~σ · d~n) + (~σ · d~n) (~σ · ~n)] sin ψ

2
cos

ψ

2

dψ

2

+

(
sin

ψ

2

)2

(~σ · d~n)2 + (~σ · ~n)2 cos2 ψ
2

(dψ)2

4

= sin2 ψ

2

(dψ)2

4
+ (~n · d~n+ d~n · ~n)︸ ︷︷ ︸ sin

ψ

2
cos

ψ

2

dψ

2
+

(
sin

ψ

2

)2

(d~n)2

d~n2 = 0

+~n2 cos2
ψ

2

(dψ)2

4

où l'on a utilisé la relation

(~σ · ~a)(~σ ·~b) = ~a ·~b+ i(~a ∧~b) · ~σ

Finalement,

ds2 =
1

2
tr dU dU+ =

(
d
ψ

2

)2

+ sin2 ψ

2
(d~n)2

) La métrique orrespondantes dans les variables (ψ, φ, θ) sur [0, 2π]× S2
s'érit

gij =




1
4

0 0

0 sin2 ψ
2

0

0 0 sin2 ψ
2




de déterminant g =
[
1
2
sin2 ψ

2

]2
, auquel orrespond l'élément de volume

dµ(U) =
1

2
sin2 ψ

2
dψ d2~n .

Comme sur la sphère S2
on peut érire d2~n = sin θ dφ dθ , on en déduit que

dµ(U) =
1

2
sin2 ψ

2
sin θ dψ dθ dφ , (24)

en aord ave le résultat de la question 7)b), obtenu à l'aide de la mesure sur S3.

d) En utilisant la paramétrisation des angles d'Euler (7) on peut érire

dU =

((
− i

2
d(α + γ) cos β

2
− dβ

2
sin β

2

)
e−i

α+γ
2

(
i
2
d(α− γ) sin β

2
− dβ

2
cos β

2

)
e−i

α−γ
2

(
i
2
d(α− γ) sin β

2
+ dβ

2
cos β

2

)
ei
α−γ
2

(
i
2
d(α + γ) cos β

2
− dβ

2
sin β

2

)
ei
α+γ
2

)

d'où l'on tire

tr dU dU+ =
∑

i,j

|dUij|2
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=
1

4

[
(d(α + γ))2 cos2

β

2
+ (dβ)2 sin2 β

2

]
+

1

4

[
(d(α− γ))2 sin2 β

2
+ (dβ)2 cos2

β

2

]

+
1

4

[
(d(α− γ))2 sin2 β

2
+ (dβ)2 cos2

β

2

]
+

1

4

[
(d(α+ γ))2 cos2

β

2
+ (dβ)2 sin2 β

2

]

=
1

2
(d(α+ γ))2 cos2

β

2
+

1

2
(d(α− γ))2 sin2 β

2
+

1

2
(dβ)2

=
1

2
(dα)2 +

1

2
(dβ)2 +

1

2
(dγ)2 + dαdγ

(
cos2

β

2
− sin2 β

2

)
.

Ainsi

ds2 =
1

2
tr dU dU+ =

1

4

[
(dα)2 + (dβ)2 + (dγ)2 + 2 cosβ dα dγ

]

et la métrique orrespondante dans les variables (α, β, γ) s'érit

g̃ij =
1

4




1 0 cos β

0 1 0

cos β 0 1



α

β

γ

en aord ave (22), et don

dµ(U) =
√
g dα dβ dγ =

1

8
sin β dα dβ dγ .

Notons que l'invariane de la mesure dµ(U) par inversion se véri�e expliitement sur

ette expression. Examinons en e�et la transformation U → U−1 = U †
:

U = U(α, z) U(β, y) U(γ, z)

U+ = U−1 = U−1(γ, z) U−1(β, y) U−1(α, z)

et U → U+
s'obtient en faisant (α ↔ −γ , β ↔ −β) , transformation sous laquelle

sin β dα dβ dγ est invariante.

10) a) Soit U ∈ U(n), que l'on diagonalise sous la forme

U = V Λ V † , (25)

où Λ = diag(λ1, · · · , λn). Alors de façon immédiate

U † = V Λ† V † , don I = U U † = V ΛΛ† V †
et I = U † U = V Λ†Λ V †

d'où l'on déduit que

ΛΛ† = Λ† Λ = I ,

e qui montre que les valeurs propres λj sont des phases λj = eiαj .
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b) Soit V ∈ U(n) . Supposons que [V, Λ] = 0 . On tire par un alul immédiat que

V Λ =




V11 λ1 V12 λ2 · · · V1n λn

V21 λ1 · · ·
.

.

.

Vn1 λ1 Vn2 λ2 · · · Vnn λn




et Λ V =




V11 λ1 V12 λ1 · · · V1n λ1

V21 λ2 · · ·
.

.

.

Vn1 λn Vn2 λn · · · Vnn λn




e qui montre que V doit être une matrie diagonale.

) Remarquons tout d'abord que U(1)n n'est pas un sous-groupe invariant de U(n).

Soit en e�et une matrie Λ diagonale arbitraire élément de U(1)n, et V un élément

quelonque de U(n). Alors V ΛV †
n'est pas a priori une matrie diagonale : on obtient

en e�et, en laissant V parourir U(n), l'ensemble des matries qui se diagonalisent

en Λ (par la matrie de passage V ), et qui ne sont en général pas diagonales elles-

mêmes. Il onvient don de distinguer lasses à droite et lasses à gauhe.

Soit U ∈ U(n), diagonalisée en Λ par V élément de U(n), suivant (25). Considé-

rons les lasses à gauhe : supposons que V1 est un élément appartenant à la même

lasse que V , i.e. qu'il existe Λ′ ∈ U(1)n tel que V −1 V1 = Λ′ , i.e. V1 = V Λ′ . Alors

V †
1 = Λ′† V †

et V1 Λ V
†
1 = V Λ′ ΛΛ′† V † = V Λ V †

où l'on a utilisé, pour obtenir la dernière égalité, le fait que Λ et Λ′
ommutent. Cei

prouve que les éléments appartenant à la même lasse à gauhe odent le même

élément U de U(n), pour Λ �xé.

11) a) Di�érentiant U = V Λ V †
on obtient dU = dV Λ V †+ V dΛ V †+ V Λ dV † . Or

V V † = 1 don dV V † + V dV † = 0 , soit dV † = −V † dV V † , d'où l'on déduit, en

posant dX = V † dV que

dU = V V † dV Λ V † + V dΛ V † − V Λ V † dV V † = V (dΛ + [dX, Λ]) V † .

Combinant dV V † + V dV † = 0 ave dX† = dV † V on déduit que dX† = −V † dV =

−dX et don que dX est antihermitienne. Notons que l'élément de matrie (i, j) de

dX s'érit dXi,j =
∑

k Vik dV
∗
jk. On véri�e ainsi expliitement sur ette expression le

aratère antihermitique de dX en traduisant l'identité dV V † = −V dV †
en termes

d'éléments de matrie.

Comme dV = V dX et que nous avons montré plus haut que V parourt U(n)/U(1)n ,

on peut réduire dX à varier dans l'ensemble des matries antihermitiennes sans
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termes diagonaux. En véri�era expliitement dans la question suivante que les termes

diagonaux de dX ne ontribuent pas à la métrique.

b)

tr dU dU † = tr (dΛ+ [dX, Λ])
(
dΛ† + [dX, Λ†]

)
(26)

Or ([dX, Λ])ij = dXij(λj − λi) dont les éléments diagonaux sont nuls. Les termes

tr dΛ† [dX, Λ] et tr dΛ [dX, Λ†] sont don nuls, puisque dΛ ne possède que des termes

diagonaux. On obtient don

tr dU dU † = tr dΛ dΛ† + tr[dX Λ− Λ dX ] [dX Λ† − Λ† dX ]

=
∑

i

|dαi|2 + tr [dX Λ− Λ dX ] [dX Λ− Λ dX ]† =
∑

i

|dαi|2 +
∑

i,j

|dX Λ− Λ dX|2i,j

=
∑

i

|dαi|2 +
∑

i,j

|dXij|2 |λi − λj|2 =
∑

i

|dαi|2 + 2
∑

i<j

|dXij|2 |λi − λj|2

) Le tenseur métrique s'érit don, dans les variables ξα = (αi, ReXij , ImXij) ,




1 0 · · · · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. · · · 0 1

0 · · · 0 2|λ1 − λ2|2

0 · · · 0 2|λ1 − λ2|2
.

.

.

2|λn−1 − λn|2




α1

.

.

.

αn

ReX12

ImX12

.

.

.

ImXn−1n

d) Le déterminant du tenseur métrique s'érit

g = 2n(n−1)
∏

i<j

|λi − λj|4 .

Or

|λi − λj|2 =
∣∣eiαi − eiαj

∣∣2 =
(
eiαi − eiαj

) (
e−iαi − e−iαj

)

=
(
ei
αi−αj

2 − e−i
αi−αj

2

)
ei
αi+αj

2

(
e−i

αi−αj
2 − ei

αi−αj
2

)
e−i

αi+αj
2

= 4 sin2 αi − αj
2

et don

g = 23n(n−1)
∏

i<j

sin4 αi − αj
2

.
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On en déduit que

dµ(U) = 2
3n(n−1)

2

(
∏

i<j

sin2 αi − αj
2

)(
∏

i

dαi

)
dµ(V ) .

Remarque : la onstante multipliative est arbitraire. On pourrait par exemple hoi-

sir omme métrique 1/2 tr(dU dU †) (omme on l'a fait pour SU(2)), e qui ne fait

que hanger et onstante multipliative.
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