
M2/CFP/Par
ours de Physique Théorique

Invarian
es en physique et théorie des groupes

Transformations 
onformes

A - 1. Sous une transformation de dilatation x′µ = xµ + δλ xµ , aµ(x) = δλ xµ

et ∂µaν = δλδµν . D'après la relation rappelée dans l'énon
é, l'a
tion se transforme

suivant δS =
∫

ddx (∂µaν) θ
µν(x) = δλ

∫

ddxθµµ(x) = 0 puisque θµµ(x) = 0 par hypo-

thèse.

2.a) Sous une transformation in�nitésimale x′µ = xµ + aµ(x) ,

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν = dxµ +

∂aµ

∂xν
dxν

et don


∂x′µ

∂xν
= δµν +

∂aµ

∂xν
.

La relation de dé�nition de la transformation 
onforme s'é
rit don


α(x) gµν(x)dx
µdxν = gµν(x

′)

(

dxµ +
∂aµ

∂xσ
dxσ

)(

dxν +
∂aν

∂xτ
dxτ

)

. (1)

En utilisant la relation

gµν(x
′) = gµν(x) +

∂gµν
∂xα

aα

l'expression (1) devient

α(x)gµν(x)dx
µdxν =

[

gµν(x) +
∂gµν
∂xα

aα
] [

dxµ +
∂aµ

∂xσ
dxσ

] [

dxν +
∂aν

∂xτ
dxτ

]

soit à l'ordre 1

α(x) gµν(x)dx
µdxν = gµν(x)dx

µdxν + gµν(x)
∂aµ

∂xσ
dxσdxν + gµν(x)

∂aν

∂xτ
dxµdxτ

+
∂gµν
∂xα

aαdxµdxν

ou en
ore

α(x) gµν(x)dx
µdxν = gµν(x)dx

µdxν + gρν(x)
∂aρ

∂xµ
dxµdxν + gµρ(x)

∂aρ

∂xν
dxµdxν

+
∂gµν
∂xρ

aρdxµdxν .
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i.e.

[

∂µaν + ∂νaµ + gµν(1− α(x)) +
∂gµν
∂xρ

aρ
]

dxµdxν = 0 .

dxµdxν
étant symétrique, on doit don
 annuler la partie symétrique du tenseur [...℄.

Or 
e tenseur est lui-même symétrique. La 
ondition devient don


∂µaν + ∂νaµ + gµν(1− α(x)) +
∂gµν
∂xρ

aρ = 0 .

On 
al
ule 1− α(x) en prenant la tra
e : 
omme gµµ = d, on a, puisque

∂g
µ
µ

∂xρ = 0,

∂νa
ν + ∂νa

ν + gνν (1− α(x)) = 0 ⇐⇒ 2 ∂ρa
ρ + d (1− α(x)) = 0

soit 1− α(x) = −2
d
∂ρa

ρ
, et don


∂µaν + ∂νaµ +
∂gµν
∂xρ

aρ =
2

d
gµν ∂

ρaρ . (2)

b) Dans le 
as où

gµν =



























1
.

.

.

1

−1
.

.

.

−1









































p















d− p

, on a

∂gµν
∂xρ

= 0 ,

et la 
ondition (2) se réduit don
 à

∂µaν + ∂νaµ =
2

d
gµν∂ρa

ρ . (3)

3. L'a
tion se transforme suivant

δS =

∫

ddx (∂µaν) θ
µν(x) =

1

c

∫

ddx (∂µaν + ∂νaµ) θ
µν(x)

par symétrie de θµν . En utilisant (3) on en déduit don
 que

δS =
1

d

∫

ddx ∂ρaρ gµν θ
µν =

1

d

∫

ddx ∂ρ aρ θ
µ
µ = 0

puisque par hypothèse θµν est de tra
e nulle.
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Ainsi toute théorie dé�nie sur un espa
e eu
lidien ou pseudo-eu
lidien

invariante par translations, rotations et dilatations l'est aussi sous les

transformations 
onformes.

B - 1

Une transformation 
onforme spé
iale est la su

ession d'une inversion, puis

d'une translation, puis d'une inversion, 
e qui s'é
rit

x(1)µ =
xµ

x2
x(2)µ = x(1)µ + aµ =

xµ

x2
+ aµ =

xµ + x2aµ

x2

x′µ =
x(2)µ

x(2)2
= x(2)2 =

x2 + 2x2a · x+ x4a2

x4
=

1 + 2ax+ x2a2

x2

d'où �nalement

x′µ =
xµ + x2aµ

1 + 2a · x+ x2a2
(4)

La forme in�nitésimale s'obtient en développant au premier ordre, 
e qui donne,

en é
rivant

1 + 2a · x+ x2a2 ∼ 1 + 2aµxµ et

1

1 + 2 aµxµ

∼ 1− 2aµxµ ,

x′µ ∼
(

xµ + x2aµ
)

(1− 2aµxµ) = xµ + x2aµ − 2aνxνx
µ = xµ + x2aµ − 2(a · x)xµ

2.

Générateur des translations d'espa
e-temps :

Pµ = i ∂µ (5)

Générateurs des transformations de Lorentz :

Jµν = i (xµ∂ν − xν∂µ) (6)

Générateur des dilatations :

D = i xµ∂µ (7)

puisque

f((1 + δλ)xµ = f(x) + δλ xµ∂µf = (1− iD δλ)f

Générateur des transformations spé
iales :

Kρ = i(x2∂ρ − 2 xρx
µ∂µ) (8)
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puisque

f
(

xµ + x2aµ − 2xµaνxν

)

= f(x) +
(

x2aµ − 2xµaνxν

)

∂µf = (1− ikρa
ρ) f

3.

Les relations de 
ommutation déjà 
onnues sont :

[Jµν , Pρ] = i (gνρPµ − gµρPν)

[Jµν , Jρσ] = i (gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ)

[Pµ, Pν] = 0 .

(9)

Les autres relations de 
ommutation s'obtiennent fa
ilement en remarquant que

D = xνPν (10)

Jµν = xµPν − xνPµ (11)

Kρ = −xνJρν − xρD . (12)

Notons tout d'abord que

[Pµ, xν ] = i [∂µ, xν ] = i gµν (13)

et

[Jµν , xσ] = i [xµ∂ν − xν∂µ, xσ] = i (xµgνσ − xνgµσ) . (14)

En utilisant les relations

[AB,C] = A [B,C] + [A,C]B et [A,B C] = [A,B]C +B [A,C]

nous pouvons à présent aisément obtenir les relations 
her
hées :

[Pµ, D] = [Pµ, x
νPν ] = i gνµPν

soit

[Pµ, D] = i Pµ . (15)

[Jµν , D] = [Jµν , x
σPσ] = [Jµν , x

σ]Pσ +xσ[Jµν , Pσ] = i(xµPν −xνPµ)+ i(xνPµ−xµPν)

soit

[Jµν , D] = 0 . (16)
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[Kρ, D] = −[xν , D]Jρν − [xρ, D]D = i xνJρν + i xρD

soit

[Kρ, D] = −iKρ . (17)

En�n

[Jµν , Kρ] = i xσ(−gνρJµσ + gµρJνσ − gµσJνρ + gνσJµρ)

−i xµJρν + i xνJρµ − i xµ gνρD + i xν gµρD

soit en
ore

[Jµν , Kρ] = i gνρKµ − i gµρKν . (18)

D'après les relations de 
ommutation obtenues 
i-dessus il est 
lair qu'elles se ferment

bien sur les générateurs P, J, D et K.

4.

Nombre de générateurs :

Pµ d

Jµν

d(d− 1)

2

D 1

Kµ d

soit au total

d2+3d+2
2

= (d+1)(d+2)
2

générateurs. On notera que 
ette dimension de

l'algèbre de Lie du groupe 
onforme est identique à 
elle de so(d+ 2).

C - 1

N

H

O

H’

P

PSfrag repla
ements

r

r

xx′

r

x
=

NH

ON
= NH (ON = 1) et OH = rd+1 .

Or

NH = 1−rd+1 don
 rd+1 = 1−NH = 1− r

x
.

On tire don
 de r2d+1 + r2 = 1 que

(

1− r

x

)2

+ r2 = 1 ,
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d'où

1 + x2 =
2x

r
. (19)

En�n de

rd+1 = 1− r

x
= 1− 2

1 + x2

on tire

rd+1 =
x2 − 1

x2 + 1
. (20)

Lorsque ~x → ∞, P → N .

Sous la transformation ~x → ~x
x2 (= ~x′), (19) est invariante, i.e. r est in
hangé, et

don
 ~r est in
hangé (l'inversion ne modi�e pas la dire
tion de ~x).

En revan
he le se
ond membre de (20) est transformé en son opposé :

r′d+1 =
1
x2 − 1
1
x2 + 1

=
1− x2

1 + x2
,

don
 rd+1 → −rd+1. Ainsi :

L'inversion 
orrespond à une symétrie par rapport à l'hyperplan IRd
.

2. ex : illustration pour d=1

C

P
N

rayon

PSfrag repla
ements

z0

z0 = 1
~r~r

r2

r2

z2

~x

~z

S1

Soit z = (z0, ~z, zd+1) un point du 
�ne de lumière C. Son interse
tion ave
 l'hyperplan

z0 = 1 est le point zSd =
(

1, ~z
z0
,
zd+1

z0

)

qui appartient à Sd
puisque z20 = ~z2 + z2d+1 ⇔

1 =
(

~z
z0

)2

+
(

zd+1

z0

)2

.
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Posons ~r = ~z
z0

et rd+1 =
zd+1

z0
. D'après la question pré
édente,

x =
r

1− rd+1

qui s'é
rit en
ore

~x = ~z
z0−zd+1

. (21)

Remarque : x peut s'é
rire à l'aide de r grâ
e à

x2 − 2x

r
+ 1 = 0 de dis
riminant réduit ∆′ =

1

r2
− 1

qui a pour solution

x± =
1

r
±
√

1

r2
− 1

et

a) rd+1 > 0 : alors x > r donc x = 1
r
+
√

1
r2

− 1

b) rd+1 < 0 : alors x < r donc x = 1
r
−
√

1
r2

− 1
.

en e�et :

1

r
+

√

1

r2
− 1 =

1

r

[

1 +
√
1− r2

]

> r ⇔ 1+
√
1− r2 > r2 ⇔ 1− r2 > 1− 2r2+ r4

qui est vrai puisque r < 1 ⇔ r4 < r2.

3. Les transformations linéaires qui préservent le 
�ne de lumière sont des transfor-

mations du groupe de Lorentz de Md+1,1 (à des dilatations près).

En e�et, soit L une transformation qui préserve le 
�ne de lumière, i.e.

∀X ∈ tXGX = 0 ⇒ tX tLGLX = 0 .

On peut alors montrer que G = λtLGL. Puisque l'on travaille a des dilatations près

(on 
onsidère les transformations qui préservent les rayons du 
one de lumière, on

peut faire λ = 1, 
e qui donne G = tLGL , qui 
onstitue la relation de dé�nition

des transformations de Lorentz.

Montrons plus généralement que deux formes quadratiques qui sont simultané-

ment dégénérées sont proportionnelles, la situation pré
édente étant un 
as parti
u-

lier de 
e théorème général. La preuve repose sur la géométrie analytique élémentaire.

Soient F et F ′
deux formes quadratiques, dé�nies sur Rd. L'équation F (x) = 0

dé�nit une surfa
e S à d−1 dimensions (dans le 
as de la forme F (x) = t2−x2−y2−z2
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ette surfa
e est le 
�ne de lumière C). Par dé�nition d'une forme quadratique, l'ori-

gine O appartient à S. Soit P un point de S distin
t de O. L'équation de dé�nition

de S dans les nouvelles variables x̃i = xi−xP (
oordonnées d'origine P) peut s'é
rire

Q(x̃i) + L(x̃i) = 0

où Q et L sont respe
tivement des formes quadratiques et linéaires. De même l'équa-

tion F ′(xi) = 0 s'é
rit dans les nouvelles variables :

Q′(x̃i) + L′(x̃i) = 0

Soit un ve
teur ~x0
de 
oordonnées x̃0

i . La droite ∆ passant par P et portée par ~x0
a

pour équations paramétriques x̃i = λ x̃0
i , et l'interse
tion de S ave
 ∆ s'é
rit don


λ2Q(x̃0
i ) + λL(x̃0

i ) = 0

ou de façon équivalente

λ2Q′(x̃0
i ) + λL′(x̃0

i ) = 0 .

Ces équations ont génériquement deux ra
ines, qui 
orrespondent à deux interse
-

tions (l'une étant P ). L'équation du plan tangent en P 
orrespond don
 au 
as

dégénéré

L(x̃0
i ) = 0

ou en
ore

L′(x̃0
i ) = 0 .

Ces deux formes linéaires sont don
 proportionnelles :

∃κ/L(x̃i) = κL′(x̃i) .

Dans le 
as général où la droite ∆ n'est pas dans le plan tangent en P, en é
rivant

que le se
ond point d'interse
tion de ∆ ave
 S est dé�ni par la donnée d'un unique

λ , on doit avoir

λ = −L(x̃0
i )

Q(x̃0
i )

= −L′(x̃0
i )

Q′(x̃0
i )

et don


Q′(x̃0
i )

Q(x̃0
i )

= −L′(x̃0
i )

L(x̃0
i )

= κ ,
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d'où l'on tire �nalement que

Q′(x̃i) + L′(x̃i) = κ [Q(x̃i) + L(x̃i)]


e qui a
hève la preuve (si Q(x̃0
i ) = 0 , alors L(x̃0

i ) = 0 , et don
 Q′(x̃0
i ) = 0 et

L′(x̃0
i ) = 0).

3. a. Rotations :

A une rotation de ~x ∈ IRd

orrespond la transformation























~r =
2~x

~x 2 + 1

rd+1 =
~x 2 − 1

~x 2 + 1

don
 ~r subit la même rotation et rd+1 est in
hangé, 
e qui montre que ~z subit la

même rotation que ~x.

Ainsi à une rotation de ~x ∈ IRd

orrespond une rotation dans l'hyperplan IRd

de

IRd+1.

b. Dilatation :

La transformation

~r =
2~x

~x 2 + 1

~x→λ~x→ 2λ~x

λ2~x 2 + 1

ne 
hange pas la dire
tion et le sens de ~x.

On peut 
ompenser la dilatation de ~r en 
hangeant z0 :

alors on aura

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z′20 − z′2d+1 = z20 − z2d+1

~z = 
ste

: boost dans le plan (z0, zd+1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z = z0 r

zd+1 = z0 rd+1

dilatation→

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z′ = z′0 r′ = z0 r

z′d+1 = z′0 r′d+1

Soit un point tel que rd+1 = 0 (⇔ zd+1 = 0), i.e. ‖ ~x ‖= 1. Alors, d'après la loi de

transformation sous un boost :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

z′0 = ch β z0 + sh β zd+1

z′d+1 = sh β z0 + ch β zd+1 ,

on aura don
 th β =
z′
d+1

z′
0

qui est en
ore égal à r′d+1 .
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or r′d+1 =
λ2x2−1
λ2x2+1

= λ2−1
λ2+1

puisque ‖ ~x ‖= 1

Ainsi

th β = λ2
−1

λ2+1
. (22)

Remarques :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ = 1 (pas de dilatation) ⇔ β = 0

λ → ∞ ⇔ th β → +1 ⇔ β → +∞
λ = 0 ⇔ th β → −1 ⇔ β → −∞
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