
M2/CFP/Par
ours de Physique Théorique

Invarian
es en physique et théorie des groupes

A
tion d'un groupe sur un ensemble E

Soit E un ensemble, G un groupe. On dit que le groupe G agit dans l'ensemble

E s'il existe un homomorphisme β de G dans le groupe des bije
tions de E dans

lui-même.

1. É
rire pré
isément les 
onditions requises.

[Corrigé : g 7→ β(g) ∈ Bij(E), g−1 7→ β(g−1) = β(g)−1
, g1.g2 7→ β(g1.g2) =

β(g1).β(g2), β(e) = idE ℄

On dé�nit l'orbite O(x) d'un point x ∈ E 
omme l'ensemble des images β(g)x pour

g ∈ G.

2. Montrer que l'appartenan
e à une même orbite est une relation d'équivalen
e.

[Corrigé : x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G : y = β(g)x, ré�exif : x = β(e)x, symétrique

x = β(g−1)y, transitif : x = β(g)y et y = β(g′)z ⇒ x = β(g)β(g′)z = β(g · g′)z℄

3. Exemple : a
tion du groupe O(n) sur l'espa
e RI n
. Que sont les orbites ?

[Corrigé : sphères de 
entre O ou origine O℄

4. Un espa
e est homogène s'il n'a qu'une seule orbite. Exemple trivial : RI n
sous

l'a
tion des translations. Plus généralement, qu'en est-il de l'a
tion à gau
he de G

sur lui-même, ave
 E = G ?

[Corrigé : G homogène 
ar ∀x, y ∃g = y.x−1 : g.x = y℄

Donner d'autres exemples d'espa
es homogènes pour G = O(3) ou L =O(3,1) (et

ses sous-groupes).

[Corrigé : sphère dans RI 3
pour G = O(3), 
�ne de lumière, hyperboloïde p2 > 0

et hyperboloïde p2 < 0 pour G = O(3, 1), en plus hyperboloïde p2 > 0 , p0 > 0 et

hyperboloïde p2 > 0 , p0 < 0 pour L↑
.℄
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5. On dé�nit aussi le groupe d'isotropie, (appelé aussi stabilisateur, ou, par les phy-

si
iens, petit groupe) S(x) de l'élément x ∈ E : 
'est le sous-groupe de G laissant x

invariant :

S(x) = {g ∈ G|β(g)x = x} .

Montrer que si x et y appartiennent à la même orbite, leurs groupes d'isotropie sont


onjugués.

Rappel : si H est un sous-groupe du groupe G, on appelle sous-groupe 
onjugué de

H tout sous-groupe de la forme gHg−1
ave
 g ∈ G .

[Corrigé : Si y ∼ x don
 ∃g ∈ G : y = β(g)x, 
onsidérons S(y) = {g′|β(g′)y = y},

don
 β(g′)β(g)x = β(g)x don
 β(g−1g′g)x = x 
'est-à-dire g−1g′g ∈ S(x), don


g−1S(y)g ⊂ S(x) et en fait en inversant les opérations, g−1S(y)g = S(x), qed.℄

Quel est le groupe d'isotropie d'un point x ∈ RI n
sous l'a
tion de SO(n) ? d'un

ve
teur de genre temps p dans l'espa
e de Minkowski ?

[Corrigé : S(x) ≈ SO(n−1) ; S(p) =O(3) si p =
0

p = (m,~0) don
 de façon générale,

un groupe 
onjugué à O(3) : p = Λ
0

p, ∀R ∈ O(3), ΛRΛ−1p = p. ℄

Le stabilisateur S(x) est-il un sous-groupe invariant ?

[Corrigé : en général non, puisqu'on sait qu'un sous-groupe invariant est égal à

tous ses 
onjugués : si S(x) était invariant, il serait égal à tous les stabilisateurs S(y)

des points y de O(x). En e�et, si y ∈ O(x), ∃g ∈ G tel que g−1 S(x) g = S(y) . Or

g−1 S(x) g = S(x) 
e qui 
onduit à S(x) = S(y) . Dans le 
as de SO(3), par exemple,


e
i est 
lairement absurde . . .℄

6. Montrer qu'il existe une bije
tion entre les points de l'orbite O(x) et l'ensemble

quotient G/S(x).

[Corrigé : (g ∼ g′ en 
e sens que g′−1g = h ∈ S(x)) ⇔ β(g)x = β(g′)β(h)x =

β(g′)x don
 g et g′ sont équivalents (même left 
oset) par rapport à S(x) sissi ils

dé�nissent le même point sur l'orbite O(x).℄

Pour un groupe �ni G, en déduire une relation entre les ordres de G, de O(x) et de

S(x).

[Corrigé : ∀x |G| = |O(x)| × |S(x)|.℄
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Cet ensemble G/S(x) est-il un espa
e homogène pour l'a
tion de G ?

[Corrigé : Cet ensemble est bien un espa
e homogène pour l'a
tion de G puisque

toute orbite l'est.℄

Le sujet du 
hapitre 2 porte sur le 
as parti
ulier où E est un espa
e ve
toriel ave



omme bije
tions les transformations linéaires du groupe GL(E) : on parle alors de

representations du groupe G dans E.
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