
Préession de Thomas : Corretion

1 Préession de Larmor

1) Un életron ayant une trajetoire irulaire a un moment orbital L = mrv. Le
moment magnétique orrespondant est µ = s i où i est l'intensité du ourant dû à

ette harge en mouvement, qui vaut i = e/t. Le temps mis pour faire un tour est

t = 2πr/v. La surfae du disque étant πr2, on en déduit que µ = πr2ev/(2πr), soit

~µ =
e

2m
~L . (1)

2) La fore qui s'exere sur le moment magnétique est nulle si le hamp est uniforme.

Le ouple vaut

~M = ~µ ∧ ~B, qui tend don à aligner ~µ suivant la diretion de

~B, et
dans le même sens.

3) En ombinant l'équation

d~L

dt
= ~M (2)

ave les relations

~M = ~µ ∧ ~B et (1), on obtient immédiatement l'équation

d~L

dt
=

e

2m
~L ∧ ~B , (3)

à omparer ave l'équation

d~v

dt
=

e

m
~v ∧ ~B , (4)

dans le as d'une partiule hargée soumise uniquement à l'ation d'un hamp mag-

nétique onstant. Ii, la partiule est a priori soumise à l'interation életrostatique

du noyau, qui lui onfère don un moment orbital, responsable d'un moment magné-

tique sur lequel agit le hamp magnétique. On onstate, en omparant les équations

(3) et (4) que la vitesse d'une partiule soumise à l'ation d'un hamp magnétique

préesse autour du hamp à la pulsation e/m, alors que dans le as présent, la

préession de

~L se fait à la pulsation e/(2m), appelée pulsation de Larmor.

Dans le as quantique, en se plaçant par exemple en représentation d'Heisenberg,

on a l'équation d'évolution

~̇L =
1

ih̄
[~L,H ] (5)

qui donne don, ave H = −~µ · ~B,

L̇k = − e

ih̄2m
[Lk, Lj Bj ] =

e

2m
ǫijkLiBj (6)

soit enore

~̇L =
e

2m
(~L ∧ ~B) (7)

qui est l'analogue quantique de l'équation (3). L'équation d'évolution pour les valeurs

moyennes de

~L sera don donnée par la même équation que dans le as lassique.
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2 Résonane magnétique életronique et nuléaire

1) Rappel (voir ours) :

Il existe un homomorphisme (ou morphisme) du groupe SU(2) sur le groupe des

rotations SO(3) dé�ni par

±U → R(U) tel que

∀~x ∈ RI 3, ~x 7→ ~x ′ = R(U) ~x

ave ~x ′ · ~σ = U ~x · ~σ U−1

(8)

On en déduit la propriété importante :

∀ V ∈ SU(2), les lasses d'éléments onjugués s'érivent

V U(θ, ~n)V −1 = U(θ, ~n′)

où ~n′
se déduit de ~n par la rotation R(V ) : ~n′ = R(V )~n .

(9)

Preuve :

V U(θ, ~n)V −1 = V

(

cos
θ

2
− i~σ · ~n sin

θ

2

)

V −1

= cos
θ

2
− i sin

θ

2
~σ · ~n′

où ~σ · ~n′ = V ~σ · ~n V −1 .
Les lasses d'éléments onjugués sont don aratérisées par le même angle.

Il su�t ii d'érire que U = exp(−iθ~n · ~σ
2

) ave θ = −ωt et ~n = ~k , e qui donne

U(R) =
(

eiω t

2 0
0 e−iω t

2

)

.

2) |χ >= U(t) |ψ > .

ih̄
d

dt
|χ >= ih̄

d

dt
(U(t) |ψ >) = ih̄ U̇(t)U−1(t)|χ > +U(t)

(

−γh̄
2

)

~σ · ~B U−1(t)|χ >

= ih̄ U̇(t)U−1(t)|χ > −γh̄
2
~σ · ~B′|χ > . (10)
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Or

U̇(t) = i
ω

2

(

eiω t

2 0
0 −e−iω t

2

)

don

U̇(t)U−1(t) = i
ω

2
σ3

et

i
d

dt
|χ >=

(

−ω
2
σ3 −

γ

2
~σ · ~B′

)

|χ > .

3) Par intégration immédiate on obtient

|χ(t) >= exp
[(

i
ω

2
σ3 + i

γ

2
~σ · ~B′

)

t
]

|χ(0) > ,

soit enore

|ψ(t) >= U−1(t) exp

(

−i~σ · ~n
2

t

)

|ψ(0) > ,

où

~n =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−γB1

0
−γB0 − ω

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ω1

0
ω0 − ω

.

4) On part de l'état ψ(0) = |1
2

1

2
> . La probabilité de non renversement est don

donnée par

p(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

<
1

2

1

2
|U−1(t) exp

(

−i~σ · ~n
2

t

)

1

2

1

2
>

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

Or

U−1(t) =
(

e−iω t

2 0
0 eiω t

2

)

don

<
1

2

1

2
|U−1(t) = (1 0)

(

e−iω t

2 0
0 eiω t

2

)

= (e−iω t

2 0) = e−iω t

2 <
1

2

1

2
| .

Ainsi

p(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

<
1

2

1

2
| exp

(

−i~σ · ~n
2

t

)

|1
2

1

2
>

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

D
1

2

1

2

1

2

(V )

∣

∣

∣

∣

2

ave V = exp
(

−i~σ·~n
2
t
)

.

5) La probablilité de renversement s'obtient par la relation q(t) = 1 − p(t) . Or

exp

(

−i~σ · ~n
2

t

)

= exp

(

−i~σ · ~n
2|~n| |~n| t

)

= cos
|~n|t
2

− i
~σ · ~n
|~n| sin

|~n|t
2
.

On doit évaluer le oe�ient

(1 0)
(

a b
c d

)(

1
0

)

= a .
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Ii,

a = cos
|~n|t
2

− i
nz

|~n| sin
|~n|t
2

d'où

p(t) = |a|2 = cos2
|~n|t
2

+
n2

z

|~n|2 sin2
|~n|t
2
.

Comme nz = −ω − γ B0 = ω0 − ω , |~n| =
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1 . Ainsi

p(t) = cos2
t
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1

2
+

(ω0 − ω)2

(ω0 − ω)2 + ω2
1

sin2
t
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1

2
, (11)

d'où

q(t) = 1 − p(t) =
ω2

1

(ω0 − ω)2 + ω2
1

sin2
t
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1

2
.

6) Lorsque ω = ω0 , le maximum de q(t) est 1. Ainsi un faible hamp tournant

peut faire basuler le spin. Il su�t d'ajuster la fréquene de rotation du hamp à la

fréquene ylotron du hamp

~B0 .

7) a) H = −γh̄ ~J · ~B .

b) D(U) ~J · ~B(t)D−1(U) = ~J · ~B′ .

) |ψ(t) >= D−1(U) exp(−it ~J · ~n)|ψ(0) > .

d) p(t) =
∣

∣

∣< j m|D−1(U) exp(−it ~J · ~n)|j m >
∣

∣

∣

2

.

Or D(U) est diagonale ave des valeurs propres de module 1 : ei se véri�e sur la

forme expliite de D(U) en utilisant le fait que U est elle-même diagonale (voir le

TD sur la onstrution de Weyl des représentations irrédutibles de SU(2)). Plus
simplement, ela s'établit en utilisant le fait que U et D(U) s'obtiennent par ex-

ponentiation de matries diagonales réelles (respetivement proportionnelles à σ3 et

J3).

On en déduit don

p(t) =
∣

∣

∣< j m| exp(−it ~J · ~n)|j m >
∣

∣

∣

2

=
∣

∣

∣Dj
mm(V )

∣

∣

∣

2

ave

V = exp

(

−i~σ · ~n
2

t

)

=
(

α β
γ δ

)

.

Pour un spin j omplètement polarisé suivant z, la probabilité de non renversement

est don donnée par

p(t) =
∣

∣

∣Dj
jj(V )

∣

∣

∣

2

,
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ave

Dj
m′m(V ) =

∑

p+ q = j −m′

0 ≤ p ≤ j +m
0 ≤ q ≤ j −m

√

(j +m′)! (j −m′)! (j +m)! (j −m)!

× αj+m−pγpβj−m−qδq

(j +m− p)!p!(j −m− q)!q!
.

Dans le as d'un spin omplètement polarisé suivant z, la probabilité de non

renversement p(t) = |Dj
jj(V )|2 orrespond dans la somme préédente à p + q = 0 ,

soit p = q = 0 . Il reste don uniquement un terme, égal à

Dj
jj(V ) =

√

(2j)!(2j)!

(2j)!
α2j = α2j .

On en déduit que p(t) = |α|4j , ave α = cos |~n|t
2

− inz

|~n|
sin |~n|t

2
. Ainsi

p(t) =



cos2
t
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1

2
+

(ω0 − ω)2

(ω0 − ω)2 + ω2
1

sin2
t
√

(ω0 − ω)2 + ω2
1

2





2j

. (12)

On obtient en partiulier le résultat (11) dans le as d'un spin

1

2
.

3 Préession de Thomas

1) Il su�t d'érire les formules de hangement de référentiel pour les hamps

~E et

~B,

e qui donne pour le hamp magnétique, à l'ordre 1 (on suppose ii que les vitesses

sont faibles devant elle de la lumière)

~B′ = ~B − ~v

c2
∧ ~E , (13)

e qui prouve le résultat annoné. L'énergie d'interation orrespondante est alors

U ′ = −~µ ·
(

~B − ~v

c2
∧ ~E

)

(14)

puisque son gradient angulaire est égal au ouple ~µ ∧ ~B′.

2) Le résultat est immédiat en utilisant le ouplage (14) et en réorganisant le produit

mixte qui apparaît.

3) En appliquant la relation rappelée dans l'énoné au spin ~s, on obtient pour l'équa-

tion du mouvement satisfaite par ~s, dans le référentiel non tournant dans lequel

l'életron est au repos, un terme supplémentaire −~s ∧ ~ω qui orrespond don à un
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terme d'interation en ~s · ~ω.

4) Il su�t d'érire que x′ = Λboost(~β) x et x′′ = Λboost(~β + δ~β) x pour obtenir immé-

diatement le résultat demandé, en utilisant Λ−1

boost(
~β) = Λboost(−~β).

5) Deux possibilités : alul pédestre ou alul ompat !

Calul pédestre :

Rappel : générateurs du groupe de Lorentz

• Les générateurs des rotations sont de la forme

J i =
(

0
J i

3×3

)

où les matries 3 × 3 J i
3×3 sont les générateurs des rotations à 3 dimensions, qui

s'érivent (J i
3×3)kj = iǫijk . On a J+ = J. Expliitement,

J1

3×3 = i





 −1
1





 J2

3×3 = i







−1

1





 J3

3×3 = i







−1
1





 . (15)

• Les générateurs des boosts sont de la forme (en ne représentant que les éléments

non nuls)

K1 = −i











0 1
1











K2 = −i











0 0 1
0
1











K3 = −i











0 0 0 1
0
0
1











(16)

On a K+ 6= K.
Une rotation ative d'angle θ et d'axe ~n s'érit

R = e−iθ~n· ~J ,

et l'on montre, en alulant expliitement le développement en série à l'aide de la

dé�nition des générateurs, que

e−iθ~n· ~J~x = ~x′ = (~x− ~n · ~x) cos θ + ~n ∧ ~x sin θ + ~n (~n · ~x) (17)

Un boost atif de rapidité φ et d'axe ~n s'érit

Λ = eiφ~n· ~K ,

e qui onduit à











x′0 = x0chφ+ (~n · ~x) shφ

~x′ = ~x− ~n (~n · ~x) + (x0shφ+ (~n · ~x) chφ)~n
(18)
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En utilisant les notations usuelles

{

γ = chφ
γβ = shφ

(19)

et en posant

~v

c
= β ~n = ~β =







β1

β2

β3





 ,

on peut érire (18) sous la forme

Λboost actif (β~n) =

























γ γβ1 γβ2 γβ3

γβ1 1 + γ−1

β2 β
2
1

γ−1

β2 β1β2
γ−1

β2 β1β3

γβ2
γ−1

β2 β1β2 1 + γ−1

β2 β
2
2

γ−1

β2 β2β3

γβ3
γ−1

β2 β1β3
γ−1

β2 β2β3 1 + γ−1

β2 β
2
3

























Revenons au problème de la préession de Thomas qui nous préoupe. On peut

supposer, sans perte de généralité, que β est suivant l'axe x et que δβ est dans

le plan x, y . Les boosts envisagés dans la question 4) sont passifs. On a don, en

utilisant les notations de ette question 4), ave β = β1,

Λboost(−~β) = Λboost actif (β, 0, 0) =































γ γβ 0 0

γβ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1































et

Λboost(~β + δ~β) = Λboost actif (−β1 − δβ1,−δβ2, 0)

=

























γ′ −γ′(β1 + δβ1) −γ′δβ2 0

−γ′(β1 + δβ1) 1 + γ′−1

β′2 (β1 + δβ1)
2 γ′−1

β′2 (β1 + δβ1)δβ2 0

−γ′δβ2
γ′−1

β′2 (β1 + δβ1)δβ2 1 + γ′−1

β′2 δβ
2
2 0

0 0 0 1

























ave β ′2 = (β1 + δβ1)
2 + δβ2

2 ∼ β2
1 + 2β1δβ1 et γ′ = 1/

√
1 − β ′2 ∼ γ + γ3βδβ1 . Cei
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donne au premier ordre en δβ

Λboost actif (−β1 − δβ1,−δβ2, 0) =

























γ + γ3βδβ1 −γβ − γ3δβ1 −γδβ2 0

−γβ − γ3δβ1 γ + γ3βδβ1
γ−1

β
δβ2 0

−γδβ2
γ−1

β
δβ2 1 0

0 0 0 1

























.

On obtient don �nalement

ΛT = Λboost(~β + δ~β) Λboost(−~β) =

























1 −γ2δβ1 −γδβ2 0

−γ2δβ1 1 γ−1

β
δβ2 0

−γδβ2 −γ−1

β
δβ2 1 0

0 0 0 1

























.

Ce résultat peut don s'érire sous la forme (on utilise des notations passives en

aord ave l'énoné)

ΛT = (1 + i∆~Ω · ~J )(1 − i∆~β · ~K) (20)

ave

∆~β = γ2 δ~β‖ + γδ~β⊥ (21)

et

∆~Ω =

(

γ2

γ + 1

)

~β ∧ δ~β , (22)

puisque (γ−1)/β = γ2/(γ+1) . Dans le membre de droite de (20), le premier fateur

orrespond à une rotation passive de vitesse ∆~Ω et le seond à un boost passif de

vitesse ∆~β.

6) D'après les questions préédentes (en expliitant le aratère atif/passif des trans-

formations), on a

x′′′ = Rpassive(−∆~Ω) Λboost passif(~β + δ~β) x . (23)

Le passage du repère K ′′, référentiel du laboratoire de l'életron (mais pas d'inertie)

à l'instant t + δt au référentiel K ′′′, qui est le référentiel sans rotation, et don

d'inertie, à l'instant t+ δt, se fait par la relation

x′′′ = R(−∆~Ω) x′′ (24)

La vitesse de rotation de Thomas est don simplement ~ωT = ~ωK ′′′/K ′′ = −∆~Ω/δt,
i.e

~ωT =
γ2

γ + 1

~a ∧ ~v
c2

. (25)
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Rappelons que x′′ = Rpassive(ωK ′′/K ′′′) x′′′ = Ractive(−ωK ′′/K ′′′) x′′′ ou enore que

x′′′ = Rpassive(ωK ′′′/K ′′) x′′ = Ractive(−ωK ′′′/K ′′) x′′ .

7) En utilisant l'expression de ~a en fontion de

~E (et don de dV/dr)

~a ≃ e ~E

m
= − 1

m

~r

r

dV

dr

et en l'injetant dans l'expression de ~ωT obtenue à la question préédente, on en

déduit l'expression

~ωT = − 1

2m2c2
~r ∧ ~v
r

dV

dr
= − 1

2m2c2
~L

1

r

dV

dr

dans la limite où γ → 1.
Dans le référentiel d'inertie K ′′′, le taux de variation de ~s est donné par U ′, et

en utilisant la relation de la question 3), on en déduit le résultat demandé pour U ,
puisque

(

d~s

dt

)

K ′′

=

(

d~s

dt

)

K ′′′

+ ~ωK ′′′/K ′′ ∧ ~s . (26)

8) Dans le as de la physique nuéaire, on peut négliger les e�ets du potentiel

oulombien. On a alors

UN ≃ ~s · ~ωT (27)

et don

UN = − 1

2M2c2
~s · ~L1

r

dVN

dr
. (28)

En physique nuléaire omme en physique atomique, les potentiels moyens V et VN

sont attratifs. La di�érene provient du signe des préfateurs respetifs g − 1 et

de −1, qui sont opposés, et vont don donner lieu à une inversion des levées de

dégénéresene des niveaux.
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