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Chapitre 1Petit mémentoDans l'ensemble de 
e 
ours, nous utiliserons les 
onventions de Peskin-S
hroeder1. Lesrègles de Feynman énon
ées 
i-dessous permettent d'évaluer iM, où M est l'amplitude dedi�usion d'un pro
essus donné. Par dé�nition, 
'est un élément de matri
e de2 S − 1 = i Ti.e.
(2π)4δ4(Pf − Pi)Mif = 〈f |T |i〉 . (1.1)1.1 Règles de Feynman pour QED et QCD en jauge 
o-varianteNous noterons dans toute la suite par e la 
harge de l'éle
tron (i.e. l'éle
tron est de 
harge

e = −|e| dans 
e système de notations)3.1.1.1 QEDNous é
rivons la dérivée 
ovariante sous la forme
Dµ = ∂µ + ieAµ (1.2)Le lagrangien de Yang-Mills abélien s'é
rit alors, en jauge 
ovariante,

LQED = Lγ + Lfixation de jauge + LDirac

= −1
4
(Fµν)

2 − 1
2 ξ

(∂µAµ)2 + ψ̄(i /D −m)ψ
(1.3)soit en
ore

LQED = −1

4
(Fµν)

2 − 1

2ξ
(∂µAµ)2

︸ ︷︷ ︸
+ ψ̄(i /∂ −m)ψ︸ ︷︷ ︸ + (−) e ψ̄γµψAµ︸ ︷︷ ︸

⇒ prop. du photon ⇒ prop. de l'éle
tron terme d'intera
tion (1.4)1Elles sont identiques à 
elles utilisées dans Itzykson-Zuber pour QED ; pour QCD, elles di�èrent unique-ment par le 
hangement de signe pour gS2Cette dé�nition est à peu près universelle. Cependant, on pourra ren
ontrer dans la littérature la dé�nition
S = 1 + T (A. H. Mueller, par exemple dans son modèle des dip�les en physique à petits xBj), ou en
ore
S = 1− i T (PDG).3Les notations peuvent parfois préter à 
onfusion. Ainsi Peskin, S
hroeder et Itzykson, Zuber notent
e = −|e| la 
harge de l'éle
tron, tandis que Muta note e = |e| l'unité de 
harge positive !1



2 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTOLes règles de l'intégration gaussienne (à la fois sur les 
hamps bosoniques A et sur les 
hampsfermioniques ψ̄ et ψ) permettent d'évaluer perturbativement les fon
tions de 
orrélationsformées à partir de
ei

R

d4xLQED = ei
R

d4xL0

[
1− ie

∫
d4x ψ̄γµψAµ + · · ·

]
.On en déduit le vertexPSfrag repla
ements µ

− ieγµ . (1.5)Le lagrangien 
i-dessus 
orrespond au 
as de l'éle
tron, de 
harge e = −|e|. Dans le 
as d'uneparti
ule de 
harge Q|e| (Q = −1 pour l'éle
tron), en partant de la dérivée 
ovariante
Dµ = ∂µ + i Q |e|Aµ , (1.6)on en déduit que le vertex d'intera
tion s'é
ritPSfrag repla
ements µ

− i Q |e|γµ . (1.7)Les propagateurs de l'éle
tron et du photon s'é
rivent respe
tivement :
p

PSfrag repla
ements
i

/p−m (1.8)PSfrag repla
ements
µ ν

p

−i
p2 + iε

[
gµν − (1− ξ)pµpν

p2

] (1.9)Il est d'usage d'appeler jauge de Landau le 
as ξ = 0 et jauge de Feynman le 
as ξ = 1.1.1.2 QCDRésumons en quelques lignes la stru
ture du lagrangien de QCD. On introduit les géné-rateurs hermitiens ta de la représentation fondamentale de SU(Nc) (Nc = 3), qui sont aunombre de N2
c − 1 = 8 (étiquetés par a). Ce sont des matri
es Nc × Nc, hermitiennes et detra
e nulle. Les quarks se transforment sous l'a
tion des générateurs ta et les antiquarks4sous l'a
tion des générateurs (ta)∗. Ce
i signi�e que les quarks et les antiquarks sont du pointde vue de la 
ouleur des ve
teurs à Nc 
omposantes (notées 
onventionnellement Ψi et Ψ̄i(i = 1 · · ·Nc). Par dé�nition, 
es matri
es véri�ent la relation

[ta, tb] = i fabc tc (1.10)où les 
onstantes de stru
ture fabc sont 
omplétement antisymétriques5.4Pour Nc ≥ 3 les représentations engendrées par ta et (ta)∗ ne sont pas équivalentes : on doit don
distinguer 
ouleur et anti
ouleur.5La 
onnaissan
e d'une réalisation expli
ite de ta et fabc ne joue en pratique au
un r�le.



1.1. RÈGLES DE FEYNMAN POUR QED ET QCD EN JAUGE COVARIANTE 3Le 
hamp gluonique possède N2
c − 1 
ouleurs possibles. Du point de vue de la 
ouleur,
'est don
 un ve
teur à N2

c − 1 
omposantes6. Cha
une de 
es 
omposantes est notée Aa(a = 1 · · ·N2
c − 1). La dynamique du 
hamp de jauge est alors dé�nie à l'aide du tenseur

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + g fabcA

b
µA

c
ν . (1.11)Le 
ouplage au 
hamp de matière est dé�ni à l'aide de la dérivée 
ovariante

Dµ = ∂µ − igT aAa
µ . (1.12)Pour quanti�er la théorie, il est né
essaire de �xer la jauge. En jauge 
ovariante, 
e
i imposed'introduire des fant�mes de Faddeev-Popov (notés c), qui se transforment du point de vuede la 
ouleur 
omme les gluons. Ces 
hamps violent le théorème spin-statistique (
e sont desfermions qui se 
omportent 
omme des s
alaires sous le groupe de Lorentz). Ils ne peuventapparaître 
omme 
hamps externes, mais seulement dans des bou
les fermées à l'intérieurdes diagrammes de Feynman7.Le lagrangien 
omplet de Yang-Mills s'é
rit alors

L = −1

4
F a

µνF
aµν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ + c̄� c+ g∂µc̄bfbcaA

a
µccLes règles de Feynman s'en déduisent aisément. Elle s'é
rivent :

PSfrag repla
ements
i j

p

i

/p−mδij

PSfrag repla
ements
a b

p
−i

p2 + iε

[
gµν − (1− ξ)pµpν

p2

]
δab

PSfrag repla
ements
a b

p −iδab

p2 + iε

PSfrag repla
ements
i j

a, µ

igγµtaij

PSfrag repla
ements
a, ν1

b, ν2 c, ν3

k1

k2 k3

gfabc [gν1ν2(k1 − k2)
ν3 + δν2ν3(k2 − k3)

ν1 + δν1ν3(k3 − k1)
ν2]6On dit qu'il se transforme suivant la représentation adjointe.7Physiquement (argument dû à Feynman), un gluon physique, de masse nulle, possède deux polarisations,
omme le photon. Lorsqu'il apparaît dans une 
ontribution virtuelle (bou
le), il possède 4 polarisationspossibles. L'unitarité impose que les deux polarisations non physique disparaissent, 
e qui est exa
tement ler�le du fant�me et l'anti-fant�me. Voir par exemple Cheng-Li p.268.



4 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTOPSfrag repla
ements
a, ν1

b, ν2

c, ν3

d, ν4

−ig2
[
fabef cde (gν1ν3gν2ν4 − gν1ν4gν2ν3)

+facef bde (gν1ν2gν3ν4 − gν1ν4gν2ν3)
+fadef bce (gν1ν2gν3ν4 − gν1ν3gν2ν4)

]

PSfrag repla
ements
b c

a, µ

p −gfabcpµ

(1.13)
1.1.3 Lignes externesfermion entrant

PSfrag repla
ements
p

u(p)

fermion sortant
PSfrag repla
ements

p
ū(p)

antifermion entrant
PSfrag repla
ements

p

v̄(p)

antifermion sortant
PSfrag repla
ements

p

v(p)

photon entrant
PSfrag repla
ements

p

µ
ǫµ(p)

photon sortant
PSfrag repla
ements

p

µ
ǫ∗µ(p)

(1.14)

1.2 Des amplitudes aux se
tions e�
a
esConsidérons un pro
essus
(p1 J1) + (p2, J1)→ (k1 j1) + · · · (kn jn) , (1.15)



1.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 5où p1 et p2 sont les impulsions des parti
ules initiales, de spins respe
tifs J1 et J2, et
k1, k2 · · · kn sont les impulsions des n parti
ules �nales, de spins respe
tifs j1 · · · jn.La se
tion e�
a
e du pro
essus s'é
rit alors, en notant λ1 et λ2 les héli
ités des parti
ulesin
identes, et µ1, µ2 · · ·µn les héli
ités des parti
ules sortantes,

σ =
1

2K(s)

∫
dΠn |M(p1 λ1, p2 λ2 → k1 µ1, · · · , kn µn)|2 . (1.16)

2K(s) est le fa
teur de �ux, dé�ni 
omme le produit de la densité de parti
ules de la 
ibleet du �ux de parti
ules in
identes, et dΠn est l'espa
e des phases. Nous allons détailler 
esdeux quantités 
i-après.Dans le 
as où l'on ne mesure pas la polarisation des états �nals, la se
tion e�
a
es'obtient en sommant sur toutes 
es polarisations. Si en outre les états initiaux ne sont paspolarisés, on doit moyenner la se
tion e�
a
e sur 
es polarisations. La se
tion e�
a
e dupro
essus s'é
rit alors
σnon pol. =

1

2K(s)

1

(2J1 + 1)(2J2 + 1)

∑

λ1λ2, µ1...µn

∫
dΠn |M(p1 λ1, p2 λ2 → k1 µ1, · · · , kn µn)|2 .(1.17)1.2.1 Fa
teur de �uxOn montre8 que

K(s) =
√
λ(s, m2

1, m
2
2) =

√
4[(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2] . (1.18)Cette dernière relation est valable pour un pro
essus faisant intervenir un état virtuel devirtualité arbitraire. Les �masses� 
arrées m2

1 et m2
2 sont alors rempla
ées par les virtualités
orrespondantes. En parti
ulier elles peuvent être négative, 
omme dans le 
as de la di�usion

γ∗P ave
 un photon virtuel de genre espa
e.Nous é
rivons K(s) 
omme fon
tion de la variable de Mandelstam s = (p1 +p2)
2 , puisque

p1 · p2 = (s −m2
1 −m2

2)/2. Dans le 
as habituel où les masses m1 et m2 sont positives, onpeut en
ore é
rire
λ(s, m2

1, m
2
2) = 4[(p1 · p2)

2 −m2
1 m

2
2] = [2(p1 · p2)− 2m1m2][2(p1 · p2) + 2m1m2]

= [s−m2
1 −m2

2 − 2m1m2][s−m2
1 −m2

2 + 2m1m2] (1.19)soit9
λ(s, m2

1, m
2
2) = [s− (m1 +m2)

2][s− (m1 −m2)
2] . (1.20)Deux 
as parti
uliers sont utiles :

λ(s, 0, M) = (s−M2)2 : une des masses est nulle
λ(s, 0, 0) = s2 : les deux masses sont nulles. (1.21)8La notation λ est standard dans la littérature.9La fon
tion λ(s, m2

1, m2
2) ne dépend que de s et du 
arré des masses, fait qui est 
a
hé dans l'é
rituredu membre de droite de (1.19). On notera que la fon
tion λ(s, m2

1, m2
2) est bien symétrique en m2

1 ↔ m2
2 ,
omme attendu.



6 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTODans le référentiel du 
entre de masse, le fa
teur de �ux possède une expression parti
ulière-ment simple10, très utile en pratique11 :
2K = 4 p∗i W

∗ . (1.22)où W ∗ = E∗
1 + E∗

2 est l'énergie totale dans le 
entre de masse.Preuve:Partant de {
E∗2

1 − p∗2i = m2
1

E∗2
2 − p∗2i = m2

2ave
 p∗i ≡ p∗1 = p∗2 , on tire
2K = 4

[
(E∗

1 E
∗
2 + p∗2i )2 − (E∗2

1 − p∗2i )(E∗2
2 − p∗2i )

]1/2
= 4

[
(E∗

1 + E∗
2)

2p∗2i )
]1/2

= 4 (E∗
1+E

∗
2)pi .1.2.2 Espa
e des phases

dΠn est l'espa
e des phases, dont la forme invariante relativiste est donnée par
dΠn =

n∏

j=1

d3kj

(2π)32 k0
j

(2π)4 δ4

(
n∑

j=1

kj − p1 − p2

)

. (1.23)Considérons à présent la réa
tion 2 
orps → 2 
orps
(p1 J1) + (p2 J2)→ (p3 J3) + (p4 J4) , (1.24)pour laquelle

dΠ2 =
d3p3

(2π)32 p0
3

d3p4

(2π)32 p0
4

(2π)4 δ4 (p3 + p4 − p1 − p2) . (1.25)L'espa
e des phases, qui fait intervenir 6 variables, se réduit à une intégration sur 2 variablesindépendantes à 
ause de la 
onservation globale d'énergie-impulsion. En intégrant sur p4 , ilse déduit don
 à12
∫
d3p4

dΠ2

d3p4
=

p2
3 dp3 d

2Ω

(2π)3 2E3 2E4
(2π) δ(W − E3(~p3)− E4(~p3)) , (1.26)ave
13

E3(~p3) = p0
3 =

√
~p 2

3 +m2
3 et E4(~p3) = p0

4 =
√
~p 2

4 (~p3) +m2
4 , où ~p4(~p3) = ~p1 + ~p2 − ~p3 .(1.27)10Elle reste valable y 
ompris dans le 
as où les états initiaux sont virtuels, en parti
ulier de virtualiténégative.11Nous adoptons la notation suivant laquelle une quantité surmontée de * est mesurée dans le référentieldu 
entre de masse.12On note p3 = |~p3|, que l'on ne 
onfondra pas dans 
e 
ontexte ave
 le quadrive
teur p3.13Les paramètres 
inématiques externes �xant 
omplètement l'impulsion totale ~p1+~p2 et l'énergie totale W(qui dépendent du référentiel), on a bien un espa
e des phases qui ne dépend que de 2 variables indépendantes.



1.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 7
d2Π2 peut don
 s'é
rire en fon
tion de d2Ω uniquement.Dans le référentiel du 
entre de masse, 
et espa
e des phases possède une expressionparti
ulièrement simple : ∫

dp ∗
3 d

3p4
dΠ2

d3p4 dp
∗
3

=
p∗3

16π2W ∗
. (1.28)Preuve:Partant de ∫

d3p4
dΠ2

d3p4

= d2Ω∗ p∗23 dp∗3
16π2E∗

3 E
∗
4

δ (W ∗ − E∗
3(~p

∗
3 )− E∗

4(~p
∗
3 )) , (1.29)nous pouvons é
rire,14 en utilisant (1.27) dans le 
as où ~p ∗

1 + ~p ∗
2 = 0 et en posant

p ∗
3 (E∗

3) =
√
E∗ 2

3 −m2
3 , (1.30)

∫
d3p4

dΠ2

d3p4
= d2Ω∗ p∗23 dp∗3

16π2E∗
3 E

∗
4

∣∣∣∣
d [E∗

3(~p
∗
3 ) + E∗

4(~p
∗
3 )]

dp ∗
3

∣∣∣∣
−1

δ (p ∗
3 − p ∗

3 (E∗
3))

= d2Ω∗ p∗23 dp∗3
16π2E∗

3 E
∗
4

1
p∗
3

E∗

3

+
p∗
3

E∗

4

δ (p ∗
3 − p ∗

3 (E∗
3))

= d2Ω∗ p∗3 dp
∗
3

16π2W ∗
δ (p ∗

3 − p ∗
3 (E∗

3)) . (1.31)La se
tion e�
a
e di�érentielle s'é
rit don

d2σ

d2Ω∗
=

1

2K(s)

p∗3
16π2W ∗

|M(p1, p2 → p3, p4)|2 , (1.32)soit en
ore, d'après (1.22), et en notant p∗f = p∗3 et p∗i = p∗1 ,

dσ

d2Ω∗
=
p∗f
p∗i

1

64 π2s
|M(p1, p2 → p3, p4)|2 , (1.33)puisque s = W ∗2 . Notons que p∗i et p∗f s'expriment sous forme invariante relativiste de façontrès simple : en e�et, d'après (1.22), pour toute réa
tion 2 
orps → n 
orps

p∗i =

√
λ(s, m2

1, m
2
2)

2
√
s

, (1.34)et dans le 
as de la réa
tion 2 
orps → 2 
orps, nous avons en outre
p∗f =

√
λ(s, m2

3, m
2
4)

2
√
s

. (1.35)On peut noter qu'un 
ho
 élastique, 
orrespondant par dé�nition à m1 = m3 et m2 = m4 (ou
m1 = m4 et m2 = m3) donne bien p∗i = p∗f , 
omme en mé
anique 
lassique.14Rappelons que δ(f(x)) =

∑
i

1
|f ′(xi)|

δ(x− xi) où xi sont les ra
ines de f(x) = 0 .



8 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTO1.2.3 Variables de MandelstamLa réa
tion à 2 
orps → 2 
orps
(p1 J1) + (p2 J2)→ (p3 J3) + (p4 J4) (1.36)est 
omplètement 
ara
térisée15 par les variables de Mandelstam dé�nies par
s ≡ (p1 + p2)

2 = (p3 + p4)
2

t ≡ (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2

u ≡ (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2 ,

(1.37)les expressions équivalentes dé
oulant de la 
onservation de l'énergie-impulsion. Ces variablessont illustrées sur la �gure 1.1. Cha
une des variables peut être 
onsidérée 
omme une variable

PSfrag repla
ements

1

2

3

4

s

t

uFig. 1.1 � Variables de Mandelstam pour un pro
essus 2 
orps → 2 
orps.
“s′′ pour un pro
essus 
roisé : variable � s � variable � t � variable � u �voie s : 1 + 2→ 3 + 4 s t uvoie t : 1 + 3̄→ 2̄ + 4 t s uvoie u : 1 + 4̄→ 3 + 2̄ u t s

(1.38)
En e�et, une parti
ule i d'impulsion pi ave
 p0 > 0 doit être 
onsidérée 
omme son antipar-ti
ule ī, d'impulsion −pi lorsque p0 < 0. La même amplitude M(s, t, u) dé
rit don
 
es 3réa
tions, ainsi que toutes les réa
tions de désintégration 1 
orps → 3 
orps (par exemple
1→ 2̄ + 3+4) et toutes les réa
tions inverses (par exemple 3+4→ 1+2), par prolongementanalytique sur les variables s, t, u.On tire immédiatement de la 
onservation de l'énergie impulsion la relation

s+ t+ u =
∑
i

m2
i . (1.39)Preuve:15Si l'on ne prend pas en 
ompte des e�ets de spin.



1.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 9Il su�t de 
al
uler 2(s + t + u) en sommant les 6 termes de (1.37) et d'utiliser ensuite la
onservation de l'énergie impulsion :
2 (s+ t+ u) = 3

∑

i

m2
i + 2 p1 · p2 + 2 p3 · p4 − 2 p1 · p3 − 2 p2 · p4 − 2 p1 · p4 − 2 p2 · p3

= 3
∑

i

m2
i + 2 p1 · p2 + 2 p3 · p4 − 2 (p1 + p2) · (p3 + p4)

= 3
∑

i

m2
i + (s−m2

1 −m2
2) + (s−m2

3 −m2
4)− 2s = 2

∑

i

m2
i .En 
onséquen
e, l'amplitude di�usion ne dépend que de deux variables indépendantes. On
hoisit 
onventionnellement d'é
rire

M =M(s, t) .Dans le référentiel du 
entre de masse, un 
al
ul élémentaire16 montre que
E∗

1 =
s+m2

1 −m2
2

2
√
s

, E∗
3 =

s+m2
3 −m2

4

2
√
s

,

E∗
2 =

s+m2
2 −m2

1

2
√
s

, E∗
4 =

s+m2
4 −m2

3

2
√
s

.

(1.40)En utilisant les relations (1.34) et (1.35) (ainsi que les expressions analogues pour les voies
roisées : pour la voie t on 
onsidère λ(t,m2
1, m

2
3) et λ(t,m2

2, m
2
4) et pour la voie u on 
onsidère

λ(u,m2
1, m

2
4) et λ(u,m2

2, m
2
3)) et les expressions pré
édentes des énergies dans le 
entre demasse (et les expressions 
orrespondantes pour les réa
tions 
roisées), on déduit les 
onditionsde seuils suivantes17 :voie s : 1 + 2→ 3 + 4 : s ≥ (m1 +m2)

2 et (m3 +m4)
2voie t : 1 + 3̄→ 2̄ + 4 : t ≥ (m1 +m3)

2 et (m2 +m4)
2voie u : 1 + 4̄→ 3 + 2̄ : u ≥ (m1 +m4)

2 et (m2 +m3)
2

(1.41)Il est souvent utile d'exprimer la se
tion e�
a
e di�érentielle (1.33) en terme des invariantsrelativistes. Pour 
ela, exprimons l'angle de di�usion18 θ de la réa
tion en voie s :
t = (p1 − p3)

2 = m2
1 +m2

3 − 2 p1 · p3 = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 + 2 |~p1||~p3| cos θ . (1.42)soit
cos θ =

t−m2
1 −m2

3 + 2E1E3

2 |~p1||~p3|
. (1.43)16Par exemple pour exprimer E∗

1 , il su�t de 
ombiner (1.34) et E∗2
1 = ~p ∗2

1 + m2
1.17La 
ondition à é
rire est que p∗1 et p∗3 doivent être positives, et que les énergies E∗

i doivent être toutespositives.18Noté θ13 ou θs dans la litérature : 
'est l'angle de di�usion entre les parti
ules 1 et 3, 
'est-à-dire l'anglede la di�usion en voie s.



10 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTOEn terme de la variable u, l'angle di�usion s'é
rit
cos θ =

m2
2 −m2

4 − s− u+ 2E1E3

2 |~p1||~p3|
. (1.44)Dans un référentiel arbitraire, pour s et E1 �xés, E3 et |~p3| ,dépendent de cos θ, 
e qui rendla dis
ussion déli
ate. Dans le référentiel du 
entre de masse, nous pouvons é
rire

cos θ∗ =
t−m2

1 −m2
3 + 2E∗

1E
∗
3

2 p∗1 p
∗
3

(1.45)
cos θ∗ =

m2
2 +m2

4 − s− u+ 2E∗
1E

∗
3

2 p∗1 p
∗
3

, (1.46)expressions dans lesquelles E∗
1 , E

∗
3 , p

∗
1 et p∗3 sont �xées pour s donné par (1.40) et (1.34, 1.35).On 
onstate alors sur les expressions (1.45) et (1.46) queréa
tion vers l'avant (θ∗ = 0) ⇐⇒ valeur maximale19 (en valeur algébrique) de tréa
tion vers l'arrière (θ∗ = π) ⇐⇒ valeur maximale (en valeur algébrique) de u(1.47)Dans 
e référentiel du 
entre de masse, on déduit don
 de (1.45, 1.46) et de (1.34, 1.35,1.40) que l'angle θ∗ peut être exprimé dans 
es variables invariantes :

cos θ∗=
t−m2

1 −m2
3 + 2E∗

1E
∗
3

2 p∗1 p
∗
2

=
s2 + s(2t−m2

1 −m2
2 −m2

3 −m2
4) + (m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4)√
λ(s,m2

1, m
2
2)λ(s,m2

3, m
2
4)

=
s(t− u) + (m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4)√
λ(s,m2

1, m
2
2)λ(s,m2

3, m
2
4)

. (1.48)Remarque:On 
onstate sur 
ette relation que dans la limite de haute énergie où s ≫ −t, m2
i , appeléelimite de Regge, θ∗ → 0 puisque λ(s,m2

i ) ∼ s2 : dans 
ette limite, la di�usion vers l'avantrégit le 
omportement de l'amplitude.Pour un s donné, la 
ontrainte −1 ≤ cos θ ≤ 1 détermine la région physique en t :

t− ≤ t ≤ t+ ave
 (1.49)
t± = m2

1 +m2
3 −

1

2s
{(s+m2

1 −m2
2)(s+m2

3 −m2
4)∓

√
λ(s,m2

1, m
2
2)λ(s,m2

3, m
2
4)} . (1.50)La dis
ussion est plus é
lairante dans le 
as où toutes les masses sont égales (m2

i = m2). Ona alors λ(s, m2, m2) = s(s− 4m2) et
cos θ∗ = 1 +

2t

s− 4m2
. (1.51)19Notée en général |t|min dans la littérature, 
ar elle est en général pro
he de 0, don
 t est pratiquementquasiment toujours négatif, et |t| est alors en général supérieur à 
ette valeur |t|min. On a |t|min = |t+| , ave


t+ dé�ni par (1.50).



1.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 11Le domaine physique de la réa
tion est alors donné par les 
onditions
s ≥ 4m2 et t− = 4m2 − s ≤ t ≤ t+ = 0 . (1.52)On véri�e alors que

u = −s− 4m2

2
(1 + cos θ)

t = −s− 4m2

2
(1− cos θ) ,et on retrouve le fait que

• t négatif, petit en valeur absolue, 
orrespond à θ∗ petit (avant),
• u négatif, petit en valeur absolue, 
orrespond à π − θ∗ petit (arrière).Revenons maintenant à notre problème 
onsistant à exprimer la se
tion e�
a
e di�éren-tielle (1.33) en terme des invariants relativistes. De (1.45) on tire

d cos θ∗ =
dt

2 p∗1 p
∗
3

. (1.53)et don
, puisque d2Ω∗ = dφ∗ d cos θ∗, et en utilisant (1.33),
dσ

dt dφ∗
=

dσ

2p∗1 p
∗
3 d

2Ω∗
=

1

128π2 s p∗ 2
1

|M(s, t, φ)|2 . (1.54)Dans le 
as où la réa
tion étudiée est symétrique par rapport à l'axe de 
ollision, on peutintégrer sur φ∗ et don

dσ

dt
=

1

64π s p∗ 2
1

|M(s, t)|2 . (1.55)Il est souvent utile en pratique d'exprimer la se
tion e�
a
e dans le référentiel du laboratoire,dans lequel la 
ible est au repos. Plut�t que d'expli
iter le boost permettant de relier unréférentiel à l'autre, il est plus simple de passer par l'invariant relativiste t. Posons
q = p1 − p3 = p4 − p2 . (1.56)Alors

t = q2 = (p1 − p3)
2 = m2

1 +m2
3 − 2E1E3 + 2 |~p1||~p3| cos θ . (1.57)La relation p4 = p2 + q permet d'é
rire

m2
4 = m2

2 + 2 q · p2 + q2et don

t = q2 = −2q · p2 +m2

4 −m2
2 = −2m2(E1 − E3) +m2

4 −m2
2 (1.58)dans le référentiel du laboratoire où la parti
ule 2 est au repos. On tire don
 de (1.57) et(1.58), puisque |~p3| =

√
E2

3 −m2
3 ,

dt = −2E1 dE3 + 2 |~p1|
E3 dE3

|~p3|
cos θ + 2 |~p1||~p3|d cos θ = 2m2 dE3 , (1.59)



12 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTOd'où �nalement, après élimination de dE3,

dt =
2m2 |~p1| |~p3|2

(m2 + E1)|~p3| − E3 |~p1| cos θ
d cos θ . (1.60)Dans la limite où m1 et m3 sont négligeable devant E1 et E3 , 
ette expression se simpli�e en

dt =
2m2E1E3

m2 + E1(1− cos θ)
d cos θ .En utilisant (1.57) et (1.58), on obtient

2E1E3(1− cos θ) = 2m2(E1 − E3) +m2
2 −m2

4d'où �nalement
dt =

2E2
3

1 +
m2

2
−m2

4

m2 E1

d cos θ . (1.61)Dans la limite où l'énergie E1 est grande devant m2
2, m

2
4 , on é
rira

dt = 2E2
3 d cos θ . (1.62)De l'identité

d2Ω

d2Ω∗
=

d cos θ

d cos θ∗
(1.63)et en égalant les deux expressions (1.53) et (1.60) obtenues pour dt, on déduit dans la limiteoù m1 = m3 = 0 et m2 = m4 , que

d2Ω

d2Ω∗
=
p∗ 2

1

E2
3

. (1.64)Il nous reste à évaluer p∗1, qui vaut, d'après (1.34) et en utilisant (1.21),
p∗1 =

s−m2
2

2
√
s

=
m2 E1√

spuisque s = (p1 + p2)
2 = m2 + 2m2E1 . et l'on obtient �nalement

d2Ω

d2Ω∗
=
m2

2

s

E2
1

E2
3

. (1.65)En 
ombinant 
e résultat ave
 l'expression (1.33), nous obtenons don
 �nalement la relation
dσ

d2Ω
=

E2
3

m2
2E

2
1

1

64 π2
|M(s, t)|2 (réf. du lab.). (1.66)



1.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 131.2.4 Somme sur les spinsRappelons tout d'abord que les bispineurs us(p) et vs(p) sont solution de l'équation deDira
, et que les bispineurs sont solutions de l'équation 
onjuguée, i.e.
(/p−m) us(p) = ūs(p) (/p−m) = 0

(/p+m) vs(p) = v̄s(p) (/p+m) = 0 . (1.67)Les bispineurs sont normalisés suivant20
ūs(p) us′(p) = 2mδs s′ , v̄s(p) vs′(p) = −2mδs s′ , (1.68)et sont orthogonaux entre eux :̄

us(p) vs′(p) = v̄s(p) us′(p) = 0 . (1.69)Dans de nombreuses situations, il est utile de pouvoir sommer sur les polarisations des fer-mions. Dans 
e 
as, les relations suivantes sont parti
ulièrement utiles :
∑

s

us(p) ūs(p) = /p+m, (1.70)et ∑

s

vs(p) v̄s(p) = /p−m. (1.71)1.2.5 Cal
ul des tra
es : un peu de γ-gymnastiqueLe 
al
ul des se
tions e�
a
es, une fois les di�érentes topologies de diagrammes énuméréeset traduites algébriquement, se ramène, lorsque des 
ontributions fermioniques entrent dans
es diagrammes, à un 
al
ul de tra
e21 de produit de matri
es de Dira
. Cette partie du 
al
ulest rapidement très pénible, dès que les diagrammes se 
ompliquent.Nous donnons i
i quelques identités utiles22. Rappelons tout d'abord que la matri
e γ5 ,qui permet de dé�nir l'héli
ité d'un fermion, s'é
rit
γ5 = γ5 = i γ0γ1γ2γ3 . (1.72)C'est don
 le produit d'un nombre pair de matri
es γ. La matri
e σµν est dé�nie23 par
σµν =

i

2
[γµ, γν ] . (1.73)L'ensemble des 16 matri
es I, γµ, σµν , γ5 σµν , γ5 forme une base des matri
es de Dira
. Ellesvéri�ent les propriétés suivantes :

{γµ, γν} = 2 gµν (1.74)
γ2

5 = I (1.75)
{γ5, γµ} = 0 (1.76)
[γ5, σµν ] = 0 . (1.77)20Normalisation de Peskin-S
hroeder. Dans Itzykson-Zuber, la normalisation est 
hoisie sans fa
teur 2m .21Dans la littérature russe, on utilise fréquemment la notation Sp pour la tra
e, abréviation de l'allemand�Spur�. Les matri
es du type /p sont quant à elles en général notées p̂.22Démontrées et dis
utées en détail dans Peskin-S
hroeder ou Itzykson-Zuber par exemple.23Cette notation est standard. Ex
eption notable : dans Théorie Quantique Relativiste de Lif
hitz et Pi-tayevski (série des Landau), on pose σµν = 1
2 [γµ, γν ] .



14 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTONous donnons i
i les prin
ipales formules permettant de mener à bien les 
al
uls de tra
es :
Tr I = 4 (1.78)

Tr γµ = 0 (1.79)
Tr σµν = 0 (1.80)

Tr (nombre impair de matri
esγ) = 0 (1.81)
Tr γµγν = 4 gµν (1.82)

Tr γµγνγργσ = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (1.83)
Tr γ5 = 0 (1.84)

Tr γµγνγ5 = 0 (1.85)
Tr γµγνγργσγ5 = −4 i ǫµνρσ (1.86)où ǫµνρσ est le tenseur 
omplètement anti-symétrique de Levi-Civita, ave
24 ǫ0123 = +1 et

ǫµνρσ = −ǫµνρσ .Le 
al
ul des tra
es se fait en pratique, dès que les diagrammes se 
ompliquent, à l'aidede 
al
ulateurs algébriques25.1.3 Théorème optiqueToute théorie quantique dé�nie de façon 
ohérente doit être unitaire. Ce
i signi�e quepartant d'une situation physique donnée (par exemple un état 
onstitué de deux hadrons),la somme sur toutes les probabilités d'obtenir tous les états physiques �nal doit être égale à1. Ce
i s'é
rit
S · S† = S† · S = 1 . (1.87)Réé
rivons 
ette dernière identité à l'aide de la matri
e de di�usion T : de S = 1+ i T on tire

(1− i T †)(1 + i T ) = 1soit
T † T = −i(T − T †)soit en
ore matri
iellement

(T †)fn Tni = −i(T − T †)fi . (1.88)Ce
i s'é
rit26 ∑

n

M∗
nfMni (2π)4δ4(Pn − Pi) = −i(Mfi −M∗

if) . (1.89)Dans le 
as parti
ulier où i = f (état initial et état �nal identiques), 
ette identité se réduità
(T †)in Tni = −i(T − T †)ii ,24Cette 
onvention dépend des auteurs. La 
onvention 
hoisie i
i est 
elle de Peskin-S
hroeder et Itzykson-Zuber.25On peut 
iter par exemple FeynCal
 sous Mathemati
a.26De façon équivalente, partant de S ·S† = 1, on obtient∑

n

MfnM∗
in (2π)4δ4(Pn−Pi) = −i(Mfi−M∗

if ) .



1.4. DÉCOMPOSITION DE FIERZ 15soit en
ore
T ∗

ni Tni = −i (T − T ∗)ii = 2 ImTii , (1.90)et don
 ∑

n

|Mni|2 (2π)4δ4(Pn − Pi) = 2 ImMii . (1.91)La se
tion e�
a
e totale d'un pro
essus i→ X s'é
rit
σtot =

1

2
√
λ(s, m1, m2)

∑

n

(2π)4δ4(Pn − Pi) |Mni|2 , (1.92)soit en
ore, 
ompte tenu de (1.91),
σtot =

1√
λ(s, m1, m2)

ImMii(s, t = 0) . (1.93)C'est le théorème optique, qui relie la se
tion e�
a
e totale du pro
essus à la partie imaginairede l'amplitude élastique vers l'avant. Dans le 
as où les masses sont nulles ou négligeables,
e théorème se déduit à
σtot =

1

s
ImMii(s, t = 0) . (1.94)1.4 Dé
omposition de FierzEn dimension 4, les matri
es de Dira
 sont au nombre de 16 :

ΓS Γµ
V Γµν

T Γµ
A ΓP

I γµ σµν = i
2
[γµ, γν ] γ5γµ i γ5

(1.95)On pose27
Γα ≡ (Γα)−1 . (1.96)On peut alors véri�er que

(γµ)−1 = γµ ≡ ΓV µ , (σµν)−1 = σµν ≡ ΓTµν ,

(γ5γµ)−1 = γµγ
5 ≡ ΓAµ , (iγ5)−1 = −iγ5 ≡ Γ−1

P .
(1.97)On sait que le 
onjugué hermitique des matri
es Γα s'obtient par entrela
ement ave
 lamatri
e γ0 :

γ0(Γα)†γ0 = Γαd'où l'on déduit que toutes les quantités du type Ψ̄ΓαΨ sont hermitiennes.Preuve:27Pour les matri
es γµ , 
e
i est 
ompatible ave
 le fait que (γµ)−1 = γµ (au sens du 
al
ul 
ovariant ave
le tenseur métrique gµν).



16 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTO
[Ψ̄ΓαΨ]† = Ψ†Γα†(Ψ†Γ0)† = Ψ†γ0γ0Γα†γ0Ψ = Ψ†γ0ΓαΨ = Ψ̄ΓαΨ .Partant de (1.97), on en déduit immédiatement que

TrΓαΓβ = 4δα
β . (1.98)Toute matri
e 4×4 peut se dé
omposer dans la base des matri
es Γα , et l'identité pré
édentepermet d'exprimer fa
ilement les 
oe�
ients de 
ette dé
omposition :

X = xα Γα =
1

4
Γα Tr (XΓα) =

1

4
Γα Tr (XΓα) . (1.99)L'élément de matri
e Xb̄ā véri�e don


Xb̄ā = δbb̄ δaāXba =
1

4
Γα b̄āXba Γα

ab (1.100)et don
, après identi�
ation du 
oe�
ient de Xba ,

δbb̄ δaā = 1
4
Γα b̄ā Γα

ab , (1.101)qui est la dé
omposition de Fierz de l'identité pour les bispineurs. Cette identité est illustréedans la Fig.1.4.

PSfrag repla
ements

aā

bb̄

=
1

4

PSfrag repla
ements

aā

bb̄

Γα Γα

1.5 Kaléidos
ope : un peu de 
ouleurDans 
ette partie, nous allons développer un langage graphique très pratique pour 
al
ulerles fa
teurs de 
ouleur.Une représentation graphique des générateurs de l'algèbre de Lie dans la représentationfondamentale taij est donnée par

PSfrag repla
ements

a

i j ≡ taij . (1.102)Les lignes fondamentales portent une �è
he pour distinguer les représentations N et N̄ quine sont pas équivalentes pour N ≥ 3.La représentation graphique du générateur (ta)∗ij est donnée par

PSfrag repla
ements

a

i j ≡ (ta)∗ij . (1.103)



1.5. KALÉIDOSCOPE : UN PEU DE COULEUR 17Comme ta est hermitienne,
(ta)†ij =

PSfrag repla
ements

a

j i
= taij =

PSfrag repla
ements

a

i j (1.104)On peut bien sûr, en tournant le dessin de π, é
rire

PSfrag repla
ements

a

j i
=

PSfrag repla
ements

a

i j (1.105)don
 l'hermiti
ité (1.104) a pour 
onséquen
e que

PSfrag repla
ements

a

i j =

PSfrag repla
ements

a

i j (1.106)Ces règles étant établies, un produit su

essif de générateurs s'é
rit en remontant les �è
hes,
omme pour les matri
es γ de Dira
.Les générateurs sont normalisés de façon 
onventionnelle par la relation28
Tr (ta tb) = 1

2
δab . (1.107)Cette relation, similaire à (1.98), permet de démontrer l'identité de Fierz

taij t
a
kℓ =

1

2

(
δiℓ δjk −

1

N
δij δkℓ

)
. (1.108)Preuve:L'idée de la preuve est identique à 
elle utilisée pour le 
as des spineurs :

I et ta (a = 1, · · · , N2 − 1) forment une base des matri
es hermitiennes N × N. Pour unematri
e hermitienne A arbitraire, on peut don
 é
rire
A = c0 I + ca ta . (1.109)En utilisant (1.107), on en déduit l'expression des 
oe�
ients de la dé
omposition (1.109),sous la forme

c0 =
TrA

N
et ca = 2 Tr[ta A] . (1.110)On peut don
 é
rire (1.109) sous la forme, en 
onsidérant le 
oe�
ient ij ,

TrA

N
δij + 2 takℓAℓk t

a
ij = Aij28Ce 
hoix est bien sûr 
ompatible ave
 la relation (1.10).



18 CHAPITRE 1. PETIT MÉMENTOsoit en
ore, pour tout Akℓ ,

Akℓ

[
1

N
δkℓ δij + 2 taij t

a
kℓ − δiℓ δjk

]
= 0
e qui a
hève la preuve par identi�
ation du 
oe�
ient de Akℓ .Cette identité de Fierz peut se visualiser graphiquement :

PSfrag repla
ements

i

j k

ℓ

=
1

2





PSfrag repla
ements

i

j k

ℓ

− 1

N

PSfrag repla
ements

i

j k

ℓ


 (1.111)Cal
ulons à présent quelques fa
teurs de 
ouleur typiques, que nous ren
ontrerons fré-quemment.De (1.108) on tire fa
ilement29
(ta ta)ij = taik t

a
kℓ =

∑

k

1

2

(
δijδkk −

1

N
δik δkj

)
=

1

2

(
N − 1

N

)
δij =

N2 − 1

2N
δij ,dont on peut donner une preuve graphique :
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2

[
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− 1

N

PSfrag repla
ements

]
=

1

2

[
N
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− 1

N
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]
=
N2 − 1

2N
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Ainsi
(ta ta)ij =

N2 − 1

2N
δij ≡ CF δij i.e.
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a a
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= CF

PSfrag repla
ements

j i
(1.112)Montrons à présent que

(
ta tb ta

)
ij

= − 1

2N
tbij i.e.
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b

aaj i
= − 1

2N
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j i

b (1.113)
Preuve:En utilisant l'identité de Fierz on obtient

(
ta tb ta

)
ij

= taij′ t
b
j′k′ tak′j =

1

2

(
δij δj′k′ − 1

N
δij′ δk′j

)
tbj′k′ = − 1

2N
tbij29Ce résultat est mathématiquement prévisible : tata est un Casimir de SU(N) , don
 d'après le lemme deS
hur 
'est un multiple de l'identité. Pour trouver 
e fa
teur multipli
atif CF , il su�t de 
al
uler la tra
ede tata , qui vaut CF N (Tr I = N). Or Tr(tata) = 1

2δaa = N2−1
2 (nombre de générateurs= N2 − 1), d'où

CF = N2−1
2 .



1.5. KALÉIDOSCOPE : UN PEU DE COULEUR 19puisque tbj′j′ = 0 (les générateurs sont de tra
e nulle).Graphiquement :
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où l'on a utilisé le fait que
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= Tr tb = 0 .Des règles graphiques peuvent également être établie a�n de 
al
uler les fa
teurs de 
ouleurdes diagrammes non abéliens. Nous nous 
ontenterons de montrer algébriquement l'identitésuivante :
facd f bcd = N δab ≡ CA δ

ab i.e.

PSfrag repla
ements

a b

c

d

= −CA
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ba
(1.114)

Preuve:
Tr
(
[ta , tc] [tb , tc]

)
= Tr

(
i facd td i f bce te

)

= −facd f bce Tr(td te) = −1

2
facd f bcd , (1.115)don


facd f bcd = −2 Tr
(
[ta , tc] [tb , tc]

)

= −2 Tr
(
ta tc tb tc + tc ta tc tb − tc ta tb tc − ta tc tc tb

)

= −2 Tr
(
2 ta tc tb tc − (ta tb + tb ta) tc tc

) (1.116)où l'on a utilisé l'invarian
e de la tra
e par permutation 
y
lique, 
e qui �nalement donne,en utilisant les relations (1.112) et (1.113), ainsi que la normalisation (1.107),
facd f bcd = −2 Tr

(
− 1

N
ta tb − N2 − 1

2N
2 ta tb

)
= 2N Tr (ta tb) = N δab . (1.117)
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Chapitre 2Quelques pro
essus typiques en QED
2.1 Introdu
tionLe nu
léon est un état lié (de quarks), soumis à l'intera
tion forte. Cette état est trèsfortement lié. Considérons en e�et le rapport des énergies de liaison/énergie (ou masse) des
onstituants typiques de la physique mi
ros
opique :Atome : qq eV

0.5 MeV
∼ 10−5 (dans le 
as d'un éle
tron lié au noyau)Noyau : 8 MeV

940 MeV
∼ 10−2Nu
léon : 1 GeV

<∼ 1 GeV
≥ 1Bien entendu, plus 
e rapport est élevé, plus l'énergie potentielle des 
onstituants l'est.Conséquen
es :� il semble peu raisonnable de 
onsidérer que 
es 
onstituants sont quasi-libres.� on ne peut 
onsidérer le système 
omme étant 
onstitué d'un nombre �xe de 
onsti-tuants : 
réation de paires → théorie des 
hamps quantiques relativiste né
essaireCependant il se trouve que 
ette 
on
lusion n'est pas aussi dé�nitive qu'il n'y paraît. Ainsila se
tion e�
a
e totale e+e− → hadron peut se prédire ave
 une pré
ision ex
ellente en
onsidérant le pro
essus e+e− → qq, 
e qui revient en pratique à négliger l'intera
tion forteresponsable de l'hadronisation !Partant en e�et de la se
tion e�
a
e totale e+e− → µ+µ− dans la limite ultrarelativiste,
al
ulée à l'ordre des arbres en QED

σe+e−→µ+µ−

totale =
4πα2

3E2
c.m

, (2.1)qui vaut
σe+e−→µ+µ−

totale =
86, 8 nbarn

(Ec.m. en GeV)2on déduit aisément la se
tion e�
a
e totale σe+e−→qq
totale :

σe+e−→qq
totale = Nc (

∑

i

Q2
i ) σ

e+e−→µ+µ−

totale (2.2)21
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Fig. 2.1 � Se
tion e�
a
e totale e+e− → hadron et rapport R. En vert pointillé la prédi
tiondu modèle de partons. En rouge la prédi
tion basée sur QCD à 3 bou
les, a

ompagnée d'uneparamétrisation à la Breit-Wigner des états liés J/Ψ, Ψ(2S), Υ(nS) (n = 1, 2, 3, 4).soit en
ore
R ≡ σe+e−→qq

totale

σe+e−→µ+µ−

totale

(2.3)qui est égal à
R(0) = 3

∑

i

Q2
i (2.4)en tenant 
ompte du fait que les quarks possèdent 3 
ouleurs pour le groupe de jauge SU(Nc =

3). Notons que 
e rapport R est dé�ni par rapport à la se
tion e�
a
e du pro
essus e+e− →
µ+µ− et non e+e− → e+e− , 
e
i a�n d'éviter le pro
essus 
roisé ave
 é
hange d'un photondans la voie t, qui n'aurait pas d'équivalent dans le pro
essus e+e− → hadron. En dehors desseuils, 
ette prédi
tion est ex
ellente, 
omme on peut le 
onstater sur la �gure 2.1.



2.2. ANNIHILATION E−E+ → µ−µ+ 23� Au dessous du seuil de produ
tion du quark c :
Ru,d,s = 3

[(
2

3

)2

+

(−1

3

)2

+

(−1

3

)2
]

= 2 .� Entre le seuil de produ
tion du quark c et le seuil de produ
tion du quark b :
Ru,d,s,c = 3

[(
2

3

)2

+

(−1

3

)2

+

(−1

3

)2

+

(
2

3

)2
]

=
10

3
.� Au dessus du seuil de produ
tion du quark b :

Ru,d,s,c,b = 3

[(
2

3

)2

+

(−1

3

)2

+

(−1

3

)2

+

(
2

3

)2

+

(−1

3

)2
]

=
11

3
.Les 
orre
tions dues à QCD sont 
onnues à 3 bou
les et donnent

R = R(0)

[
1 +

αs

π
+ C2

(αs

π

)2

+ C3

(αs

π

)3

+ · · ·
] où C2 = 1.411 et C3 = −12.8 . (2.5)2.2 Annihilation e−e+ → µ−µ+
: l'ar
hétype des réa
tionsdans les 
ollisionneurs e+e−Considérons, à l'ordre des arbres en QED, le pro
essus d'annihilation e−e+ → µ−µ+ ,illustré dans la �gure 2.2.
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e−

e+

µ−

µ+

p

p′

k

k′

qFig. 2.2 � Annihilation e−e+ → µ−µ+ .L'amplitude de 
e pro
essus s'é
rit, dans la jauge de Feynman,
iM = v̄s′(p′)(−ieγµ) us(p)

(−igµν

q2

)
ūσ(k) (−ie γν)vσ′

(k′)

=
ie2

q2
(v̄(p′)γµu(p)) (ū(k)γµv(k

′)) , (2.6)où s, s′ (σ, σ′) sont les spins de l'éle
tron et du positron (resp. µ− et µ+).Pour évaluer la se
tion e�
a
e du pro
essus, il nous faut évaluer |M|2. Une identitéparti
ulièrement utile permet de simpli�er 
e 
al
ul. Considérons en e�et le nombre 
omplexe1
v̄γµu :

(v̄γµu)∗ = (v̄γµu)† = u†(γµ)†(γ0)†v = u†(γµ)†γ0 v = u†γ0 γµ v = ū γµ v (2.7)1Il est don
 invariant par transposition.



24 CHAPITRE 2. QUELQUES PROCESSUS TYPIQUES EN QED(rappelons que Ψ̄ = Ψ†γ0). Ainsi
|M|2 =

e4

q4
(v̄(p′)γµu(p) ū(p)γνv(p′)) (ū(k)γµv(k

′) v̄(k′)γνu(k)) . (2.8)Supposons maintenant que nous nous intéressions à la se
tion e�
a
e non polarisée. Nousdevons don
 moyenner sur les spins de l'éle
tron et du positron in
idents et sommer sur lesspins du muon et de l'antimuon émis, i.e. 
al
uler
1

2

∑

s

1

2

∑

s′

∑

σ

∑

σ′

|M(s, s′ → σ, σ′)|2 .Examinons le premier fa
teur de (2.8) (qui 
on
erne don
 la partie �éle
tron� de l'amplitude),et é
rivons expli
itement les indi
es spinoriels (nous abandonnerons 
ette é
riture dans lasuite). En utilisant le fait que les 
oe�
ients des quadri-spineurs sont des nombres, nouspouvons librement les dépla
er dans la relation algébrique, 
e qui permet d'é
rire
∑

s, s′

v̄s′

a (p′)γµ
abu

s
b(p)ū

s
c(p)γ

ν
cdv

s′

d (p′) =
∑

s′

vs′

d (p′)v̄s′

a (p′)γµ
ab

∑

s

us
b(p)ū

s
c(p)γ

ν
cd

= (/p′ −m)daγ
µ
ab(/p+m)bcγ

ν
cd = Tr[(/p′ −m)γµ(/p+m)γν ] .d'après les identités (1.70, 1.71). On a don
 �nalement

1

4

∑

s, s′, σ, σ′

|M(s, s′ → σ, σ′)|2 =
e4

4 q4
Tr[(/p′−me)γ

µ(/p+me)γ
ν ] Tr[(/k+mµ)γµ(/k′−mµ)γν ] . (2.9)Le 
al
ul se ramène don
 à 
elui de tra
es de produit de matri
es de Dira
. En appliquantles relations (1.81), (1.82) et (1.83), on en déduit immédiatement

ℓµν
(e) ≡

1

2
Tr[(/p′ −me)γ

µ(/p+me)γ
ν = 2 [p

′µpν + p
′νpµ − gµν(p · p′ +m2

e)] (2.10)et
ℓ(µ) µν ≡

1

2
Tr[(/k +mµ)γµ(/k′ −mµ)γν ] = 2 [kµk

′
ν + kνk

′
µ − gµν(k · k′ +m2

µ)] . (2.11)Nous utiliserons régulièrement les tenseurs 
i-dessus, appelés tenseurs leptoniques.Le 
arré de l'amplitude moyenné (2.9) se déduit immédiatement de (2.10) et (2.11), après
ontra
tion sur les indi
es µ, ν. On obtient �nalement
1

4

∑

spins

|M|2 = ℓµν
(e)ℓ(µ) µν

=
8 e4

q4

[
(p · k)(p′ · k′) + (p · k′)(p′ · k) +m2

µ(p · p′) +m2
e(k · k′) + 2m2

e m
2
µ

]
. (2.12)Pour aller plus loin, il nous faut 
hoisir un système de référen
e. Plaçons nous dans le réfé-rentiel du 
entre de masse, et négligeons à partir de maintenant la masse de l'éle
tron devanttoutes les autres quantités en jeu. Notant E l'énergie de 
haque parti
ule, et θ l'angle de dif-fusion (angle entre l'impulsion de e− et l'impulsion de µ− (voir la �gure 2.3)), nous pouvons
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e− e+

µ−

µ+

p = (E, 0, 0, E) p′ = (E, 0, 0,−E)

k = (E,~k)

k′ = (E,−~k)

θ

Fig. 2.3 � Annihilation e−e+ → µ−µ+ dans le système du 
entre de masse.é
rire
q2 = 4E2 (= s = W ∗ 2) , p · p′ = 2E2 , (2.13)

p · k = p′ · k′ = E2 − E|~k| cos θ , p · k′ = p′ · k = E2 + E|~k| cos θ . (2.14)L'expression (2.12) s'é
rit don

1

4

∑

spins

|M|2 =
8 e4

16E4

[
E2(E − |~k| cos θ)2 + E2(E + |~k| cos θ)2 + 2m2

µE
2
]

= e4
[
1 +

m2
µ

E2
+

(
1−

m2
µ

E2

)
cos2 θ

]
, (2.15)puisque |~k|2 = E2 −m2

µ .Nous sommes maintenant en mesure d'é
rire la se
tion e�
a
e du pro
essus : en utilisant(1.66), nous avons don

dσ

d2Ω∗
=
|~k|
E

1

64π2s

1

4
|M|2 =

α2

4s

√
1−

m2
µ

E2

[
1 +

m2
µ

E2
+

(
1−

m2
µ

E2

)
cos2 θ

]
. (2.16)La se
tion e�
a
e totale s'en déduit par intégration sur d2Ω∗ = dφ d cos θ , en utilisant

1∫

−1

(1 + cos2 θ) d cos θ =
8

3
,d'où

σe+e−→µ+µ−

tot =
4πα2

3 s

√
1−

m2
µ

E2

[
1 +

1

2

m2
µ

E2

] (ref. du 
.m.) (2.17)qui se réduit, dans la limite des très grandes énergies (E ≫ mµ), à
σe+e−→µ+µ−

tot ∼ 4πα2

3 s
, (2.18)
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tion e�
a
e (2.2) pour le pro
essus e+e− → q q̄ dis
utée dans l'introdu
tion s'en déduitimmédiatement, en tenant 
ompte du fait que 
haque quark possède Nc = 3 
ouleurs, surlesquelles il faut sommer, et en remplaçant la 
harge −|e| de l'éle
tron par Q |e| (Q = 2/3pour u, c, t et Q = −1/3 pour d, s, b.).Ce
i ne justi�e pas le fait que 
e 
al
ul permette de dé
rire ave
 une bonne pré
ision lase
tion e�
a
e e+e− → hadrons. Cette justi�
ation repose sur la liberté asymptotique, i.e.sur le fait qu'à grand s, les 
orre
tions au pro
essus e+e− → q q̄ , 
orrespondant à la prise en
ompte de la radiation des gluons, des 
orre
tions virtuelles, et
... sont très supprimées, enraison du fait que l'é
helle du 
ouplage fort αS qui intervient typiquement dans l'évaluationde 
es 
orre
tions perturbatives est de l'ordre de s : pour s ≫ ΛQCD, le 
ouplage est petit,et les 
orre
tions sont don
 faibles. Une justi�
ation basée sur la théorie des 
hamps estpossible : elle 
onsiste à montrer que 
e rapport R est dominé par le 
omportement à 
ourtedistan
e d'un 
orrélateur 
ourant-
ourant. On développe ensuite systématiquement 
e produitd'opérateurs sur une base d'opérateurs lo
aux (appro
he due à Wilson). Nous dis
uteronsplus loin 
ette appro
he dans le 
adre de la di�usion profondément inélastique, que nousallons à présent aborder, en 
onsidérant à nouveau un pro
essus éle
tromagnétique typique.2.3 La di�usion e−µ− → e−µ− : le pro
essus de référen
epour le modèle des partonsConsidérons à présent le pro
essus e−µ− → e−µ− , illustré dans la �gure 2.4. L'amplitude
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e−e−

µ− µ−p2 p′2

p1 p′1

q

Fig. 2.4 � Di�usion e−µ− → e−µ− à l'ordre des arbres.de 
e pro
essus s'é
rit
1

4

∑

s, s′, σ, σ′

|M(s, s′ → σ, σ′)|2 =
e4

4 q4
Tr[(/p′1 +me)γ

µ(/p1 +me)γ
ν ] Tr[(/p′2 +mµ)γµ(/p2 +mµ)γν ]

=
e4

q4

1

2
Tr[(−/p′1 −me)γ

µ(/p1 +me)γ
ν ]

1

2
Tr[(/p′2 +mµ)γµ(−/p2 −mµ)γν] . (2.19)On 
onstate sur 
ette relation que l'amplitude peut s'obtenir à partir de l'amplitude (2.9) dupro
essus e−e+ → µ−µ+ par le 
hangement de variables

p→ p1 , p′ → −p′1 , k → p′2 , k′ → −p2 . (2.20)
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rit
1

4

∑

spins

|M|2 =
e4

q4
ℓµν
(e)ℓ(µ) µν (2.21)ave
2

ℓ(e) µν ≡ +
1

2
Tr[(/p′1 +me)γµ(/p1 +me)γν ] = 2 [p1 µ p

′
1 ν + p′1 µ p1 ν + (m2

e − p1 · p′1) gµν ] , (2.22)et
ℓ(µ) µν ≡ +

1

2
Tr[(/p′2 +me)γµ(/p2 +me)γν ] = 2 [p2 µ p

′
2 ν + p′2 µ p2 ν + (m2

µ − p2 · p′2) gµν ] . (2.23)Le 
al
ul de (2.19) s'en déduit immédiatement :
1

4

∑

spins

|M|2 =
8 e4

q4

[
(p1 · p′2)(p′1 · p2) + (p1 · p2)(p

′
1 · p′2)−m2

µ(p1 · p′1)−m2
e(p2 · p′2) + 2m2

e m
2
µ

]
.(2.24)Nous allons 
ette fois, en vue d'une appli
ation qui va suivre dans le 
adre du modèle despartons, évaluer 
ette se
tion e�
a
e dans le référentiel du laboratoire de µ−. Nous posonsdon


p1 = (E, ~p1) , p′1 = (E ′, ~p ′
1) , p2 = (M, 0) . (2.25)L'angle de di�usion est noté θ. A nouveau, nous allons négliger la masse de l'éle
tron, et nouspouvons don
 é
rire que |~p1| = E et |~p ′

1| = E ′ . Le photon é
hangé, de virtualité
q2 = (E − E ′)2 − (~p1 − ~p ′

1)
2 = −2EE ′(1− cos θ) = −4EE ′ sin2 θ

2
, (2.26)est don
 de genre espa
e. On pose 
onventionnellement Q2 = −q2 .Les di�érents produits s
alaires intervenant dans (2.24) s'é
rivent alors

p1 · p2 = p′1 · p′2 = mµ E , p′1 · p2 = p1 · p′2 = mµ E
′ , p1 · p′1 = E E ′(1− cos θ) , (2.27)d'où l'on déduit que

1

4

∑

spins

|M|2 =
8 e4

q4
m2

µ

[
E2 + E ′2 − 2E E ′ sin2 θ

2

]
. (2.28)Cette expression peut se simpli�er en utilisant le fait que le pro
essus est élastique : 
omme

p′2 = p2 + q ,
p′22 = p2

2 + 2 p2 · q + q2
onduit à
Q2 = −q2 = 2 p2 · q = 2 p2 · (p1 − p′1) = 2mµ (E − E ′) . (2.29)On en déduit alors que

1

4

∑

spins

|M|2 =
16 e4

q4
m2

µE E
′

[
(E −E ′)2

2E E ′
+ cos2 θ

2

]
=

16 e4

q4
m2

µE E
′

[
cos2 θ

2
+

Q2

2m2
µ

sin2 θ

2

]
,(2.30)2Ces tenseurs leptoniques s'obtiennent, au signe près, à partir des tenseurs leptonique du pro
essus e−e+ →

µ−µ+ par le 
hangement de variables (2.20).



28 CHAPITRE 2. QUELQUES PROCESSUS TYPIQUES EN QEDd'où �nalement, en utilisant (1.66),
dσ

d2Ω

e−µ−→e−µ−

=
α2

4E2 sin4 θ
2

E ′

E

[
cos2 θ

2
+

Q2

2m2
µ

sin2 θ

2

] (ref. du lab.) . (2.31)2.4 Variables de Mandelstam, 
roisementSi l'on introduit les variables de Mandelstam des deux pro
essus e−e+ → µ−µ+ et e−µ− →
e−µ− que nous venons d'étudier

s = (p+ p′)2 t = (p− k)2 u = (p− k′)2 (2.32)
s̃ = (p1 + p2)

2 t̃ = (p1 − p′1)2 ũ = (p1 − p′2)2 , (2.33)on 
onstate que la transformation (2.20) 
orrespond au 
roisement
(s, t, u)→ (t̃, ũ, s̃) . (2.34)Si l'on adopte dès le départ 
omme notation pour les impulsions

e−(p)µ−(−k′)→ e−(−p′)µ−(k) ,et que nous 
omparons 
e pro
essus au pro
essus e−e+ → µ−µ+ (voir Figure 2.5) 
e 
roi-sement devient expli
ite. Nous allons montrer qu'il 
orrespond au 
roisement (s, t, u) →
(t, u, s). Plus généralement, les trois pro
essus 
orrespondant aux voies s, t et u sont les

PSfrag repla
ements
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e+

µ−

µ+

p

p′

k

k′

q

PSfrag repla
ements

e−e−

µ− µ−−k′ k

p −p′
q

Fig. 2.5 � Di�usions e−e+ → µ−µ+ et e−µ− → e−µ− à l'ordre des arbres, ave
 la même
inématique.suivants :voie s : e−(p) + e+(p′)→ µ−(k) + µ+(k′)
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µ+voie t : e−(p) + µ+(−k)→ e−(−p′) + µ+(k′)
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µ+ µ+voie u : e−(p) + µ−(−k′)→ µ−(k) + e−(−p′)
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e−

µ− e−

µ−
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e− µ−

µ− e−(2.35)
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roisement permettant de passer de e−e+ → µ−µ+ à e−µ− → e−µ− s'e�e
tue 
omme suit :

PSfrag repla
ements

p

e−

e+

µ−

µ+

s↔ t−→

PSfrag repla
ements

e− e−

µ+ µ+

s↔u−→

PSfrag repla
ements

e− e−

µ− µ−

Me−e+→µ−µ+

(s, t, u) Me−e+→µ−µ+

(t, s, u) Me−e+→µ−µ+

(t, u, s)

=Me−µ+→ e−µ+

(s, t, u) =Me−µ−→ e−µ−

(s, t, u)(2.36)ou de façon équivalente
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−

e−

e+

µ−

µ+

s↔u−→
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ements

e− µ−

µ− e−

u↔ t−→

PSfrag repla
ements

e− e−

µ− µ−

Me−e+→µ−µ+

(s, t, u) Me−e+→µ−µ+

(u, t, s) Me−e+→µ−µ+

(t, u, s)

=Me−µ+→ e−µ+

(s, t, u) =Me−µ−→ e−µ−

(s, t, u)(2.37)qui 
orrespond bien à (s, t, u)→ (t, u, s).Ce
i peut bien sûr se véri�er algébriquement sur les amplitudes 
al
ulées pré
édemment.En expli
itant les variables de Mandelstam du pro
essus en voie s
s = (p+ p′)2 = 2m2

e + 2 p · p′ = (k + k′)2 = 2m2
µ + 2 k · k′ ,

t = (p− k)2 = m2
e +m2

µ − 2 p · k = (p′ − k′)2 = m2
e +m2

µ − 2 p′ · k′ ,
u = (p− k′)2 = m2

e +m2
µ − 2 p · k′ = (p′ − k)2 = m2

e +m2
µ − 2 p′ · k ,on déduit don
 que

2 p · p′ = s− 2m2
e , 2 p · k = m2

e +m2
µ − t , 2 p · k′ = m2

e +m2
µ − u

2 k · k′ = s− 2m2
µ , 2 p′ · k′ = m2

e +m2
µ − t , 2 p′ · k = m2

e +m2
µ − u .

(2.38)L'amplitude (2.12) du pro
essus e−(p) e+(p′)→ µ−(k)µ+(k′) peut don
 s'é
rire
1

4

∑

spins

|M|2 =
2 e4

s2

[
(t−m2

e −m2
µ)2 + (u−m2

e −m2
µ)2 + 2m2

µ(s− 2m2
e) + 2m2

e(s− 2m2
µ)

+8m2
e m

2
µ

]soit en
ore, en utilisant s+ t+ u = 2 (m2
e +m2

µ) ,

1

4

∑

spins

|M|2 =
2 e4

s2

[
t2 + u2 + 2 (m2

e +m2
µ)(2 s−m2

e −m2
µ)
]

(e−e+ → µ−µ+) (2.39)Le même jeu pour le pro
essus e−(p)µ−(−k′)→ e−(−p′)µ−(k) 
onduit à
1

4

∑

spins

|M|2 =
2 e4

t2
[
(u−m2

e −m2
µ)2 + (s−m2

e −m2
µ)2 − 2m2

µ(2m
2
e − t)− 2m2

e(2m
2
µ − t)

+8m2
e m

2
µ

]



30 CHAPITRE 2. QUELQUES PROCESSUS TYPIQUES EN QEDsoit
1

4

∑

spins

|M|2 =
2 e4

t2
[
s2 + u2 + 2 (m2

e +m2
µ)(2 t−m2

e −m2
µ)
]

(e−µ− → e−µ−) (2.40)On 
onstate algébriquement sur 
es deux expressions que l'on obtient bien (2.40) à partir de(2.39) en faisant (s, t, u)→ (t, u, s).Pour terminer, donnons l'expression de la se
tion e�
a
e du pro
essus e−µ− → e−µ−exprimée dans les variables de Mandelstam (qui donne dire
tement l'expression de la se
tione�
a
e dans le 
entre de masse grâ
e à la relation (1.53) : dt = 2 p∗i p
∗
f d cos θ∗), expressionqui nous servira de point de départ pour 
onstruire le modèle des partons. D'après (1.55),

dσe−µ−→e−µ−

dt
=

1

64 π s p∗ 2
i

1

4

∑

spins

|M|2 (2.41)et don
, en 
ombinant (2.40) ave
 l'expression (1.34) de p∗i ,
dσe−µ−→e−µ−

dt
=

2π α2

t2 λ(s, m2
e, m

2
µ)

×
{
s2 +

[
s+ t− 2 (m2

e +m2
µ)
]2

+ 2 (m2
e +m2

µ)(2 t−m2
e −m2

µ)
}
.

(2.42)



Chapitre 3Fa
teur de forme du nu
léon : un test dela stru
ture interne des hadrons
3.1 Cinématique de la di�usion lepton-nu
léonConsidérons la di�usion d'un lepton, par exemple un éle
tron, sur un nu
léon. Les va-riables 
inématiques sont �xées suivant les relations suivantes, en a

ord ave
 la �gure 3.1

q = k − k′, ν = p · q/M , W 2 = p2
n = (p+ q)2 . (3.1)

W est don
 l'énergie totale dans le 
entre de masse du système γ∗ (ou Z0)-nu
léon. W véri�el'inégalité
W 2 = q2 + 2M ν +M2 ≥ M2 , (3.2)l'égalité W 2 = M2 
orrespondant à la di�usion élastique.Dans le référentiel du laboratoire, les impulsions du nu
léon 
ible et des leptons entrantet sortant s'é
rivent

pµ = (M, 0, 0, 0) , kµ = (E, ~k) , k′µ = (E ′, ~k′) . (3.3)La quantité ν = E − E ′ mesure don
 la perte d'énergie du lepton, ou en
ore l'énergie dansréférentiel du laboratoire du boson é
hangé. En négligeant la masse du lepton, 
e que nousferons systématiquement, nous avons
q2 = (k − k′)2 ≃ −2 k · k′ = −4E E ′ sin2 θ

2
≤ 0 , (3.4)où θ est l'angle de di�usion du lepton. On véri�e sur 
ette relation que le photon (ou le

Z0) é
hangé est de genre espa
e ou lumière et l'on pose traditionnellement, 
omme pour lepro
essus e−µ− → e−µ− que nous venons d'étudier,
Q2 = −q2 . (3.5)Plusieurs régimes vont nous intéresser.Le premier régime, appelé di�usion de Mott, est le régime où Q2 est quasi nul, et pourlequel l'e�et de re
ul du proton est négligeable, i.e. E ≃ E ′ . Le proton peut alors être
onsidéré 
omme pon
tuel, 
ara
térisé uniquement par sa 
harge.31
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PSfrag repla
ements

e−(k) e−(k′)

q

N(p)

X(pn)Fig. 3.1 � Di�usion éle
tron-nu
léon.Le régime donnant a

ès à des informations globales sur le nu
léon est le régime pourlequel Q2 est petit ou du même ordre que sa masse. Dans 
e 
as, la di�usion sera essentielle-ment élastique, éventuellement quasi-élastique (produ
tion du nu
léon ex
ité). On aura ainsia

ès à la distribution de 
harges et de moment magnétique dans le nu
léon (distributionstypiquement exponentielles en fon
tion de la distan
e au 
entre), et en parti
ulier à son rayon.Dans le régime où Q2 ≫ M2 , dit de di�usion profonde, on sondera au 
ontraire l'intérieurdu nu
léon ave
 une résolution très �ne, typiquement en 1/Q , 
'est-à-dire bien plus faible quele rayon du nu
léon, et l'on aura a

ès à ses 
onstituants, les quarks. La QCD perturbativeest alors su

eptible de fournir des informations sur 
ette se
tion e�
a
e.Pour Q2 grand, la se
tion e�
a
e est expérimentalement dominée par les événementsinélastiques, 
orrespondant à W 2 ≫ M2 . Le nu
léon est en e�et soumis à un 
ho
 trèsviolent et la probabilité pour qu'il se disloque est très grande. On parle alors de di�usionprofondément inélastique.En�n, dans le régime où W 2 ≫ Q2 ≫ M2 , qui 
orrespond à la limite de Regge per-turbative, ou en
ore de petits xBj , le pro
essus est 
omplétement dominé par les émissionsradiatives de quarks de la mer et de gluon.Notons que le régime W 2 ≫ M2 , dit de Regge, n'est su

eptible d'être dé
rit ave
 desméthodes utilisant la QCD perturbative que si Q2 ≫ Λ2
QCD.3.2 Courant hadronique et fa
teurs de forme3.2.1 Paramétrisation du 
ourant éle
tromagnétique d'un hadronétenduSupposons que Q2 est su�samment faible devant MZ0 et développons le lagrangien deQED à l'ordre le plus bas dans l'intera
tion

Lint = (−|e|Ψ̄e γµ Ψe + |e|Jem
µ )Aµ (3.6)où Jem

µ est la partie hadronique du 
ourant éle
tromagnétique. L'amplitude du pro
essuss'é
rit alors1
Mn = e2 u(k′, λ′)γµu(k, λ)

1

q2
〈n|Jem

µ (0)|p, σ〉 (3.7)où λ, λ′, σ désignent respe
tivement les polarisations de l'éle
tron in
ident, sortant, et dunu
léon in
ident.1Le 
ourant est fon
tion de la position x, mais par invarian
e par translation, on peut 
hoisir x = 0 .



3.2. COURANT HADRONIQUE ET FACTEURS DE FORME 33Nous allons tout d'abord examiner le le 
as élastique, qui 
orrespond à la situation où
X(pn) = nu
léon. Nous notons par Q la 
harge éle
trique du nu
léon, en unité de |e|. L'élé-ment de matri
e du 
ourant éle
tromagnétique se dé
ompose alors sous la forme

〈N(p′)|Jem
µ (0)|N(p)〉 = u(p′)

[
γµ F1(q

2) + iσµνqν
κ

2M
F2(q

2)
]
u(p) . (3.8)C'est la façon la plus générale2 de paramétrer une fon
tion de 
orrélation à 3 points eeγqui respe
te la 
onservation du 
ourant éle
tromagnétique et l'invarian
e par parité, 
e quiinterdit la présen
e d'une matri
e γ5. Les 
oe�
ients F1(q

2) et F2(q
2) sont réels dans le 
analde di�usion q2 ≤ 0 qui nous intéresse i
i.3 Cette expression respe
te bien la 
onservation du
ourant. En fait, 
ha
un des deux termes 
orrespond à un 
ourant séparemment 
onservé :le premier terme 
onduit à

qµu(p′)γµu(p) = (p′ − p)µu(p′)γµu(p) = u(p′) (/p′ − /p) u(p) = 0d'après l'équation de Dira
 (les états initial et �nal sont réels et satisfont don
 
ette équation,ave
 une masse identique), et le se
ond est 
onservé par antisymétrie de σµν , qui s'annulleaprès 
ontra
tion ave
 le tenseur symétrique qµν .La 
onservation du 
ourant a pour 
onséquen
e 
elle de la 
harge éle
trique totale. En
onsidérant la di�usion de la parti
ule sur un 
hamp éle
trostatique (pour lequel q0 = 0),variant lentement spatialement, et don
 
on
entré autour de ~q = 0, on normalise 
ette di�u-sion à 
elle sur un potentiel 
oulombien. Cette limite permet de montrer que pour l'éle
tron,
F1(0) = 1 (à tous les ordres en perturbation), qui 
orrespond à la 
onservation de la 
hargeéle
trique (en unité de e = −|e|)4. Dans le 
as de la physique hadronique, en normalisant parrapport à la 
harge |e|, 
ette 
ontrainte se généralise immédiatement à F1(0) = Q où Q estla 
harge éle
trique en unité de |e| .Le premier terme de la dé
omposition (3.8) est appelé 
ourant de Dira
, tandis que lese
ond est le terme de Pauli (appelé aussi terme de 
ourant magnétique anormal, appelationque nous allons justi�er plus loin.Ce premier terme, de type 
ourant u(p′)γµu(p) , dé
rit à la fois une intera
tion éle
triqueet magnétique. En e�et, de l'identité de Gordon5

ū(α)(p′) γµ u(β)(p) =
1

2m
ū(α)(p′)[(p′ + p)µ + iσµν(p′ − p)ν ]u

(β)(p) , (3.9)on peut tirer une réé
riture du 
ourant u(p′)γµu(p) 
omme la somme de deux termes, quisont séparément 
onservés :
ū(p′) γµ F1(q

2) u(β)(p) =
F1(q

2)

2m
ū(p′)(p′ + p)µu(p) + i

F1(q
2)

2m
ū(p′) σµν(p′ − p)νu(p) . (3.10)Le premier est un terme de spin 0, qui est le seul terme possible lorsque l'on 
her
he àparamétrer le fa
teur de forme d'un pion par exemple6.2Un terme en u(p′)(p′µ +pµ)u(p) est aussi a priori possible, puisqu'il satisfait à la 
onservation du 
ourant.Mais il est redondant puisqu'il peut se réé
rire sous la forme (3.8) en utilisant l'identité de Gordon (3.9).3Ce
i peut se justi�er par la 
ontrainte d'unitarité (1.89) qui devient triviale dans le 
anal de di�usion.4Il est traditionnel en QED de travailler en unité de e = −|e|.5On expli
ite momentanément les indi
es de polarisation a�n de faire ressortir la stru
ture bi-spinorielle de
ette équation. Des équations analogues existent entre solutions de l'équation de Dira
 d'énergies négatives,ainsi qu'entre solutions d'énergies positives et négatives.6Ce
i est en a

ord ave
 le terme de vertex ππγ de QED s
alaire, qui a la forme −ie(pµ + p′µ), ave
 pentrant et p′ sortant.



34 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉONLe se
ond terme est un terme de magnétisme. A nouveau, un 
al
ul dans la limite 
lassiqueoù la di�usion s'e�e
tue 
ette fois sur un 
hamp magnétostatique lentement variable permetde montrer que 
e terme est responsable de l'apparition d'un moment magnétique ~µ, que l'oné
rit 
onventionnellement sous la forme
~µ = g

( q

2m

) ~σ
2

(3.11)où ~s = ~σ/2 est le spin de la parti
ule de spin 1/2, et q sa 
harge. g est appelé fa
teur deLandé. Rassemblant les deux 
ontributions provenant de F1(0) et F2(0) , g s'é
rit
g = 2 [F1(0) + κF2(0)] = 2Q+ 2 κ , (3.12)en normalisant arbitrairement F2(0) = 1. Dans le 
adre de la théorie de Dira
 d'une parti
ulepon
tuelle de spin 1/2 , et de 
harge Q, g = 2Q. La déviation par rapport à 
ette valeur estdon
 due à la présen
e éventuelle d'une 
ontribution provenant du se
ond terme de (3.8),d'où le nom de 
ourant magnétique anormal. Fixons les notations. En dé�nissant le magnétonde Bohr et le magnéton nu
léaire par

µB = − |e|~
2me

(3.13)
µN =

|e|~
2mp

, (3.14)on a
µlepton =

glepton

2
µB = µB(1 + κlepton) (3.15)

µBaryon =
gBaryon

2
µN = µN(Q+ κBaryon) . (3.16)3.2.2 Moments magnétiques des leptons et des nu
léonsNous rassemblons 
i-dessous les valeurs expérimentales mesurées pour les moments ma-gnétiques de e−, µ−, p et n.parti
ule µexp. pré
ision κ µponct. µquarks

e 1.0011596... 4. 10−12 .0011596... 1

µ 1.0011659... 6. 10−10 .0011659... 1

p 2.7928473... 10−8 1.7928473... 1 2.82..

n −1.9130427... 2.5 10−7 −1.9130427... 0 −1.88..

(3.17)
En 
e qui 
on
erne les leptons, la 
omparaison ave
 le modèle de Dira
 montre que les mesuressont 
ompatibles ave
 le fait que les leptons sont des parti
ules pon
tuelles. Les 
orre
tionsthéoriques, 
onnues ave
 la même pré
ision que la pré
ision expérimentale, montrent que lesleptons sont pon
tuels, dans l'état a
tuel des 
onnaissan
es. La première 
orre
tion, prove-nant de la 
orre
tion virtuelle QED à une bou
le (diagramme triangle) au vertex eeγ, donne
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κe = α

2π
. Les 
ontributions provenant des intera
tions faibles doivent également être prisesen 
ompte, ainsi, aux ordres suivants, que les 
ontributions hadroniques. Il faut noter que lesmesures de 
es moments magnétiques ave
 une grande pré
ision sont très utiles, 
ar la pré
i-sion a
tuelle des mesures et des 
al
uls pourrait donner a

ès (à 
ondition de bien 
ontr�lerles 
ontributions hadroniques) à des signaux de physique au-delà du modèle standard.Pour les baryons, les résultats expérimentaux montrent 
lairement qu'ils ne peuvent être
onsidérés 
omme étant pon
tuels. Dans la 
olonne de droite, nous donnons les valeurs at-tendues pour les moments magnétiques, en utilisant un modèle de quarks 
onstituants7, pourlequel le moment magnétique total est la somme des moments magnétiques des quarks8 qui
onstituent le baryon9. En tenant 
ompte des fon
tions d'onde du proton et du neutron, onobtient

µp =
1

3
(4µu − µd) , et µn =

1

3
(4µd − µu) (3.18)qui respe
te bien la symétrie d'isospin. Le même modèle s'étend ave
 su

ès aux autresbaryons.3.2.3 Fa
teurs de forme éle
trique et magnétiqueIl est d'usage d'introduire les fa
teurs de forme éle
trique et magnétique de Sa
hs

GE(q2) = F1(q
2) +

κq2

4M2
F2(q

2) (3.19)
GM(q2) = F1(q

2) + κF2(q
2) . (3.20)Pour é
lairer 
ette dé�nition, il est instru
tif de se pla
er dans le référentiel de Breit, référentieldu 
entre de masse du système 
onstitué de la 
ible entrante et sortante, dans lequel ~p+~p ′ = ~0 ,et don
 p0 = p′0 . Dans 
e réferentiel, la 
ible fait mar
he arrière ave
 l'impulsion qu'elle avaitavant l'intera
tion. L'énergie q0 transférée par le photon, ainsi que le transfert d'impulsionsont nuls. Ce référentiel est don
 parti
ulièrement adapté pour donner une image physiquede la di�usion, pour lequel le 
hamp extérieur va se 
omporter 
omme un 
hamp statiqueuniforme. On montre alors que les fa
teurs de formeGE etGM peuvent être interprétés 
ommeles transformées de Fourier des distributions de 
harge éle
trique et de moment magnétiquedu proton10. Bien entendu, 
ette image reste valable dans le référentiel du laboratoire, dans lalimite non relativiste, à 
ondition que l'impulsion transférée soit négligeable devant la massedu nu
léon, i.e. |~q| ≪ mp .La 
ontrainte F1(0) = Q 
onduit alors à

GE(0) = Q et GM(0) =
µ

µN
= Q+ κ . (3.21)7Dans 
e modèle, la masse des quarks 
onstituants u et d est �xée à m = 333MeV.8Pour 
haque quark i, on a don
 µi = Qi

|e|
2mi

ave
 Qi = 2/3 ou −1/3.9On ne s'intéresse pas i
i aux états ex
ités et on néglige don
 les e�ets dûs au moment orbital10On notera que le terme de distribution de 
harge éle
trique GE(Q2) (3.19) reçoit une 
ontribution pro-venant du terme de Pauli, puisque 
e dernier terme possède un 
ouplage non nul à un 
hamp éle
trostatique
Aµ = (φ,~0), sauf pour ~q exa
tement nul.



36 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉON3.2.4 RésuméRassemblons les di�érentes formes équivalentes du 
ourant hadronique (3.8). Pour allégerles expressions, on n'é
rit pas les spineurs11, et l'on pose
〈N(p′)|Jµ

em(0)|N(p)〉 = u(p′) Γµ
em u(p) . (3.22)Les expressions qui suivent se justi�ent en utilisant l'identité de Gordon (3.9). Posant P =

p+ p′ ave

P 2 = 4M2 + 2p · q = 4M2 − q2 , (3.23)on a

Γµ
em = 2M(GE −GM)

P µ

P 2
+GM γµ = −κF2

2M
P µ +GMγ

µ (3.24)
= 2M

(
GE −

q2

4M2
GM

)
P µ

P 2
+ i

GM

2M
σµνqν =

F1

2M
P µ + i

GM

2M
σµνqν (3.25)

= (4M2GE − q2GM)
γµ

P 2
− i2M

P 2
(GE −GM)σµνqν = γµ F1 + iσµνqν

κ

2M
F2 . (3.26)Dans la limite d'une parti
ule pon
tuelle, pour laquelle

F1(q
2) = Q , F2(q

2) = 1 , κ = 0 , et GE(q2) = GM(q2) = Q , (3.27)le 
ourant s'é
rit
Γµ

em = Qγµ =
Q

2M
P µ +

iQ
2M

σµνqν part. de spin 1/2 pon
tuelle . (3.28)Par 
omparaison, le 
ourant d'un méson de spin 0, par exemple un pion, s'é
rit
〈m(p′)|Jµ

em(0)|m(p)〉 = P µ F part. de spin 0 (3.29)où F est une fon
tion s
alaire véri�ant F (0) = Q . Ce 
ourant se réduit à
〈m(p′)|Jµ

em(0)|m(p)〉 = QP µ part. de spin 0 pon
tuelle (3.30)dans le 
as d'une parti
ule pon
tuelle.3.3 Se
tion e�
a
e et tenseur hadronique3.3.1 Des tenseurs hadroniques et leptoniques aux se
tions e�
a
esA�n de préparer l'étude de la di�usion inélastique que nous allons aborder dans le 
hapitre4, donnons dès à présent l'expression de la se
tion e�
a
e di�érentielle non polarisée, pourun état �nal hadronique arbitraire (don
 élastique ou inélastique). Elle s'é
rit, d'après (1.16)et (1.21),
dσn =

1

2M2E

d3k′

(2π)32k′0

n∏

i=1

d3pi

(2π)3 2 pi0

1

4

∑

σλλ′

|Mn|2(2π)4δ4(p+ k − k′ − pn) (3.31)11Les relations é
rites sont don
 équivalentes à 
ondition de 
onsidérer l'élément de matri
e
〈N(p′)|Jem

µ (0)|N(p)〉



3.3. SECTION EFFICACE ET TENSEUR HADRONIQUE 37où nous avons séparé l'espa
e des phases de l'état �nal en le produit de l'espa
e des phasesde l'éle
tron lepton sortant et des hadrons formés, et où pn =
n∑

i=1

pi est l'impulsion totale dusytème hadronique produit. L'amplitudeMn est donnée par (3.7). Nous pouvons don
 é
rire
dσn sous la forme

dσn =
e4

q4

1

2E

d3k′

(2π)32k′0

1

2

∑

λλ′

u(k′, λ′)γµu(k, λ)u(k, λ)γµu(k′, λ′)

× 1

2M

n∏

i=1

d3pi

(2π)3 2 pi0

1

2

∑

σ

〈p, σ|Jem
µ |n〉〈n|Jem

ν |p, σ〉(2π)4δ4(p+ k − k′ − pn) . (3.32)Si l'on intègre sur tous les états hadroniques formés (la se
tion e�
a
e est alors dite in
lusive),nous pouvons é
rire
dσ =

e4

q4

1

2E

d3k′

(2π)32k′0
2πW µνℓµν (3.33)où ℓµν est le tenseur leptonique (2.22)

ℓµν =
1

2
(/k′ γµ /k γν) = 2

(
kµ k

′
ν + k′µ kν +

q2

2
gµν

) (3.34)(puisque q2 = 2m2
e − 2k · k′) et W µν est le tenseur hadronique12

Wµν =
1

4M

∑

σ

∑

n

∫ n∏

i=1

d3pi

(2π)3 2 pi0
〈p, σ|Jem

µ |n〉〈n|Jem
ν |p, σ〉(2π)3δ4(pn − p− q) . (3.35)On a don
, après simpli�
ation,

d2σ

d2Ω dE ′
=
α2

q4

E ′

E
ℓµνW

µν , (3.36)où l'on a utilisé l'é
riture de l'élément d'espa
e des phases de l'éle
tron sortant sous la forme
d3k′

(2π)32k′
=
d2Ω dE ′E ′

16π3
. (3.37)3.3.2 Le 
as parti
ulier de la di�usion élastiqueDans le 
as élastique, la 
inématique est �xée par la mesure de l'énergie E ′ du leptonsortant ou de façon équivalente par la mesure de l'angle de di�usion θ . Ce
i est la 
onséquen
ede la relation d'élasti
ité p′ = p+ q qui 
onduit à

p′2 = M2 = (p+ q)2 = 2p · q + q2 +M2soit
2p · q + q2 = 0 ou en
ore M(E −E ′) = 2E E ′ sin2 θ

2
. (3.38)12On absorbe 
onventionnelement un 
oe�
ient 1/(2M) dans la dé�nition du tenseur hadronique, 
orres-pondant à la densité de la 
ible, et un fa
teur 2π en vue d'un passage à la limite plus naturel au 
as de ladi�usion élastique.



38 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉONOn tire immédiatement de 
ette relation que
E ′ = E

1

1 + 2 E
M

sin2 θ
2

, (3.39)et don
 dans la limite d'une di�usion élastique vers l'avant, le photon é
hangé devient réelet mou (i.e. son énergie et son impulsion tendent vers 0) : on parle de limite eikonale.La se
tion e�
a
e élastique s'obtient simplement en remplaçant dans la relation (3.36) letenseur W µν par le tenseur élastique
W el

µν =
1

4M

∑

σ

∫
d3p′

(2π)3 2 p′0
〈p, σ|Jem

µ |p′〉〈p′|Jem
ν |p, σ〉(2π)3δ4(p′ − p− q)

=
1

4M

∑

σ

1

2 p′0
〈p, σ|Jem

µ |p′〉〈p′|Jem
ν |p, σ〉δ(p′0 −M − q0) . (3.40)Dans 
e dernier 
as, l'énergie E ′ est 
omplètement �xée par la 
inématique, i.e. par la mesurede l'angle de di�usion θ et par la 
onnaissan
e de l'énergie E. Le lien entre di�usion inélastiques'établit en remarquant que

1

p′0
δ(p′0 −M − q0) =

1

p′0
δ [p′0(E

′)−M − E + E ′] =
E ′

M E
δ [E ′ − E ′(E, θ)]

=
1

M
δ

(
ν +

q2

2M

)
. (3.41)Preuve:Nous pro
édons de façon analogue à la preuve de (1.28) :

δ [p′0(E
′)−M − E + E ′] =

∣∣∣∣
d(p′0(E

′) + E ′)

dE ′

∣∣∣∣
−1

δ [E ′ −E ′(E, θ)] . (3.42)Or puisque ~p = 0 ,

p′0 =
√
~p ′2 +M2 =

√
~q 2 +M2 =

√
(~k ′ − ~k )2 +M2 = (E2 + E ′2 − 2E E ′ cos θ +M2)1/2d'où

d[p′0(E
′) + E ′]

dE ′
=
E ′ −E cos θ + p′0

p′0
=
E +M − E cos θ

p′0
=
M E

p′0E
′où l'on a utilisé la relation 2p · q + q2 = 0 qui donne E ′(E +M − E cos θ) = M E .L'expression (3.41) s'obtient de la même façon en partant de (3.38), qui s'é
rit

ν +
q2

2M
= E −E ′ − 2E E ′

M
sin2 θ

2d'où l'on tire
∂
(
ν + q2

2 M

)

∂E ′
= −1− 2E

M
sin2 θ

2
= −E

E ′
(3.43)
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δ

(
ν +

q2

2M

)
=

∣∣∣∣∣∣

∂
(
ν + q2

2 M

)

∂E ′

∣∣∣∣∣∣

−1

δ [E ′ − E ′(E, θ)] =
E ′

E
δ [E ′ − E ′(E, θ)] . (3.44)

Posons
Hµν

el =
1

2

∑

σ

〈p, σ|Jem
µ |p′〉〈p′|Jem

ν |p, σ〉 . (3.45)Nous pouvons don
 é
rire
W el

µν =
1

4M2
δ

(
ν +

q2

2M

)
Hµν

el , (3.46)et la se
tion e�
a
e élastique s'é
rit, en utilisant (3.36),
d2σel

dΩ dE ′
=
α2

q4

E ′

E
ℓµν H

µν
el δ

(
ν +

q2

2M

)
. (3.47)soit en
ore, après intégration sur E ′ , et en utilisant (3.41)

d2σel

dΩ
=
α2

q4

E ′2

E2
ℓµν H

µν
el . (3.48)où E ′ = E + q2

2M
. Bien entendu, nous aurions pu obtenir 
e résultat à l'aide de (1.66), quidonne dire
tement l'expression de la se
tion e�
a
e d'un pro
essus à deux 
orps dans leréférentiel du laboratoire.Nous sommes maintenant en mesure de mener 
omplètement le 
al
ul de la se
tion e�
a
eélastique. La première étape 
onsiste à évaluer le tenseur hadronique Hµν

el .3.3.3 Cal
ul du tenseur hadronique élastiqueLe 
al
ul, dont la partie algébriquement pénible est l'évaluation des tra
es de produits dematri
es de Dira
, peut être assez simple ou au 
ontraire très fastidieux selon la façon donton é
rit le 
ourant hadronique. L'é
riture du 
ourant 
omme la somme d'une 
ontributions
alaire et d'une 
ontribution ave
 une matri
e γ, suivant (3.24), se révèle la plus é
onomique,puisque le 
al
ul va faire intervenir au maximum le produit de 4 matri
es γ . En revan
he, sil'on part de l'é
riture du 
ourant 
omme la somme (3.26) d'un terme de Dira
 et d'un termede Pauli, on est 
onduit à 
al
uler la tra
e de termes13 
ontenant jusqu'à 6 matri
es γ !13Si l'on mène le 
al
ul sous 
ette forme, on prendra garde à présen
e d'un fa
teur i dans l'é
riture (3.26).On doit don
, lorsque l'on utilise la relation (2.7) pour évaluer le module 
arré de l'amplitude (ave
 l'habituellemoyenne et somme sur les spins), é
rire 
elui-
i 
omme 1
2 (/p′ + M)(γµ F1 + iσµνqν

κ
2M

F2)(/p + M)(γµ F1 −
iσµνqν

κ
2M

F2) .



40 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉONPartant de (3.24), nous obtenons don

Hµν

el =
1

2
Tr

[
(/p′ +M)

(
−κF2

2M
Pµ +GM γµ

)
(/p+M)

(
−κF2

2M
Pν +GM γν

)]

=
κ2 F 2

2

4M2

1

2
Tr [(/p′ +M)Pµ(/p+M)Pν ] +G2

M

1

2
Tr [(/p′ +M)γµ(/p+M)γν ]

−κF2 GM

2M

(
1

2
Tr [(/p′ +M)Pµ(/p+M)γν ] +

1

2
Tr [(/p′ +M)γµ(/p+M)Pν ]

) (3.49)et don

Hµν

el =
κ2 F 2

2

4M2
2(p · p′ +M2)PµPν +G2

M hµν − 2 κF2GM PµPν , (3.50)où
hµν = 2

(
pµp

′
ν + p′µpν +

q2

2
gµν

) (3.51)est l'analogue du tenseur leptonique (3.34). En utilisant (3.19) et (3.20) ainsi que la relation
2 p · p′ = 2M2 − q2 , 
ette expression se simpli�e en

Hµν
el = −κF2(GE +GM)(4M2 − q2)PµPν +G2

M hµν . (3.52)Dans le 
as pon
tuel, pour lequel κ = 0 et GM = Q, on retrouve 
omme prévu que
Hµν

el = Q2 hµν , (3.53)analogue du tenseur leptonique du muon.3.3.4 Stru
ture du tenseur hadronique et proje
teursRevenons un instant sur la forme générale du tenseur hadronique (3.35). Ce tenseursymétrique14 doit véri�er, par 
onservation du 
ourant hadronique, la 
ontrainte
qµW

µν = 0 . (3.54)On en déduit la forme la plus générale de 
e tenseur, que l'on é
rit traditionnellement sousla forme
W µν(p, q) = −W1

(
gµν − qµqν

q2

)
+
W2

M2

(
pµ − p · q

q2
qµ

)(
pν − p · q

q2
qν

) (3.55)où W1 et W2 sont appelées fon
tions de stru
tures du nu
léon.Cette dé
omposition, qui semble purement algébrique à première vue, 
ontient beau
oupd'information physique. En e�et, la se
tion e�
a
e di�érentielle (3.36) s'évalue après 
ontra
-tion du tenseur leptonique ave
 le tenseur hadronique.Introduisons les proje
teurs transverse
T µν = gµν − qµqν

q2
, (3.56)14Ce
i dé
oule de l'hermiti
ité du 
ourant.



3.3. SECTION EFFICACE ET TENSEUR HADRONIQUE 41qui véri�e T µνqν = 0 , et longitudinal
Lµν =

qµqν

q2
(3.57)qui véri�e Lµνqν = qµ . Ils obéissent, 
omme tous les proje
teurs, aux relations

T µνTνρ = T µ
ρ et LµνLνρ = Lµ

ρainsi qu'à la relation de 
omplétude
gµν = T µν + Lµν . (3.58)En utilisant 
ette dé
omposition ainsi que la 
onservation des 
ourants leptoniques et hadro-niques, la 
ontra
tion des tenseurs leptonique et hadronique peut s'é
rire sous la forme

ℓµνW
µν = ℓµν g

µµ′

gνν′

Wµ′ν′ = ℓµν T
µµ′

T νν′

Wµ′ν′ . (3.59)Le tenseur T µν est le proje
teur sur l'hyperplan orthogonal à qµ , qui peut lui-même sedé
omposer 
omme la somme d'un proje
teur sur le sous-espa
e orthogonal à pµ et qµ etd'un proje
teur sur le sous-espa
e orthogonal à 
e sous-espa
e et à qµ :

T µν = P µν
L + gµν

⊥ . (3.60)3.3.5 Polarisations du photonExpli
itons les proje
teurs que nous venons de 
onstruire, et donnons leur un sens phy-sique. Pour 
ela, 
onstruisons expli
itement P µν
L . Le sous espa
e engendré par les quadrive
-teurs qµ et pµ est de dimension 2, et son sous-espa
e orthogonal à qµ est une droite. La seule
ombinaison linéaire de qµ et pµ qui soit orthogonale à qµ est de la forme

ǫµL = c

(
pµ − p · q

q2
qµ

)
, (3.61)ave
 c réel arbitraire. Sa norme véri�e don


ǫ2L = c2
(
M2 − (p · q)2

q2

)
≥ 0 . (3.62)C'est don
 un ve
teur de genre temps, que nous allons normaliser à +1. Nous posons don


ǫµL =
1√

M2 − (p·q)2

q2

(
pµ − p · q

q2
qµ

)
, ǫ2L = +1 . (3.63)Ce ve
teur est simplement le ve
teur de polarisation longitudinale15 du photon virtuel é
hangé.Le proje
teur 
orrespondant s'é
rit don


P µν
L = ǫµL ǫ

ν
L . (3.64)15La notation ǫ0 sera utilisée de façon équivalente.



42 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉONLe proje
teur orthogonal à 
e proje
teur et au proje
teur Lµν est don
 un proje
teur sur unsous-espa
e de dimension 2 
onstitué de ve
teurs de genre espa
e orthogonaux à pµ et qµ .Nous le noterons gµν
⊥ . Il peut formellement s'é
rire sous la forme

gµν
⊥ = −

∑

i=1,2

ǫ(i) µ ǫ(i) ν ∗ (3.65)où ǫ(i) sont deux ve
teurs eu
lidiens orthogonaux entre eux et à p et q. Ces deux ve
teursdé�nissent les polarisations transverses du photon virtuel é
hangé. On notera la présen
e dela 
onjugaison 
omplexe, qui joue un r�le dans le 
as de polarisations 
ir
ulaires (lorsque l'onutilise la représentation dite d'héli
ité).En résumé, nous avons obtenu la dé
omposition suivante de l'identité :
gµν = gµν

⊥ + P µν
L + Lµν = −

∑
i=1,2

ǫ(i) µ ǫ(i) ν ∗ + ǫµL ǫ
ν
L + qµ qν ,

ǫ(i) ∗ · ǫj = − δij , ǫi · ǫL = 0 , ǫ2L = +1 ,

(3.66)é
riture qui fait apparaître 3 proje
teurs orthogonaux entre eux16.Il est utile de �xer expli
itement les polarisations que nous venons d'introduire. Nous nousplaçons dans le référentiel où le proton est au repos, et 
hoisissons arbitrairement pour axe z
ez = e3 =

~q

|~q| . (3.67)On a alors
q = (ν , 0⊥ ,

√
Q2 + ν2) . (3.68)Considérons tout d'abord les polarisations transverses. Dans le 
as de polarisations linéaires,on peut 
hoisir

ǫ(1) = e1 = (0, 1, 0, 0) et ǫ(2) = e2 = (0, 0, 1, 0) pol. linéaires . (3.69)Dans le 
as de polarisations 
ir
ulaires, en
ore appelées héli
ités, on peut 
hoisir17
ǫ(+) = − i√

2
[e1 + i e2] = − i√

2
(0, 1, i, 0) ≡ ǫ(R)

ǫ(−) =
i√
2

[e1 − i e2] =
i√
2

(0, 1,−i, 0) ≡ ǫ(L)pol. 
ir
ulaires . (3.70)16Mathématiquement, le fait qu'un photon virtuel de genre espa
e possède une polarisation longitudinalede norme positive et deux polarisations de normes négatives vient de l'étude des représentations du groupede Poin
aré : on montre que les représentations de type ta
hyonique q2 < 0 sont 
ara
térisées par leur masse
arrée négative, 
e qui est le 
as de notre photon virtuel de genre espa
e, et par les représentations du petitgroupe du groupe de Poin
aré (
'est le sous-groupe qui laisse q invariant) 
orrespondant, i
i SO(1, 2), dontles représentations sont 
ara
térisées par 
es 3 polarisations. En revan
he, dans le 
as d'une parti
ule libremassive 
omme le ρ par exemple, le petit-groupe est SO(3) et les 3 polarisations sont de genre espa
e.17Convention de Landau. Le 
hoix de 
es polarisations n'est pas absolu. Elles sont en e�et dé�nies à unephase près. Par exemple dans Peskin, ǫ
(R)
Peskin = i ǫ(R) et ǫ

(L)
Peskin = −i ǫ(L) .
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es R et L 
orrespondent au fait que 
es ve
teurs de polarisation, habillés de leur fa
-teur d'évolution temporel e−i ω t , le pou
e pointant vers la dire
tion de propagation, tournentrespe
tivement 
omme la main droite et gau
he lorsque le temps 
roît. Le 
hoix de paramé-trisation qui est fait i
i possède l'avantage suivant, utile en pratique dans les 
al
uls :
ǫ(λ) ∗ = ǫ(−λ) . (3.71)Ces ve
teurs sont bien normalisés et orthogonaux entre eux, et en utilisant la propriété (3.71)on a

ǫ(+) ǫ(+) ∗ = ǫ(+) ǫ(−) = −1 ,

ǫ(−) ǫ(−) ∗ = ǫ(−) ǫ(+) = −1 .
(3.72)En�n on véri�e que

ǫ(+)
µ ǫ(+) ∗

ν + ǫ(−)
µ ǫ(−) ∗

ν = ǫ(+)
µ ǫ(−)

ν + ǫ(−)
µ ǫ(+)

ν = e1 µ e1 ν + e2 µ e2 ν = −g⊥µν (3.73)puisque e1 et e2 sont de norme −1 .La polarisation longitudinale (3.63) peut s'é
rire, dans 
e même repère,
ǫµL =

1

Q
(
√
ν2 +Q2 , 0⊥ , ν) . (3.74)3.3.6 Tenseur hadronique et fon
tions de stru
ture élastiquesNous venons de voir que la dé
omposition (3.55) du tenseur hadronique peut s'é
rire, enterme des proje
teurs T et PL (non orthogonaux entre eux)

W µν(p, q) = −W1 T
µν +

(
1− (p · q)2

M2q2

)
W2 P

µν
L . (3.75)L'é
riture (3.59) de la 
ontra
tion du tenseur leptonique ave
 le tenseur hadronique montreque les numérateurs gµµ′ et gνν′ des propagateurs des photons qui 
onne
tent 
es deux tenseurspeuvent être rempla
é par les tenseurs T µµ′ et T µµ′

, qui sont les tenseurs de proje
tion surles 3 polarisations des photons é
hangés. Il est don
 naturel, d'un point de vue physique, deréé
rire le tenseur W µν sous la forme
W µν(p, q) = −W1 g

µν
⊥ +

[
−W1 +

(
1− (p · q)2

M2q2

)
W2

]
P µν

L . (3.76)Déterminons les 
oe�
ients W el
1 et W el

2 . Ces 
oe�
ients s'obtiennent immédiatement18 enprojetant (3.52) sur la base PL, g⊥ .En utilisant le fait que P = 2p+ q , on tire
P µν

L PµPν = 4pµ pν ǫ
µ
L ǫ

ν
L = 4M2 − q2 . (3.77)Comme PµPν n'a pas de 
omposante transverse, on en déduit que

P µP ν = (4M2 − q2)P µν
L . (3.78)18On prendra garde au fait que TrPL = 1 et Tr g⊥ = 2 .



44 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉOND'autre part, le tenseur (3.51) peut s'é
rire
hµν = 2

[
pµ(pν + qν) + (pµ + qµ)pν +

q2

2
gµν

]
. (3.79)De même,

1

2
hµνT

µν =
1

2
hµνg

µν = 2M2 + 2p · q + 2q2 = 2M2 + q2 , (3.80)et
hµνP

µν
L = 4(p · ǫL)2 + 2

q2

2
= 4M2 − q2 + q2 = q2 , (3.81)soit

1

2
hµνg

µν
⊥ =

1

2
hµν(T

µν − P µν
L ) = q2 (3.82)et don


hµν = q2gµν
⊥ + 4M2P µν

L . (3.83)Finalement, le tenseur hadronique (3.52) peut don
 s'é
rire, en utilisant (3.19) et (3.20),
Hµν

el = 4M2G2
E P

µν
L +G2

M q2 gµν
⊥ ,

= 4M2

(
G2

E −
q2

4M2
G2

M

)
P µν

L + q2G2
M T µν .

(3.84)La première expression justi�e a posteriori l'introdu
tion des fa
teurs de forme éle
triqueset magnétiques, qui n'interfèrent pas au niveau de la se
tion e�
a
e puisque les tenseurs PLet g⊥ sont orthogonaux entre eux. La se
onde nous permet, par 
omparaison ave
 (3.75), dedéduire l'expression des fa
teurs de forme élastiques, qui s'é
rivent, en 
ombinant (3.46) et(3.84),
W el

1 = − q2

4M2
G2

M δ(ν +
q2

2M
) ,

W el
2 =

G2
E −

q2

4M2
G2

M

1− q2

4M2

δ(ν +
q2

2M
) ,

(3.85)
qui se réduisent dans la limite pon
tuelle à

W el
1 pt = − q2

4M2
Q2 δ(ν +

q2

2M
) , (3.86)

W el
2 pt = Q2 δ(ν +

q2

2M
) . (3.87)Pour obtenir l'expression de la se
tion e�
a
e di�érentielle (3.36), il nous reste à dé
omposerle tenseur leptonique (3.34) en termes des tenseurs g⊥ et PL (ou en
ore en termes de T et

PL. Nous pro
édons 
omme pour le tenseur h , et é
rivons
ℓµν = 2

[
kµ(kν − qν) + (kµ − qµ)kν +

q2

2
gµν

]
, (3.88)
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ℓµν P

µν
L = ℓµν

pµpν

M2 − (p·q)2

q2

=
4E E ′ cos2 θ

2

1− (p·q)2

M2 q2

, , (3.89)et
1

2
ℓµν T

µν =
1

2
ℓµν g

µν = q2 = −4E E ′ sin2 θ

2
. (3.90)Remarque:Ces expressions su�sent pour déterminer la se
tion e�
a
e. Cependant, il est intéressantphysiquement d'expli
iter la dé
omposition de ℓ dans la base g⊥ , PL . De (3.89) et (3.90) ontire

1

2
ℓµν g

µν
⊥ =

1

2
ℓµν (T µν

⊥ − P µν
L ) = −E

2 + E ′2 + 2E E ′ sin2 θ
2

1− (p·q)2

M2 q2

, (3.91)puisque
(p · q)2

q2
= −M

2 (E −E ′)2

4E E ′ sin2 θ
2

,et don

ℓµν =

[
1− (p · q)2

M2 q2

]−1 [
−
(
E2 + E ′2 + 2E E ′ sin

θ

2

)
gµν
⊥ + 4E E ′ cos2 θ

2
P µν

L

]
. (3.92)Examinons la limite q2 → 0 . Dans 
ette limite, on véri�e aisément que

ℓµν ∼
q2→0

E2 + E ′2

ν2
q2 gµν

⊥ +
4E E ′

ν2

[
qµ qν − q2

ν M
(pµqν + qµpν) +

q4

ν2M2
pµpν

] (3.93)et don
 par 
onservation du 
ourant, en laissant de 
�té les termes en qµ ou qν , nous 
onsta-tons que le terme dominant 
orrespondant à l'émission d'un photon longitudinal est supprimépar un terme en 1/q2 par rapport au terme d'émission d'un photon transverse, 
e qui biensûr 
ohérent ave
 le fait que dans la limite q2 → 0 , les photons émis par le lepton tendent àêtre sur 
ou
he, don
 transverses.
3.3.7 Expressions des se
tions e�
a
esL'évaluation de la se
tion e�
a
e inélastique est maintenant immédiate, en 
ontra
tantle tenseur hadronique, é
rit en terme des tenseurs T et PL suivant (3.55), ave
 le tenseurleptonique. En utilisant (3.89) et (3.90) nous obtenons

ℓµνW
µν = 4E E ′

[
2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2 θ

2

] (3.94)et don

d2σ

d2Ω dE ′
=

α2

4E2 sin4 θ
2

[
2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2 θ

2

]
. (3.95)



46 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLÉONEn utilisant (3.85) et la relation 
inématique (3.38), on en déduit la se
tion e�
a
e di�éren-tielle de la di�usion élastique, qui s'é
rit19
d2σel

d2Ω
=

α2

4E2 sin4 θ
2

1

1 + 2 E
M

sin2 θ
2

{
Q2

2M2
G2

M sin2 θ

2
+
G2

E + Q2

4 M2G
2
M

1 + Q2

4 M2

cos2 θ

2

}

. (3.96)Cette relation est due à M. Rosenbluth (1950). Dans le 
as pon
tuel, pour lequel GE = GM =
Q, 
ette se
tion e�
a
e se réduit à

(
d2σel

d2Ω

)

pt

=
Q2α2

4E2 sin4 θ
2

1

1 + 2 E
M

sin2 θ
2

{
Q2

2M2
sin2 θ

2
+ cos2 θ

2

}
. (3.97)On retrouve bien entendu la se
tion e�
a
e (2.31) de la di�usion e−µ± en faisant Q2 = 1 et

M = mµ .Dans le régime de Mott où Q2 ≪M2 et don
 E − E ′ ≪M d'après (3.39),
(
d2σ

d2Ω

)

Mott

=
Q2α2 cos2 θ

2

4E2 sin4 θ
2

. (3.98)La se
tion e�
a
e (3.96) peut don
 s'é
rire
d2σel

d2Ω
=

(
d2σel

d2Ω

)

pt

[
G2

E + Q2

4 M2G
2
M

1 + Q2

4 M2

+
Q2

2M2
G2

M tan2 θ

2

]
1

Q2
(
1 + Q2

2 M2 tan2 θ
2

)

=

(
d2σ

d2Ω

)

Mott

[
G2

E + Q2

4 M2G
2
M

1 + Q2

4 M2

+
Q2

2M2
G2

M tan2 θ

2

]
1

Q2
(
1 + 2 E

M
sin2 θ

2

) .

(3.99)
3.4 PhénoménologieEn mesurant dσe−N→e−N

elastique

d2Ω
à Q2 donné et en faisant varier E, 
'est-à-dire l'énergie dufais
eau, et θ, on a a

ès à GE et GM . C'est la méthode usuelle, dite de Rosenbluth, pourmesurer GE et GM . Elle est e�
a
e pour mesurer GM pour des valeurs arbitraires de Q2,mais la pré
ision sur GE diminue fortement au-delà de Q2 = 1 GeV2 .La méthode utilisée à JLab pour le proton est basée sur la te
hnique de polarisation dueà A. I. Akhiezer et M. P. Rekalo (1967). Elle repose sur le fait que si le fais
eau et la 
iblesont polarisés, ou si le fais
eau est polarisé et si la polarisation du proton sortant est mesurée,alors la se
tion e�
a
e 
orrespondante 
omporte un terme en GE GM , 
e qui permet don
 demesurer le rapportGE/GM ave
 une grande pré
ision. A JLab, on utilise la di�usion ~ep→ e~p ,dans laquelle l'éle
tron initial est polarisé longitudinalement, et où l'on mesure la polarisationdu proton sortant, qui a deux 
omposantes non nulles, dans le plan de la réa
tion, l'une Pℓ19La notation τ = Q2/(4M2) est souvent utilisée.



3.4. PHÉNOMÉNOLOGIE 47parallèle à l'impulsion du proton émis, l'autre Pt qui lui est perpendi
ulaire. On montre alorsque
GEp

GMp

= −Pt

Pℓ

E + E ′

2M
tan

θ

2
. (3.100)Grâ
e à 
ette te
hnique, 
e rapport peut être déterminé sans 
hanger ni l'énergie du fais
eauni l'angle de di�usion, 
e qui élimine de nombreuses sour
es d'erreurs systématiques.On trouve expérimentalement que les données sont 
ompatibles, au moins pour Q2 ≤ 1GeV2 , ave
 une paramétrisation dipolaire 
orrespondant à20

GE(q2) ∼ GM(q2)

µp

∼ 1
(
1− q2

0,7 GeV2

)2 (3.101)
e qui montre que le proton a une stru
ture interne, et ne peut être 
onsidéré 
omme pon
-tuel. La forme dipolaire pré
édente 
orrespond à une distribution de 
harge et de momentmagnétique ayant une dé
roissan
e exponentielle ave
 la distan
e au 
entre, 
omme on peutle véri�er par une 
al
ul élémentaire. Le rayon du proton tiré de 
es données est
rp ≃ 0.8 fm . (3.102)Pour Q2 ≥ 1 GeV2 , les données a

umulées ré
emment par JLab montrent un é
art aumodèle dipolaire, et l'image d'un proton dé
rit par une distribution exponentielle de 
hargeet de moment magnétique ne semble plus su�sante, 
omme on peut le voir sur la �gure 3.2.On 
onstate également sur 
ette �gure que la pré
ision des mesures basées sur la méthodede Rosenbluth (données de SLAC) a 
ependant été grandement améliorée, et les barres d'er-reur 
onduisent, pour Q2 au-delà de 1 GeV2, à des résultats in
ompatibles expérimentalement(les données de JLab utilisent la méthode de polarisation). Une expli
ation pourrait être dueau fait que les 
al
uls menés 
i-dessus pour obtenir la formule de Rosenbluth supposentl'é
hange d'un seul photon entre l'éle
tron et le proton. La prise en 
ompte de l'é
hange dedeux photons (
e qui donne un sous-pro
essus similaire au pro
essus γ∗p → γp ren
ontréen physique di�ra
tive, mais i
i purement élastique) pourrait ré
on
ilier les deux résultats,en diminuant la prédi
tion théorique du rapport µpGEp

/GMp
à grand Q2 par la méthode deRosenbluth. Ce 
al
ul né
essite un modèle du 
ouplage (photon dur)-nu
léon, qui est natu-rellement fournit par le modèle des partons, que nous allons étudier au niveau in
lusif dansla se
tion suivante.Comme nous venons de le voir au niveau de µpGEp

/GMp
, le régime asymptotique d'uneintera
tion d'un seul parton ave
 un seul photon ne semble pas a
tuellement atteint et lesdonnées de JLab et de SLAC 
orrespondent vraisemblablement à un régime de transitionentre QCD non-perturbatif et perturbatif, pour lequel l'image dipolaire 
esse d'être valablemais n'est pas rempla
ée par une analyse basée sur QCD perturbatif naïf (
ouplage d'un seulphoton dur ave
 un quark), 
omme on peut le 
onstater sur la �gure 3.3. Dans le régimeoù Q2 est très grand, le 
omportement des fa
teurs de forme doit être prédit par QCD dansson régime perturbatif (nous allons étudier 
e régime au niveau de la se
tion e�
a
e totale

e−p→ X dans la se
tion suivante). Dans 
e régime, dans lequel la sonde photonique se 
ouple20On note, 
omme il est d'usage dans la littérature, µp = 1 + κp le moment magnétique du proton expriméen unité de µN .
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PSfrag repla
ements

Fig. 3.2 � Rapport µpGEp
/GMp

en fon
tion de Q2 (en GeV2).dire
tement à un quark du proton, la prédi
tion est que
F1(Q

2) ≃ 1

Q4
(3.103)

F2(Q
2) ≃ 1

Q6
(3.104)et don


GE ∼ GM ∼
1

Q4
. (3.105)Pour la di�usion profondément inélastique que nous allons maintenant étudier, la situationest phénoménologiquement beau
oup plus favorable, la transition se manifestant dès Q2 ≃ 1GeV2 .
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PSfrag repla
ements

Fig. 3.3 � Rapport Q2F2p
/F1p

en fon
tion de Q2 (en GeV2). Les losanges sont les mesuresde SLAC (2000) par la méthode de Rosenbluth, les disques noirs et les 
arrés blan
s sontles mesures de JLab par la méthode des polarisations, respe
tivement de (2000) et (2002).Les lignes 
ontinue et pointillée sont des prédi
tions basées sur des modèles non-perturbatifs(resp. modèle des solitons et modèle de dominan
e ve
toriel. Dans 
e dernier on dé
rit lephoton par son 
ontenu en états hadroniques de mêmes nombres quantiques : ρ, · · · ).
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Chapitre 4Di�usion profondément inélastique etmodèle des partons
4.1 Introdu
tionSi la se
tion e�
a
e inélastique, 
orrespondant aux 
as où l'état �nal est 
onstitué d'unensemble de hadrons qui ne se réduit pas simplement au nu
léon initial ou à ses états ex
ités(
ollision quasi-élastique), se 
omportait 
omme dans le 
as élastique, on s'attendrait à avoirdes se
tions e�
a
es inélastiques faibles à Q2 grand.Or dans le 
as où W 2 = p2

n = (p + q)2 est grand devant M2 (région profondémentinélastique), la se
tion e�
a
e totale n'est pas brutalement supprimée : à SLAC-MIT (1968-1969), dans une expérien
e sur 
ible �xe (hydrogène) ave
 un fais
eau d'éle
trons d'énergie
E ∼ 20 GeV, on a observé une se
tion e�
a
e 
omparable à 
elle attendue si le proton étaitpon
tuel et soumis à QED seul.En même temps, les événements ne sont absolument pas dominés par la produ
tion élas-tique d'un proton.Comment 
on
ilier l'existen
e de di�usion éle
tromagnétique dure ave
 l'absen
e de di�u-sion dure dans les pro
essus élastiques ? La solution est venue de Feynman, Bjorken, sous lenom de modèle des partons. L'idée physique est que la sonde éle
tromagnétique, à grand Q2,se 
ouple à un 
onstituant du proton, pon
tuel, sur lequel l'éle
tron va di�user élastiquement.Le proton est 
onsidéré 
omme une assemblage lâ
he d'un petit nombre de 
es 
onstituants,les partons (quarks, antiquarks, et toutes les entités neutres responsables de leur lien (iden-ti�ées plus tard 
omme des gluons)), de masse nulle. Les 
onstituants qui se 
ouplent auphoton peuvent a priori être de spin arbitraire, et les prédi
tions di�èrent selon la valeur de
e spin. En pratique, les seuls partons qui possèdent un 
ouplage dire
t ave
 le photon sontles quarks, de spin 1/2. Nous allons nous limiter à 
e 
as. La modélisation du pro
essus estillustrée dans la �gure 4.1. Nous notons ave
 une étiquette i le type de parton. Introduisonsles variables de Mandelstam du sous-pro
essus partonique :

ŝ = (k + pi)
2 , t̂ = (k − k′)2 , û = (k′ − pi)

2 , ave
 ŝ+ t̂+ û = 0 , (4.1)puisque les masses de l'éle
tron et du parton sont négligées. La se
tion e�
a
e du pro
essuss'é
rit alors, dans le référentiel du 
entre de masse du système γ∗partoni , en utilisant (2.42),
dσ

dt
=

2π α2Q2
i

ŝ2

ŝ2 + (ŝ+ t̂)2

t̂2
. (4.2)51
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PSfrag repla
ements

e−(k)
e−(k′)

q

pi

p

pi + qγ∗

pro
essus partonique

Fig. 4.1 � Modèle des partons pour la di�usion e−p..où Qi est la 
harge du parton de type i. Supposons maintenant que le parton i emporteune fra
tion x de l'impulsion du proton, i.e. pi = x p ave
 0 < x < 1. Nous négligeonsdon
 par hypothèse l'impulsion transverse éventuelle du parton devant son impulsion suivantla dire
tion z (dire
tion de l'impulsion du proton). Cette approximation, valable dès que
Q2 ≫M2 , peut être justi�ée en étudiant les é
helles de temps 
ara
téristiques de l'intera
tionforte par rapport à 
elle de l'intera
tion éle
tromagnétique dure, 
omme nous le verrons page57. Les référentiels de moment in�ni, dans lesquels le proton possède une impulsion très grandesuivant la dire
tion z, fournissent un outil te
hnique fa
ilitant 
ette dis
ussion, 
omme nousle verrons page 53.Pour 
haque espè
e i de parton, notons fi(x) la probabilité que le proton 
ontienne unparton de type i, d'impulsion x p. Alors

ŝ = (pi + k)2 = 2 pi · k ≃ xS où S = (k + p)2 ,en négligeant la masse M du proton devant l'é
helle dure Q. Si la di�usion e−-parton estélastique,
(pi + q)2 = 0 = 2 pi · q + q2 = 2 x p · q −Q2don


x = xBjorken ≡
Q2

2p · q . (4.3)Expérimentalement, si l'on sait re
onstruire l'éle
tron sortant, en mesurant E ′ et θ on a don
a

ès à x = xBj par la relation
xBj =

2E E ′ sin2 θ
2

M(E − E ′)
, (4.4)et à Q2 par la relation

Q2 = 4E E ′ sin2 θ

2
. (4.5)
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i signi�e que l'on a dire
tement a

ès au pro
essus partonique !De (4.2) au niveau partonique on tire don
, pour le pro
essus e− − p ,
dσ

dxBjdQ2
=
∑

i

fi(xBj)Q2
i

2πα2

Q4

[
1 +

(
1− Q2

xBjS

)2
] (4.6)puisque t̂ = −Q2 . On en déduit don
 les prédi
tions suivantes :� le rapport

Q4 dσ

dxBjdQ2

1 +

(
1− Q2

xBj S

)2 ≡ 2πα2 F2(xBj)

xBj
ne dépend que de xBj . (4.7)La fon
tion F2 que nous venons ainsi de dé�nir sera identi�ée plus loin à la fon
tion destru
ture F2 du proton dans le modèle des partons. Ce 
omportement, appelé s
alingde Bjorken, fût remarquablement bien véri�é à SLAC1. Cette relation sera violée parles 
orre
tions radiatives de QCD.� le 
omportement en 1+

(
1− Q2

xBjS

)2 est 
onnu sous le nom de relation de Callan-Gross :
'est une 
onséquen
e dire
te du fait que les partons (quarks) ont un spin 1
2
. Elle restevraie à l'ordre dominant dans les 
orre
tions radiatives de QCD, puisqu'il n'y a pas de
ouplage dire
t du photon ave
 le gluon. Elle est violée aux ordres supérieurs.4.2 Justi�
ation qualitative du modèle des partonsNous allons maintenant montrer qu'il est possible de 
ontourner la 
ontradi
tion apparentedé
rite dans l'introdu
tion, à savoir que les énergies de liaisons entre 
onstituants du protonétant du même ordre que sa masse, il est a priori peu raisonnable de 
onsidérer qu'un partonpuisse être 
onsidéré 
omme libre pendant son intera
tion ave
 le photon virtuel, hypothèseque nous avons utilisée dans le paragraphe pré
édent. Cette image est en fait 
orre
te, 
ommenous allons le voir en étudiant les é
helles temporelles mises en jeu. Nous verrons que letemps typique de l'intera
tion du photon est négligeable devant les temps 
ara
téristiquesdes intera
tions entre partons. Cette dis
ussion peut être menée dans di�érents référentielsde façon équivalente.Une fois 
es é
helles de temps obtenues, on en déduit une justi�
ation du 
al
ul que nousvenons de mener. Il a été e�e
tué en négligeant 
omplétement les impulsions transversesdes partons, et en ne tenant 
ompte que de leur mouvement 
olle
tif d'entrainement par leproton. A 
ause de l'ordonan
ement des é
helles de temps obtenu, le mouvement dû auxintera
tions fortes sera négligeable pendant le temps très 
ourt pendant lequel l'intera
tionéle
tromagnétique a lieu. Dans des référentiels parti
uliers, les référentiels de moment in�ni,
hoisis pour que 
et e�et d'entrainement soit asymptotiquement grand, les é
helles de temps
ara
téristiques de l'intera
tion éle
tromagnétique et forte deviennent très simples : elles1Par 
han
e le domaine expérimental en xBj alors étudié 
orrespondait à une dimension anormale (voirplus loin) petite, et les 
orre
tions radiatives n'étaient pas visibles ave
 la pré
ision de l'époque, 
e qui estun hasard heureux pour le développement de QCD !
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tivement 0 et ∞, 
e qui fa
ilite la dis
ussion ! Ces référentiels sont à la basedu modèle des partons mais aussi des 
orre
tions radiatives au modèle des partons et de lafa
torisation 
ourte-distan
e/grande-distan
e.Dans 
es référentiels, l'impulsion du proton est don
 très grande devant toutes les autresé
helles (masse, impulsions transverses). Dans le modèle des partons "naïf" (pour les pro-
essus in
lusifs 
omme ex
lusifs), les é
helles transverses seront brutalement négligées devant
Q2, alors qu'elles seront 
lassi�ées et prises en 
ompte par exemple dans le 
adre des équa-tions DGLAP et ERBL, ainsi que dans l'étude des 
ontributions de twist sous-dominant. Lefait de mener l'étude dans un référentiel de moment in�ni fa
ilite grandement la 
lassi�
ationet le 
al
ul des 
orre
tions radiatives, de même qu'elle donne une image plus intuitive de lafa
torisation des pro
essus in
lusifs et ex
lusifs.4.2.1 Référentiels de moment in�niNous allons dis
uter de façon exhaustive les di�érents référentiels de moment in�ni quel'on ren
ontre 
ouramment dans la littérature, et qui sont adaptés à la formulation du modèledes partons.Partant d'un référentiel dans lequel le proton se dépla
e dans la dire
tion z

pµ =
(√

P 2 +M2, 0⊥, P
) (4.8)on 
hoisit les référentiels dans lesquels P →∞ , que nous appellerons référentiels de momentin�ni. Alors

pµ ∼
(
P +

M2

2P
, 0⊥, P

)
. (4.9)Considérons un parton de masse m, d'impulsion longitudinale x p, d'impulsion transverse

p⊥i :
piµ =

(√
x2P 2 +m2 − p2

i⊥ , pi⊥ , x P

) (4.10)et notons2 m2
T ≡ m2 − p2

⊥i = m2 + p2
i
la �masse transverse�. Pour x 6= 0 , nous avons don


pi ∼
(
xP +

m2
T

2 xP
, pi⊥ , x P

)
.Examinons à présent la limite Q2 →∞ et ν →∞ . De

qµ = (q0, q⊥, qz) et q2 = (q0 − qz) (q0 + qz)− q2on déduit
p · q = Mν ≃ P (q0 − qz) +

M2

2P
q0 . (4.11)On 
her
he un référentiel dans lequel q2 et Mν soient indépendants de P dans la limite

P →∞ . Une paramétrisation naturelle est donnée par
q0 − qz =

A

P
q0 = B P ave
 A et B indépendants de P à l'ordre dominant.2Dans toute la suite, une lettre soulignée du type v 
orrespond à un ve
teur eu
lidien. On a don
 v2

⊥ = −v2 .
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as limites sont intéressants :1) q0 = qz ∼ P : alors
A = 0 B =

2ν

M
, q2 = q2

⊥ = −q2 ,et
q =

(
2ν

M
P , q⊥ ,

2ν

M
P

)
.2) q0 et qz petits, d'ordre 1

P
: alors Mν est dominé par le premier terme de (4.11), et

B = 0 A = Mν , q2 = −q2 +O

(
1

P 2

)don

q =

(
0 , q⊥ ,

−Mν

P

)Comme la valeur de B peut être modi�ée par un terme d'ordre 1/P 2, on peut aussi bien
onsidérer les deux solutions suivantes :a) B = 2Mν+q2

4P 2 qui 
onduit à
q =

(
2M ν + q2

4P
, q⊥ ,

q2 − 2Mν

4P

) réf. du 
.m. e−p . (4.12)Ce référentiel de moment in�ni parti
ulier 
oïn
ide ave
 le référentiel du 
entre de masse dusystème e− − p .Preuve:Dans le référentiel du 
entre de masse du système e− − p ,
k = (k0, 0,−P ) , k′ =

(
k′ 0, k′⊥, k

′
z

)
=
(
k0 − q0 = P − q0 ,−q⊥ , kz − qz = −P − qz

) (4.13)puisque
q = k − k′ =

(
q0, q⊥, qz

)
. (4.14)En é
rivant

k′2 = 0 = (P − q0)2 − q2
T − (P + qz)

2soit
−2 q0P + (q0)2 = q2

T + q2
z + 2Pqz ,on tire

−Q2 = (q0)2 − q2
T − q2

z = 2P (qz + q0) .Or
Mν =

(
P +

M2

2P

)
q0 − Pqz
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q0

(
2 +

M2

2P 2
︸︷︷︸

)
=
Mν

P
− Q2

2P

≪ 2 et don

q0 =

2Mν −Q2

4P
qz =

−Q2 − 2Mν

4P
.b) B = Mν

P 2 , 
hoix qui permet d'annuler qz . Alors
q =

(
M ν

P
, q⊥ , 0

)
=

(
Q2

2xBjP
, q⊥ , 0

) réf. de Bjorken (4.15)Dans 
e référentiel, le photon est statique, et toute la dynamique de l'intera
tion est 
a
héedans le proton.On peut 
omparer les expressions pré
édentes de l'impulsion du photon dans les di�érentsréférentiels du moment in�ni ave
 son expression dans le repère de Breit, pour lequel
q = (0 , 0⊥ , −2xBjP ) = (0 , 0⊥ , Q) réf. de Breit . (4.16)C'est un repère de moment in�ni parti
ulier, pour lequel on ajuste P qui tend vers l'in�ni
omme Q/(2xBj) . Ce repère a 
e
i de parti
ulier que le parton voit son impulsion renverséepar le 
ho
, puisque x = xBj :

pi = x p = (xP , 0⊥ , x P ) pi + q = x p+ q = (xP , 0⊥ , −xP )

−→ ←−avant le 
ho
 après le 
ho
 réf. de Breit .(4.17)En�n, dans le référentiel du proton, référentiel dans lequel toute la dynamique est misedu 
�té du photon, on a
q =

(
ν, 0⊥ ,

√
Q2 + ν2

)
≃
(
ν, 0⊥ , ν +

Q2

2ν

)
=

(
Q2

2xBjM
, 0⊥ ,

Q2

2xBjM
+M xBj

)réf. du proton .(4.18)qui est un référentiel de moment in�ni, mais du point de vue du photon. Un tel référentielest utile si l'on 
her
he à 
omprendre la dynamique du pro
essus γ∗p en étudiant le 
ontenupartonique du photon.Pour terminer, il existe un référentiel de moment in�ni très pratique, qui est à la fois unréférentiel de moment in�ni pour le proton et pour le photon. Ce référentiel, dû à Sudakov(1956), a été introduit à l'origine pour QED. Dans le 
as où les parti
ules qui entrent en
ollision sont de masses nulles, l'idée est de dé
rire le pro
essus de di�usion dans un référentieloù les deux proje
tiles ont une impulsion suivant deux dire
tions du 
�ne de lumière 
hoisiespour que leur impulsion transverse soient nulles. Posons don

p1 = P (1, 0⊥,−1) p2 =

p · q
2P

(1, 0⊥, 1) , (4.19)



4.2. JUSTIFICATION QUALITATIVE DU MODÈLE DES PARTONS 57qui satisfont p2
1 = p2

2 = 0 . La normalisation3 est 
hoisie pour que p1 · p2 = p · q . Alors, ennégligeant la masse du proton pour Q2 ≫M2 , on aura
p = p2 , q = p1 − xBj p2 , p2

1 = p2
2 = 0 , réf. de Sudakov . (4.20)qui véri�e bien p2 · (p1 − xBj p2) = p · q et (p1 − xBj p2)

2 = q2 . Ce système 
orrespond au
hoix intermédiaire A = Q2

2xBj
et B = −xBj + Q2

4xBjP 2 par rapport aux 
as limites étudiésplus haut. Dans 
e repère, l'impulsion du parton, alignée suivant p2 avant le 
ho
, pssède 2
omposantes suivant p1 et p2 après le 
ho
. Dans notre 
as parti
ulier in
lusif (non génériquede la situation générale d'une fa
torisation 
olinéaire), seule la 
omposante suivant p1 devient
olinéaire à p1 après le 
ho
 :
pi = x p2 = x p2 pi + q = p1 + (x− xBj) p2 = p1avant le 
ho
 après le 
ho
 réf. de Sudakov . (4.21)Ce repère est parti
ulièrement utile pour étudier la fa
torisation entre la partie dure (parti-
ules se déplaçant suivant les dire
tions p1 et p2) et la partie molle (parti
ules se déplaçantsuivant la dire
tion p2). Si l'on 
hoisit le paramètre P 
omme étant de l'ordre de Q , alorsles 
omposantes de q suivant p1 et p2 sont du même ordre. Dans les 
oordonnées du 
�ne delumière, de façon tout à fait équivalente, 
e
i s'é
rirait

q+ ∼ q− ∼ Q . (4.22)Ce repère permet de systématiser les 
al
ul perturbatifs des les noyaux d'évolution des équa-tions DGLAP, ERBL ou BFKL4.Dans 
e qui suit, nous allons étudier la di�usion profondément inélastique dans le référen-tiel de Bjorken5. Le repère de Sudakov nous sera utile pour étudier la fa
torisation 
olinéaire,ainsi que la kT -fa
torisation spé
i�que à la physique à petit xBj .4.2.2 E
helles de temps des pro
essus mis en jeuRéférentiel du proton :Dans le référentiel du proton, en utilisant l'inégalité d'Heisenberg, on peut relier la durée dupro
essus d'intera
tion du photon à l'inverse de l'énergie du photon é
hangé, i.e.
Tint ∼

1

q0
∼ 2xBjM

Q2
. (4.23)On peut être un tout petit peu plus pré
is en se souvenant que notre modèle suppose uneintera
tion ave
 un 
onstituant du proton, de virtualité typique donnée par ΛQCD. Dans leréférentiel lié à 
e parton on aura don
 plut�t

Tint ∼
2xBjΛQCD

Q2
. (4.24)3Dans la littérature, on note en général 2p1 · p2 = s , qui est égale à la variable de Mandelstam sγ∗puniquement pour un photon réel.4Notons que les variables introduites par Radyushkin pour paramétrer les GPD sont dire
tement inspiréesde 
es variables de Sudakov.5Bien entendu la nature ne sait rien sur les référentiels : tous les points de vue sont don
 équivalents !



58 CHAPITRE 4. DIFFUSION PROFONDÉMENT INÉLASTIQUELe temps typique d'intera
tion des quarks et gluons entre eux dans le même référentiel est
T ∼ 1

ΛQCD

. (4.25)En�n, le quark qui a interagi ave
 le photon possède une énergie de l'ordre de q0, et don
 untemps de vie
Tfinal ∼

2xBjΛQCD

Q2
. (4.26)On a don


Tint ∼ Tfinal ≪ T . (4.27)Référentiel de moment in�ni :Dans le référentiel au repos du proton, les 
onstituants interagissent, 
e qui prend untemps �ni. Passant à la limite des grands P , 
e temps typique est dilaté d'un fa
teur γP ave

γP =

1√

1− ~p 2

p2
0

=
1√

1− ~p 2

~p 2 +M2

=



1− 1

1 +
M2

~p2





−1/2

∼ P

ML'é
helle typique des �u
tuations dans le référentiel au repos du proton est donnée par 1
ΛQCD

,d'où
T ∼ P

MΛQCD
.Le raisonnement n'est pas tout à fait 
orre
t : on doit plut�t 
onsidérer le boost d'un 
onsti-tuant du proton, et non du proton lui-même, 
e qui revient à faire γP → γconstituant ave


γconstituant ∼
xBj P

ΛQCDd'où
T∞ ∼

xBj P

Λ2
QCD

. (4.28)Il est instru
tif d'obtenir 
ette é
helle à partir un petit modèle simulant l'intera
tion entreun parton et les autres 
onstituants du proton 
omme illustré dans la �gure 4.2. Utilisons lathéorie des perturbations sur de la mé
anique quantique (i.e. théorie des perturbations non
ovariante)6. Elle 
onsiste à intégrer par rapport au temps (
e temps peut être un �temps�sur le 
�ne de lumière) en 
haque point d'espa
e-temps où le potentiel agit, 
e qui 
onduità l'apparition de dénominateur d'énergie. En 
onséquen
e, à 
haque vertex ~p est 
onservée,mais l'énergie ne l'est pas. Chaque état intermédiaire est sur 
ou
he de masse, et l'énergiede l'état intermédiaire s'en déduit. Nous n'aurons pas besoin i
i de 
onnaître le détail du6Appelée souvent �vieille théorie des perturbations� dans la littérature.
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PSfrag repla
ements

~p1 = (p1⊥ , x P )

~p2 = (p2⊥ , (1− x)P )Fig. 4.2 � Intera
tion proton-parton en théorie des perturbations dans le référentiel du mo-ment in�ni.potentiel d'intera
tion. Au premier ordre en perturbation, l'amplitude de transition est de laforme
C

E1 + E2 − E
=

C√
(xP )2 + p2

1⊥ +m2
1 +

√
((1− x)P )2 + p2

2⊥ +m2
2 −
√
P 2 +M2

∼
P→∞

C 2P

[x+ (1− x)− 1)]P 2 +
m2

1 + p2
1⊥

x
+
m2

2 + p2
2⊥

1− x −M2

(4.29)
=

C 2P

m2
1 + p2

1⊥

x
+
m2

2 + p2
2⊥

1− x −M2

(4.30)et don
, pour des impulsions transverse petites, de l'ordre de M,

T ∼ 1

∆E
=

1

E1 + E2 −E
∼ P

M2
(4.31)A nouveau, 
e modèle peut être amélioré en tenant 
ompte du fait que nous nous intéressonsaux intera
tions des partons et non du proton lui-même. On doit don
 rempla
er P par xBj Pet M par la virtualité typique ΛQCD . Ce
i mène �nalement à

T∞ ∼
xP

Λ2
QCD

, (4.32)résultat identique à (4.28). On notera que le fait de 
onsidérer des impulsions tranversesnon-nulles, de l'ordre de grandeur des é
helles non perturbatives i
i en jeu, ne 
hange rienà notre évaluation. Ce
i est 
ohérent ave
 l'image partonique suivant laquelle les impulsionstranverse des partons peuvent être négligées.Notre résultat (4.32), tiré de la relation (4.29), est su

eptible d'être modi�é lorsque x→ 0ou x → 1 . E�e
tivement, l'émission de partons mous demande en général un traitementparti
ulier (voir par exemple la pres
ription + introduite plus loin pour l'équation DGLAP,et les dynamiques parti
ulières aux limites xBj → 0 et xBj → 1).En plus de l'é
helle de temps 
ara
téristique, l'expression (4.29) 
ontient une informationdynamique intéressante : les partons sont tous émis dans la même dire
tion.Preuve:



60 CHAPITRE 4. DIFFUSION PROFONDÉMENT INÉLASTIQUESi x < 0, on aurait, dans le développement de (4.29) dans la limite P grand, au lieu de
x+(1−x)−1, |x|+1−x−1 = |x|−x = 2|x|, et le dénominateur serait en P au lieu d'être en
1/P , don
 l'amplitude serait supprimée par un fa
teur relatif 1/P 2 . L'argument est le mêmepour pour 1 − x > 0. Ainsi les partons ne peuvent être produits vers l'arrière. A nouveau,l'argument est pris en défaut si xP est petit (�wee� parton)Cette remarque a des 
onséquen
es te
hniques très intéressantes : 
ontrairement à l'ap-pro
he 
ovariante, 
ette théorie des perturbations exige de 
onsidérer tous les diagrammes
orrespondant à des 
on�gurations temporelles distin
tes. Ce
i augmente a priori le nombrede diagrammes à 
onsidérer, mais il se trouve que dans de nombreuses situations, nombrede 
es diagrammes sont nuls à 
ause de la 
inématique parti
ulière, 
omme nous venons dele voir sur un exemple. Les diagrammes qui sont e�e
tivement non nuls sont en pratique ennombre réduit, et peuvent en général permettre de développer une intution physique assezé
lairante sur le pro
essus étudié.Il nous reste à évaluer le temps typique de l'intera
tion du photon virtuel. On peutraisonner également en partant de la théorie des perturbations non 
ovariante, 
omme on l'afait pour estimer le temps de vie de l'état virtuel, 
omme illustré dans la �gure 4.3.

PSfrag repla
ements

q

γ∗

p

pi

pi + q

Fig. 4.3 � Intera
tion photon-proton en théorie des perturbations dans le référentiel dumoment in�ni.
Tint(∞) ∼

1

Epi+q − Eq − Epi

(4.33)ave
 
omme plus haut
Ep =

√
(xP )2 + p2

i⊥ +m2 ∼ xP +
p2

i⊥ +m2

2xP
(4.34)

Ep+q ∼ xP +
(pi⊥ + q⊥)2 +m2

2xP
. (4.35)Dans 
e pro
essus, le 
ouplage a photon est traité 
omme un potentiel extérieur, et l'énergie

Eq du photon est don
 �xée, égale à q0 . On en déduit don
 que
Tint(∞) ∼

2 xBj P

Q2
, (4.36)



4.2. JUSTIFICATION QUALITATIVE DU MODÈLE DES PARTONS 61toutes les impulsions transverses étant petites devant q⊥ . Notons que 
es impulsions trans-verses, pour le pro
essus dur i
i 
onsidéré, peuvent en pratique être grandes devant ΛQCD.En revan
he (voir plus loin l'étude des singulatités 
olinéaires et de l'équation DGLAP), lepro
essus est 
omplétement dominé par la 
inématique suivant laquelle pi⊥ ≪ q⊥ .Le quark virtuel qui a interagi ave
 le photon a une énergie Ep+q, don
 un temps de vie
Tfinal(∞) ∼

1

Epi+q −Epi

∼ 2 xBj P

Q2
∼ Tint(∞) (4.37)On a don
 �nalement

Tint(∞) ∼ Tfinal(∞) ≪ T∞ , (4.38)
es temps 
ara
téristiques étant dans le même rapport que les temps 
ara
téristiques dans leréférentiel du proton que nous avons obtenu dans (4.27). Dans la limite où P est �xé à unevaleur très grande et où l'on fait tendre Q2 vers l'in�ni, on 
onstate que
Tint(∞) ∼ Tfinal(∞) → 0 ≪ T∞ →∞ . (4.39)En 
on
lusion, le temps 
ara
téristique de l'intera
tion éle
tromagnétique est très faibledevant le temps 
ara
téristique de l'intera
tion forte entre 
onstituants du proton. On peutdon
 
onsidérer que le parton est libre durant l'intera
tion, et que les intera
tions non-perturbatives sur l'état �nal peuvent être négligées. Les intera
tions perturbatives sur l'état�nal interviennent ave
 des temps 
ara
téristiques du même ordre que le temps d'intera
tionéle
tromagnétique. Elles donnent lieu en parti
ulier à l'apparition des fa
teurs de Sudakovpour les pro
essus semi-in
lusif.Si l'on revient à notre introdu
tion, on voit que l'argument lié à l'intensité de l'énergiede liaison a été 
ontourné. L'énergie (ou en
ore l'impulsion transverse) reçue de la part dela sonde éle
tromagnétique est tellement élevée (par rapport à l'énergie de liaison) que leparton peut être 
onsidéré 
omme libre pendant et après l'intera
tion. L'image est la mêmeque 
elle d'un 
ho
 en mé
anique 
lassique, pour lequel les for
es de répulsion sont tellementélévées que toutes les autres énergies en jeu sont négligeables pendant le 
ho
.Dans le référentiel de Bjorken, |q⊥| ∼ Q don
 le photon est absorbé et réémis sur undomaine de taille transverse |∆x| ∼ 1

Q
: le parton qui absorbe le photon peut être 
onsidéré
omme pon
tuel, jusqu'à une é
helle transverse 1

Q
. A 
ette é
helle, il n'est entouré par au
unnuage de parti
ule. Bien entendu, les 
orre
tions radiatives seront là pour tenir 
ompte de 
enuage.En réalité, dans la théorie des 
hamps de l'intera
tion forte, les parti
ules virtuelles é
han-gées entre fermions peuvent avoir des impulsions arbitraires, en parti
ulier grandes, 
e qui
orrespond à des distan
es 
ourtes, ou en
ore à des é
helles de temps 
ourte, 
e qui semble
ontredire la dis
ussion pré
édente 
on
ernant T . La solution vient de la la liberté asympto-tique, propriété satisfaite par QCD ('t Hooft, Politzer, Gross et Wil
zek) :

αs(Q
2) diminue lorsque Q2 
roît.Plus pré
isément, à l'ordre une bou
le7
αs(µ

2) =
4 π

β0 log µ2

Λ2
QCD

(4.40)7αs est 
onnu à 3 bou
les.
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 β0 = 11 − 2
3
Nf . Dans le pro
essus de di�usion profondément inélastique étudié plushaut, l'é
helle µ2 est donnée par Q2. Ce 
ouplage αs(Q

2) ne tend vers 0 que lentement, etle modèle des partons est né
essairement approximatif, puisque les partons ne sont jamaisexa
tement libres. Les 
orre
tions dues aux é
hanges de gluons et aux émissions de gluonssont spé
i�ques à QCD. Elles ont été testées ave
 su

ès à depuis la �n des années 70.4.3 Distributions de partons et fon
tions de stru
ture4.3.1 Un peu de 
inématiqueLa 
inématique de la di�usion éle
tron-proton a déjà été introduite page 31. Il est d'usagede noter
y =

q · p
k · p =

ν

E
=
E −E ′

E
0 ≤ y ≤ 1 (4.41)la fra
tion d'énergie perdue par le lepton in
ident dans le référentiel du proton, et don
transmise au photon. Rassemblons les relations utiles entre toutes les variables 
inématiques :

Q2 = −q2 = 2M ν xBj = 2M E xBj y = 4E E ′ sin2 θ

2
(4.42)

W 2 = (p+ q)2 = M2 + 2M ν −Q2 = M2 +Q2

(
1

xBj
− 1

) (4.43)et
S = (k + p)2 = 2M E +M2 =

Q2

xBj y
+M2 (4.44)Pour une énergie totale dans le 
entre de masse √S (en mode 
ible �xe ou en mode 
olli-sionneur), le domaine a

essible 
inématiquement dans le 
ouple (xBj , Q

2) a don
 une formetriangulaire (en é
helles linéaires ou en é
helles doublement logarithmiques), 
omme illustrédans la �gure 4.4. Pour un xBj donné, les valeurs maximalesQ2 sont obtenues pour y = 1 . Larégion élastique profonde 
orrespond à xBj = 1 , (plus généralement la région quasi-élastique
orrespond à Q2(1−xBj)≪M2) et Q2 ≫ M2 tandis que la région profondément inélastique
W 2 ≫ Q2 est obtenue pour Q2 grand et xBj non paramétriquement pro
he de 1.Remarque:Dans la limite xBj → 0 ,

W 2 ∼ Q2

xBj
(4.45)
e qui justi�e le fait que la limite de Regge dans le 
anal γ∗p 
orrespond à la limite des petits

xBj . En outre
S ∼ Q2

xBj y
(4.46)et don


W 2 ∼ y S . (4.47)Don
 la région des petits xBj , étudiée à HERA, 
orrespond à y ≃ 1 .
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Fig. 4.4 � Domaines 
inématiques en xBj et Q2 dans les expérien
es sur 
ible �xe et enmode 
ollisionneur dans les pro
essus e−p et pp̄ (Tevatron), et 
ontraintes sur les di�érentesdistributions de partons (PDG 2008).4.3.2 Se
tion e�
a
e et fon
tions de stru
tureLa se
tion e�
a
e di�érentielle (3.95) peut être é
rite de façon 
omplètement adimen-sionnée. Posons
MW1(q

2, ν) = F1(xBj , Q
2)

ν W2(q
2, ν) = F2(xBj , Q

2) . (4.48)Les quantités F1 et F2 seront appelées fon
tions de stru
ture8 On peut alors é
rire (3.95)sous les formes équivalentes
d2σ

dxBj dy
=

2πα2

M E x2
Bj y

2

[
xBj y

2 F1 +

(
1− y − x2

Bj y
2M

2

Q2

)
F2

]

=
4πα2

xBj y Q2

[
xBj y

2 F1 +

(
1− y − x2

Bj y
2M

2

Q2

)
F2

] . (4.49)8Dans la littérature, F1,2 et W1,2 sont tous appelés fon
tions de stru
ture. Les dé�nitions de F1,2 sontuniverselles, 
e qui n'est pas le 
as de W1,2 .
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• De xBj = E E′

M (E−E′)
(1− cos θ) et y = (E −E ′)/E on tire, puisque y ne dépend pas de θ ,

∂(xBj , y)

∂(Ω , E ′)
=
∂xBj

∂Ω

∂y

∂E ′
=

E ′

2π(E − E ′)M
=

E ′

2πE yM
. (4.50)don


d2σ

dxBj dy
=

2πα2M

4E E ′ 2 sin4 θ
2

[
2 y E ′W1 sin2 θ

2
+ y E ′W2 cos2 θ

2

] (4.51)
• D'autre part

2E ′ sin2 θ

2
= M xBj y

E ′ y cos2 θ

2
= E ′ y

(
1− M xBj y

2E ′

)
= ν

(
E ′

E
− M xBj y

2E

)
= ν

(
1− y − M xBj y

2E

)

= ν

(
1− y − x2

Bj y
2M

2

Q2

)
.qui 
onduit à l'expression 
her
hée en inje
tant dans (4.51) et en utilisant (4.48).4.3.3 Les fon
tions de stru
ture vues 
omme des se
tions e�
a
es

γ∗pDans le 
as d'un photon réel, la se
tion e�
a
e du pro
essus γp s'obtient en partantde (3.31) où l'on doit simplement enlever la partie de l'espa
e des phases 
orrespondant àl'éle
tron sortant, et rempla
er dans le terme de �ux 2E 2M par 2Kγp = 2 q0 2M . Utilisantla dé�nition (3.35) du tenseur W µν , dans laquel le fa
teur de densité 2M a été absorbé (onposera don
 Kγ = q0), on a
σtot(γ p→ X) =

e2

2 q0
2πW µνǫ∗µ ǫν =

4π2α

q0
W µνǫ∗µ ǫν , (4.52)où les polarisations du photon transverse sont données par (3.69) ou (3.70).Dans le 
as où le photon est virtuel, l'expression (4.52) reste valable, d'après la dé
om-position (3.66) du propagateur du photon. On doit bien sûr 
onsidérer, outre les 2 polarisa-tions transverses du photon, la polarisation longitudinale (3.74). La seule 
ompli
ation estde normaliser le �ux de photon entrant. Cette normalisation est arbitraire. On trouve deux
onventions dans la littérature.La première, due à Gilman (1968), 
onsiste à partir de la dé�nition (1.18) du �ux, quis'é
rit i
i

2Kγ∗p = 4
√

(p · q)2 −M2 q2 = 4
√
M2 ν2 −M2 q2 ∼

ν≫Q2
4M

(
ν +

Q2

2 ν

) (4.53)
e qui signi�e don
 que l'on doit e�e
tuer dans la formule (4.52) le rempla
ement
γ : Kγ = q0 = ν −→ γ∗ : KGilman

γ∗ = ν +
Q2

2 ν
. (4.54)
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onde, due à Hand (1963), 
onsiste à dé�nir le �ux de photon 
omme 
elui d'unphoton réel dont l'énergie produirait le même état hadronique �nal. On é
rit don

W 2 = M ′2 = M2 + 2M ν + q2 = M2 + 2M q0 (4.55)soit

γ : Kγ = q0 = ν −→ γ∗ : KHand
γ∗ = ν +

Q2

2M
. (4.56)Ainsi, ave
 une 
onvention donnée S
hoisie pour Kγ∗ ,

σtot(γ∗ p→ X) =
4π2α

Kγ∗

W µνǫ∗µ ǫν . (4.57)Considérons maintenant les deux situations 
orrespondant aux polarisations transverses etlongitudinales. Partant de la dé
omposition (3.76)
W µν(p, q) = −W1 g

µν
⊥ +

[
−W1 +

(
1− (p · q)2

M2q2

)
W2

]
P µν

Lnous déduisons immédiatement que
ǫ(i) ∗µ W µν ǫ(i)ν = W1 (i = 1, 2) (4.58)et don
 que

σtot(γ
(i) ∗
⊥ p→ X) =

4π2 α

Kγ∗

W1 =
4π2 α

Kγ∗

F1

MOn a don

σtot(γ∗⊥ p→ X) =

1

2

[
σtot(γ

(1) ∗
⊥ p→ X) + σtot(γ

(2) ∗
⊥ p→ X)

]
=

4π2 α

Kγ∗

F1

M
(4.59)que nous é
rirons sous la forme

σT ≡ σtot(γ∗⊥ p→ X) =
4π2 α

Kγ∗

FT

2M xBj
(4.60)ave


FT ≡ 2 xBj F1 , (4.61)dont la normalisation apparaîtra 
lairement dans le 
adre du modèle des partons.De même, puisque ν = p · q/M , (3.76) 
onduit à
ǫ∗L µW

µν ǫL ν = −W1 +

(
1 +

ν2

Q2

)
W2 =

1

ν

[
1 +

ν2

Q2

]

F2 −
ν

M
(
1 + ν2

Q2

)F1



 . (4.62)Or
1 +

ν2

Q2
= 1 +

Q2

4M2 x2
Bj

(4.63)
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xBj y S = Q2 +M2 .La 
ontribution des polarisations longitudinales n'est signi�
ative que pour y assez pro
hede 1 (typiquement y ≃ .5 à .9 à HERA), situation pour laquelle
Q2

x2
Bj

≃ S

xBj

≫M2ave
 une erreur de l'ordre de 1% à HERA, où 
ette se
tion e�
a
e a été mesurée. Dans 
etteapproximation, nous pouvons don
 é
rire
ǫ∗L µ W

µν ǫL ν ≃
1

2M2 xBj
[F2 − 2 xBj F1] (4.64)qui 
onduit don
 à

σL ≡ σtot(γ∗L p→ X) =
4π2 α

Kγ∗

FL

2M xBj
(4.65)ave


FL ≡ F2 − 2 xBj F1 . (4.66)Ave
 
es dé�nitions,
F2 = FT + FL . (4.67)Il est d'usage de noter9
R ≡ σL

σT
=
FL

FT
, (4.68)Examinons à présent la se
tion e�
a
e di�érentielle 
omplète (4.49) du pro
essus e−p→

e−X du point de vue des di�érents sous-pro
essus γ∗p → X mis en jeu. Toujours dans lamême approximation,
d2σ

dxBj dy
≃ 4πα2

xBj y Q2

[
xBj y

2 F1 + (1− y)F2

]

=
2πα2

xBj y Q2

[
xBj y

2F2 − FL

2 xBj
+ 2(1− y)F2

] (4.69)soit
d2σ

dxBj dy
=

2πα2

xBj y Q2

{[
2 (1− y) + y2

]
F2 − y2 FL

}

=
2πα2

xBj Q4

{[
2 (1− y) + y2

]
FT + 2(1− y)FL

}
.

(4.70)
4.3.4 Fon
tions de stru
ture dans le modèle des partonsNous allons maintenant utiliser le modèle des partons pour 
al
uler les fon
tions de stru
-ture F1 et F2 . L'idée est d'utiliser nos 
al
uls 
on
ernant la di�usion élastique sur une par-ti
ule pon
tuelle, i
i un parton, pour en déduire les expressions 
her
hées.9Ne pas 
onfondre 
e rapport ave
 le rapport (2.3) du pro
essus d'annihilation e+e− → hadrons.



4.3. DISTRIBUTIONS DE PARTONS ET FONCTIONS DE STRUCTURE 67Retour sur la relation de Callan-GrossNotons tout d'abord que l'énergie transférée ν = p · q/M est la même pour un parton demasse m = xM qui absorbe toute l'énergie, 
e qui se véri�e algébriquement par
ν =

p · q
M

=
x p · q
xM

. (4.71)Partant des expressions (3.86) et (3.87)
W el

1 pt =
Q2

4m2
Q2 δ

(
ν − Q2

2m

)
=

Q2

4m2ν
Q2 δ

(
1− Q2

2mν

)
,

W el
2 pt =

1

ν
Q2 δ

(
1− Q2

2mν

)
.pour la di�usion sur une parti
ule de masse m et de 
harge Q , nous é
rirons don
 pour lafon
tion de stru
ture d'un proton possédant d'un 
onstituant de 
e type (de 
harge Q = 1pour aléger l'é
riture) :

F1 = MW el
1 pt =

M Q2

4m2 ν
δ

(
1− Q2

2mν

)
=

Q2

4mxν
δ

(
1− Q2

2mν

)

=
Q2

4M x2 ν
δ

(
1− Q2

2M xν

)
=
xBj

2 x2
δ
(
1− xBj

x

)
=
xBj

2 x
δ (xBj − x) (4.72)et

F2 = ν W el
2 pt = δ

(
1− Q2

2mν

)
= δ

(xBj

x
− 1
)

= x δ(xBj − x) . (4.73)En notant, 
omme page 52, par fi(x) la probabilité que le proton 
ontienne un parton detype i , d'impulsion x p , de 
harge ei mesurée en unité de |e| , nous avons don

F1(xBj) =

∑

i

∫
dx e2i fi(x)

1

2
δ(xBj − x) (4.74)

F2(xBj) =
∑

i

∫
dx e2i fi(x) x δ(xBj − x) , (4.75)qui ne dépendent don
 que de xBj . En outre, 
es fon
tions de stru
ture véri�ent

F2(xBj) = 2 xBj F1(xBj) . (4.76)ou de façon équivalente, d'après (4.66) et (4.61),
FT = F2 et FL = 0 . (4.77)C'est la relation de Callan-Gross, que nous avons déjà ren
ontrée plus haut sous une forme unpeu di�érente. Inje
tons en e�et les fon
tions de stru
ture (4.74) et (4.75) dans l'expression(4.70), obtenue en négligeant dans le régime de di�usion profonde le terme en Q2/M2 . Nousobtenons alors

d2σ

dxBj dy
=

2πα2

xBj y Q2

[
y2 + 2(1− y)

]
F2 =

2πα2

xBj y Q2

[
1 + (1− y)2

]
F2 . (4.78)



68 CHAPITRE 4. DIFFUSION PROFONDÉMENT INÉLASTIQUED'autre part, de Q2 = 2M E xBj y on tire
∣∣∣∣
∂(xBj , Q

2)

∂(xBj , y)

∣∣∣∣ =
Q2

y
(4.79)et don


d2σ

dxBj dy
=
Q2

y

d2σ

dxBj dQ2
. (4.80)Combinant (4.78) ave
 (4.80) on obtient alors, puisque y ≃ Q2/(xBj S) dans la limite Q2 ≫

M2 ,

d2σ

dxBj dQ2
=

2πα2

xBj Q4

[

1 +

(
1− Q2

xBj S

)2
]

F2 , (4.81)qui est exa
tement la relation d'invarian
e d'é
helle (4.7), 
e qui nous permet d'identi�er F2à la quantité F2 extraite des données expérimentales.S'il existait des 
onstituants du proton de spin 0 
hargés éle
triquement, nous aurionsobtenu une fon
tion de stru
ture F1 = 0 (et F2 6= 0). En 
onséquen
e la relation d'invarian
ed'é
helle (4.81) serait diférente, en 
ontradi
tion ave
 les données expérimentales.Fon
tions de stru
ture du proton et du neutron ; règles de sommeLa forme de la fon
tion de stru
ture F2 peut se prédire ave
 quelques arguments simples,illustrés par la �gure 4.5. Dans un modèle primitif où le proton serait 
onstitué de 3 quarksde valen
e, F2(xBj) serait simplement la somme de trois distributions de Dira
 piquées en
xBj = 1/3. Bien sûr, le fait que 
es quarks soient plongés dans un potentiel 
on�nant introduitun étalement de 
es distributions. Les gluons virtuels é
hangé peuvent produire des pairesquark-antiquark, ave
 une probabilité de type Bremsstrahlung, en dk/k ∼ dx/x , don
 piquéeaux petits x. Cette 
ontribution de la �mer� et des gluons sera don
 très piquée dans la régiondes petits xBj , et du point de vue de la théorie des 
hamps, l'e�et des 
orre
tions radiativesde QCD, sera très marqué à petit xBj .La 
onservation du tenseur d'énergie-impulsion permet de montrer que

∫ 1

0

dxBj F2(xBj , Q
2) = constante . (4.82)D'autre part, lorsque Q2 augmente, la résolution de la sonde éle
tromagnétique étant en 1/Q ,le 
ontenu en partons du proton augmente, et puisque le 
ontenu en quarks de la mer et engluons se révèle de plus en plus dans le domaine des petits xBj , le fait que la surfa
e délimitéepar F2 soit 
onstante montre que la 
ontribution des régions de xBj modéré diminue. Dansla limite extrême où Q2 →∞, on aura don


F2(xBj , Q
2) −→

Q2→∞
δ(xBj) . (4.83)Nous pouvons être plus quantitatif, en rendant expli
ite le modèle des partons. Dans 
emodèle, nous pouvons é
rire, pour la fon
tion de stru
ture du proton

F
(p)
2 (xBj)

xBj
=
∑

i

e2i fi(xBj) (4.84)
=

(
2

3

)2 [
f (p)

u (xBj) + f
(p)
ū (xBj)

]
+

(
1

3

)2 [
f

(p)
d (xBj) + f

(p)

d̄
(xBj) + f (p)

s (xBj) + f
(p)
s̄ (xBj)

]
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1 xBjFig. 4.5 � Modèle partonique pour F p
2 .et de même, pour la fon
tion de stru
ture du neutron

F
(n)
2 (xBj)

xBj

=
∑

i

e2i fi(xBj) (4.85)
=

(
2

3

)2 [
f (n)

u (xBj) + f
(n)
ū (xBj)

]
+

(
1

3

)2 [
f

(n)
d (xBj) + f

(n)

d̄
(xBj) + f (n)

s (xBj) + f
(n)
s̄ (xBj)

]
.Par symétrie d'isospin, i.e. sous la transformation p↔ n et u↔ d , nous avons

f (p)
u = f

(n)
d ≡ u

f
(p)
d = f (n)

u ≡ d

f (p)
s = f (n)

s ≡ s (4.86)
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F

(p)
2 (xBj)

xBj
=

4

9
(u+ ū) +

1

9
(d+ d̄+ s+ s̄)

F
(n)
2 (xBj)

xBj
=

4

9
(d+ d̄) +

1

9
(u+ ū+ s+ s̄) .

(4.87)Comme les distributions partoniques doivent être positives, on en déduit que le rapport
F

(p)
2

F
(n)
2

=
4(u+ ū) + (d+ d̄) + (s+ s̄)

(u+ ū) + 4(d+ d̄) + (s+ s̄)
(4.88)doit véri�er (Na
htmann (1972)) :

1

4
≤ F

(p)
2

F
(n)
2

≤ 4 (4.89)qui est bien véri�ée expérimentalement, 
omme on peut le voir sur la �gure 4.6.
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Fig. 4.6 � Données de SLAC (1973) pour le rapport F (n)
2 /F

(p)
2 .Les distributions de partons doivent véri�er les règles de somme suivantes :



4.3. DISTRIBUTIONS DE PARTONS ET FONCTIONS DE STRUCTURE 71Etrangeté nulle des nu
léons :
1∫

0

dx (s− s̄) = 0 . (4.90)Charge du proton=+1 :
1∫

0

dx

[
2

3
(u− ū)− 1

3
(d− d̄)

]
= 1 . (4.91)Charge du neutron=0 :

1∫

0

dx

[
2

3
(d− d̄)− 1

3
(u− ū)

]
= 0 , (4.92)d'où l'on déduit que

1∫

0

dx (u− ū) = 2 et 1∫

0

dx (d− d̄) = 1 . (4.93)Notons que la 
ontrainte liées au nombre quantique d'isospin d'é
rit, pour le proton (ouneutron : dans 
e 
as u et d sont é
hangés, en même temps que le signe de I3) :
I3 =

1

2

1∫

0

dx
[
(u− ū)− (d− d̄)

]
=

1

2
, (4.94)tandis que le fait que les nombres baryoniques du proton et du neutron soient égaux à 1 setraduit par

B =
1

3

∫ [
u− ū+ d− d̄+ s− s̄

]
= 1 . (4.95)Bien entendu, l'ensemble des trois 
ontraintes (4.94), (4.90) et (4.95) ou (4.91), (4.90) et(4.92) 
onduit aux 
ontraintes (4.93) et (4.90), à 
ause de la relation de Gell-Mann-Nishijma

Q = I3 +
Y

2
ave
 Y = B + S . (4.96)La mise en appli
ation du modèle partonique ave
 une distribution de valen
e a

ompagnéed'un distribution de la mer, que l'on peut raisonnablement supposer respe
ter la symétrie dugroupe SU(3) de saveur, peut se faire en posant

u = uv +m et d = dv +m (4.97)et
um = ūm = dm = d̄m = s = s̄ = m, (4.98)
e qui 
onduit à é
rire les fon
tions de stru
ture F (p)

2 et F (n)
2 sous la forme

F
(p)
2 (xBj)

xBj

=
1

9
(4 uv + dv) +

4

3
m (4.99)

F
(n)
2 (xBj)

xBj
=

1

9
(4 dv + uv) +

4

3
m, (4.100)
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1

xBj

(F
(p)
2 − F

(n)
2 ) =

1

3
(uv − dv) . (4.101)Expérimentalement, on 
onstate e�e
tivement que 
ette di�éren
e se 
omporte bien 
ommeune distribution de valen
e, ave
 une valeur moyenne de x autour de 1/3 
omme attendu.Réé
rivons le rapport F (p)

2 /F
(n)
2 dans 
e modèle :
F

(p)
2

F
(n)
2

=
4 uv + dv + 12m

4 dv + uv + 12m
. (4.102)Dans la limite où xBj → 0 , les 
ontributions provenant de la mer doivent dominer, on doitavoir

F
(p)
2

F
(n)
2

→
xBj→0

1 , (4.103)
e qui est bien véri�é expérimentalement, 
omme on peut le 
onstater sur la �gure 4.6.En revan
he, l'hypothèse naturelle qui 
onsisterait à supposer que uv ≃ 2dv est trop forte,puisqu'elle 
onduirait à
F

(p)
2 (xBj)

xBj
=

1

2
uv +

4

3
m (4.104)

F
(n)
2 (xBj)

xBj

=
1

3
uv +

4

3
m, (4.105)et don


F
(p)
2

F
(n)
2

→
xBj→1

3

2
, (4.106)
e qui n'est pas le 
as expérimentalement, 
omme le montre la �gure 4.6. En fait, on 
onstateque 
e rapport tend vers 1/4 , 
e qui est 
ompatible ave
 une hypothèse de dominan
e desquarks u de valen
e pour xBj ≃ 1 . On peut montrer que la distribution de quark qui domineau voisinage de xBj = 1 doit s'annuler 
omme

qv(xBj) ∼ (1− xBj)
3 . (4.107)La puissan
e 3 peut être reliée (relation de Drell-Yan-West10) au 
omportement de la se
-tion e�
a
e élastique à grand Q2 , 
omportement qui est régit (voir l'expression (3.84) dutenseur hadronique élastique) par le 
omportement à grand Q2 de GM , qui lui-même se
omporte 
omme 1/Q4 . En 
e qui 
on
erne le 
omportement de la distribution de valen
esous-dominante (qui pourrait même avoir le même 
omportement selon 
ertains modèles) auvoisinage de xBj = 1 , la situation est moins 
laire, d'où l'importan
e de disposer de mesurespré
ises des distributions uv et dv . En prin
ipe, les expérien
es de di�usion profondémentinélastique ave
 un neutrino ou un antineutrino permettent de mesurer séparément u et d.Mais les valeurs maximales atteintes pour xBj par 
ette méthode ne sont que de xmax

Bj ≃ 0.65(CHORUS). Les mesures séparées de u et d ne sont possibles à grand xBj (jusqu'à .85) qu'àpartir de la di�usion d'éle
trons sur le proton et sur le deuton. Il semble que les modèles10Voir par exemple Close page 206.
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léaires utilisés pour extraire la fon
tion de stru
ture F (n)
2 
onduisent à une in
ertituderelativement importante, dans 
ette région des grands xBj .Terminons 
ette dis
ussion en revenant sur la 
onservation du tenseur d'énergie impulsion.Dans le modèle des partons, 
ette 
ontrainte se réduit à une règle de somme sur l'impulsionlongitudinale. En e�et, puisque les quarks doivent porter une impulsion totale égale à 
elledu proton, nous devons avoir

∫ 1

0

(u(x) + d(x) + s(x) + ū(x) + d̄(x) + s̄(x) + g(x)) x dx = 1 , (4.108)
ontrainte qui peut être démontrée à partir de la relation (4.82) dans le 
as du modèle despartons, pour lequel la fon
tion 
oe�
ient pour F2 (qui dé
rit le 
ouplage des partons auphoton) est simplement proportionnelle à la 
harge au 
arré des partons.HERA a permis de mettre en éviden
e l'importan
e des 
orre
tions radiatives, en parti-
ulier dans le domaine des xBj faible pour lesquels les violations d'invarian
e d'é
helle sontimportantes (voir les �gures suivantes). Il a ainsi été possible de tester ave
 su

ès les prédi
-tions de QCD perturbatives, qui prédisent les violations d'invarian
e d'é
helle. L'évolutionave
Q2 et xBj des distributions partoniques, basée sur les équations DGLAP, qui sont 
onnuesa
tuellement à l'ordre NNLO, est en très bon a

ord ave
 l'expérien
e.A petit xBj , le 
omportement de la fon
tion de stru
ture F2 est typiquement en 1/xλ
Bjave
 λ ≃ .3 , 
orrespondant à une distribution des gluons en g(xBj) ∼ 1/x1+λ

Bj . Sans l'e�et des
orre
tions radiatives, 
ette distribution devrait être en 1/xBj . La valeur pré
ise de λ dépendde Q2 (don
 une expli
ation purement à la Regge n'est pas possible) mais le fait que 
ettevaleur soit positive est un signe d'e�et de resommation du type ∑
n

(αs ln 1/xBj)
n, 
es termesétant 
ompétitifs de 
eux apparaissant dans la resommation 
olinéaire en∑

n

(αs lnQ2)n . Untel 
omportement est 
ompatible à la fois ave
 une évolution de type groupe de renormali-sation (voir partie suivante) ou ave
 une appro
he de type Regge perturbative à la BFKL.
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Fig. 4.7 � Distributions partoniques x f(x), basées sur la paramétrisation NNLO MRST2004, à l'é
helle µ2 = 10 GeV2 (PDG 2007).
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Fig. 4.8 � Distributions partoniques x f(x) (uv, dv, ū, d̄, s, c, b, g) a

ompagnées de leursin
ertitudes respe
tives, basées sur la paramétrisation NNLO MRST 2006, aux é
helles µ2 =
20 GeV2 et µ2 = 10000 GeV2 (PDG 2008).
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Fig. 4.9 � Données expérimentales pour F p
2 et paramétrisation NNLO MRST 2006, pour lesdeux valeurs de Q2 = 3.5 GeV2 et Q2 = 90 GeV2 (PDG 2008).
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Fig. 4.10 � Données expérimentales pour F p
2 (PDG 2008).
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Fig. 4.11 � a) Données expérimentales pour F p
2 à xBj petit et Q2 modéré. b) Donnéesexpérimentales pour F cc̄

2 et F bb̄
2 (PDG 2008).


