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Chapitre 1

Petit mémento

Dans ’ensemble de ce cours, nous utiliserons les conventions de Peskin-Schroeder!. Les
régles de Feynman énoncées ci-dessous permettent d’évaluer 1M, ou M est 'amplitude de
diffusion d'un processus donné. Par définition, c’est un élément de matrice de? S —1 =T
ie.

(2m)'0%(Py = ) Miy = (fITli) . (1.1)

1.1 Reégles de Feynman pour QED et QCD en jauge co-
variante

Nous noterons dans toute la suite par e la charge de ’électron (i.e. ’électron est de charge

e = —|e| dans ce systéme de notations)?>.

1.1.1 QED
Nous écrivons la dérivée covariante sous la forme
D, =0, +1ieA, (1.2)
Le lagrangien de Yang-Mills abélien s’écrit alors, en jauge covariante,
‘CQED - ‘C'y + 'Cfi:cation de jauge + 'CDirac
(1.3)
2 2 oy
= —1(Fw)” = 2 (0"A)°  + YEP—m)y
soit encore
1 2 1 2 _ _
Lopp = —7 (Fuw)” — 52 (0"A,)" + (i) —m)y +  (H)evy'A
@ 4 2& K ) NI NI R (1.4)
= prop. du photon = prop. de I’électron terme d’interaction

!Elles sont identiques & celles utilisées dans Itzykson-Zuber pour QED ; pour QCD, elles différent unique-
ment par le changement de signe pour gg

2Cette définition est & peu prés universelle. Cependant, on pourra rencontrer dans la littérature la définition
S =1+T (A. H. Mueller, par exemple dans son modéle des dipdles en physique & petits zp;), ou encore
S=1-—4iT (PDQG).

3Les notations peuvent parfois préter & confusion. Ainsi Peskin, Schroeder et Itzykson, Zuber notent
e = —le| la charge de 1’électron, tandis que Muta note e = |e| 'unité de charge positive !
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Les régles de l'intégration gaussienne (a la fois sur les champs bosoniques A et sur les champs
fermioniques 1 et 1) permettent d’évaluer perturbativement les fonctions de corrélations
formeées a partir de

eifd4mEQED — eifd4:c£o |:1 _ ie/dlll’l;”}/“wflu I

On en déduit le vertex

]
4—§—e — ey’ (1.5)

Le lagrangien ci-dessus correspond au cas de 1’électron, de charge e = —|e|. Dans le cas d’une

particule de charge Q|e| (@ = —1 pour I’électron), en partant de la dérivée covariante
D,=0,+iQlelA,, (1.6)

on en déduit que le vertex d’interaction s’écrit
1

4—§—e —iQ |e|y*. (1.7)

Les propagateurs de 1’électron et du photon s’écrivent respectivement :

p 7
1.8
—=—  Jm (1.8)
H v —i Pub
NN — g — (1 — &)= 1.9
S o~ (12 (1.9)

Il est d’usage d’appeler jauge de Landau le cas £ = 0 et jauge de Feynman le cas £ = 1.

1.1.2 QCD

Résumons en quelques lignes la structure du lagrangien de QCD. On introduit les géné-
rateurs hermitiens ¢* de la représentation fondamentale de SU(N,) (N, = 3), qui sont au
nombre de N2 — 1 = 8 (étiquetés par a). Ce sont des matrices N. X N, hermitiennes et de
trace nulle. Les quarks se transforment sous l'action des générateurs t* et les antiquarks?
sous I’action des générateurs (t*)*. Ceci signifie que les quarks et les antiquarks sont du point
de vue de la couleur des vecteurs a N, composantes (notées conventionnellement W® et !
(t=1---N,). Par définition, ces matrices vérifient la relation

[t 1] = ¢ fobete (1.10)

oil les constantes de structure f%¢ sont complétement antisymétriques®.

“Pour N. > 3 les représentations engendrées par t¢ et (t%)* ne sont pas équivalentes : on doit donc
distinguer couleur et anticouleur.
®La connaissance d’une réalisation explicite de t* et f%° ne joue en pratique aucun role.
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Le champ gluonique posséde N? — 1 couleurs possibles. Du point de vue de la couleur,
c’est donc un vecteur a N? — 1 composantes®. Chacune de ces composantes est notée A®
(a=1---N?—1). La dynamique du champ de jauge est alors définie a I’aide du tenseur

Fi, = 0,A% = 0,A% + g fare AL A (1.11)

Le couplage au champ de matiére est défini a I'aide de la dérivée covariante

D, =0, —igT* Az (1.12)

Pour quantifier la théorie, il est nécessaire de fixer la jauge. En jauge covariante, ceci impose
d’introduire des fantomes de Faddeev-Popov (notés c), qui se transforment du point de vue
de la couleur comme les gluons. Ces champs violent le théoréme spin-statistique (ce sont des
fermions qui se comportent comme des scalaires sous le groupe de Lorentz). Ils ne peuvent
apparaitre comme champs externes, mais seulement dans des boucles fermées a l'intérieur
des diagrammes de Feynman'.

Le lagrangien complet de Yang-Mills s’écrit alors

1 - _ _ a
L=~ JFLF 4 30Dy — m) + e0e + g0 fua Al

Les régles de Feynman s’en déduisent aisément. Elle s’écrivent :

p
—_— N
) . 7
¢ J (Sz'j
p—m
p
ERRRRS —1 Dulv | cab
,— (1 —=&)—1|9
a b p2 + ZE: gu ( 5) p2
P + cab
........ —10
a < b 27
a, p +ae
1 7 z'gy”t?j
a,
i k1
k2 ;3)))’ ~ k3
b, vy c, vz gfoe g2 (ky — ko) + 6723 (kg — kz)"* 4 6173 (k3 — kp)"?]

50On dit qu’il se transforme suivant la représentation adjointe.

"Physiquement (argument dt & Feynman), un gluon physique, de masse nulle, posséde deux polarisations,
comme le photon. Lorsqu’il apparait dans une contribution virtuelle (boucle), il posséde 4 polarisations
possibles. L’unitarité impose que les deux polarisations non physique disparaissent, ce qui est exactement le
role du fantome et I’anti-fantome. Voir par exemple Cheng-Li p.268.



4 CHAPITRE 1. PETIT MEMENTO

a, V1
d, vy b, vy
el _292 [fabefcde (gV1V3gV2V4 _ gV1V4gV2V3)
_|_facefbde (guluzgugm _ gV1V4gV2V3>
+fadefbce (gl/11/291/3114 _ gl/11/391/2l/4)} (113)
a, f
p —gfept

1.1.3 Lignes externes

fermion entrant

fermion sortant

antifermion entrant

(1.14)

antifermion sortant

XEX

photon entrant

photon sortant

*@¢t

1.2 Des amplitudes aux sections efficaces

Considérons un processus

(pl J1>+(p2;<]1) - (kljl)+(kn]n)= (1'15)
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ol p; et py sont les impulsions des particules initiales, de spins respectifs J; et Jp, et
ky, ko - - -k, sont les impulsions des n particules finales, de spins respectifs j; - - - J,.

La section efficace du processus s’écrit alors, en notant \; et \y les hélicités des particules
incidentes, et i1, po - - - p, les hélicités des particules sortantes,

1
o= 7/dﬂn\M(p1 A,y P2 o — Ky, K )| (1.16)

2K(s)
2K (s) est le facteur de flux, défini comme le produit de la densité de particules de la cible
et du flux de particules incidentes, et dIl, est 'espace des phases. Nous allons détailler ces
deux quantités ci-apres.

Dans le cas ou l'on ne mesure pas la polarisation des états finals, la section efficace
s’obtient en sommant sur toutes ces polarisations. Si en outre les états initiaux ne sont pas
polarisés, on doit moyenner la section efficace sur ces polarisations. La section efficace du
processus s’écrit alors

1 1
nonpol. — dHn >\’ A k ’,_,7]{;” n2-
Tt T K (s) @0+ D2 + 1) Z/ M1 As, p2da =k fin)

(1.17)

1.2.1 Facteur de flux

K() = y/\(s m3, m3) = /4{(pr - p2)? = mi 3] (1.18)

Cette derniére relation est valable pour un processus faisant intervenir un état virtuel de
virtualité arbitraire. Les “masses” carrées m? et m3 sont alors remplacées par les virtualités
correspondantes. En particulier elles peuvent étre négative, comme dans le cas de la diffusion
~v*P avec un photon virtuel de genre espace.

Nous écrivons K (s) comme fonction de la variable de Mandelstam s = (p; +p2)? , puisque
p1-p2 = (s —m?2 —m3)/2. Dans le cas habituel ol les masses m; et msy sont positives, on

peut encore écrire

On montre® que

)‘(Sv mf, m%) = 4[(171 'p2)2 - mf mg] = [2(171 'p2) - 2m1m2][2(p1 'p2) + 2m1m2]

= [s—m] —m3 — 2mymy][s — m3] —m3 + 2mymy)] (1.19)

soit?

(s, m3, m2) = [s — (my + mo)?|[s — (m1 — my)?]. (1.20)

Deux cas particuliers sont utiles :

A(s, 0, M) = (s— M?)? : une des masses est nulle
(1.21)
A(s,0,0) = s? : les deux masses sont nulles.

8La notation \ est standard dans la littérature.

La fonction A(s, m?, m3) ne dépend que de s et du carré des masses, fait qui est caché dans Iécriture

du membre de droite de (1.19). On notera que la fonction A(s, m?, m3) est bien symétrique en m? < m3,

comme attendu.
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Dans le référentiel du centre de masse, le facteur de flux posséde une expression particuliére-
ment simple!®, trés utile en pratique!! :

2K = 4pr W~ (1.22)

ou W* = E} + EJ est 'énergie totale dans le centre de masse.
Preuve:

Partant de , , )
{ ET2 - pf2 = m%
E5" —p;= =m;

avec p; = p] = p;, on tire

2K = 4 [(B] By +p%)° — (B = p2) (B — p)] P = 4 [(B7 + B3] = 4 (Ej+E5)pi

1.2.2 Espace des phases

dIl,, est ’espace des phases, dont la forme invariante relativiste est donnée par

&k o [
dll, = H (27)32 k? (2m)"0 ; ki—pi—p2| - (1.23)

j=1

Considérons a présent la réaction 2 corps — 2 corps

(p1J1) + (p2J2) = (p3 J3) + (pa Ja) . (1.24)
pour laquelle
d’ps d’py
(2m)32 p§ (2)32 pf
L’espace des phases, qui fait intervenir 6 variables, se réduit a une intégration sur 2 variables

indépendantes a cause de la conservation globale d’énergie-impulsion. En intégrant sur py , il
se déduit donc a'?

dll, = (2m)* 6" (ps + pa — p1 — p2) - (1.25)

dlly P2 dps d*Q
d? =_13 21) 6(W — Es(ps) — Eq(p: 1.26
/ PP T 2B, 2E4( m ol P) — HalPa)) (1.26)
avec!?
E3(ps) = py = \/273? +m2 et Ey(ps) =p) =\/D2(Ps) +m2, ot pu(Ph) = pi+ o — P -

(1.27)

10F]le reste valable y compris dans le cas ou les états initiaux sont virtuels, en particulier de virtualité
négative.

"' Nous adoptons la notation suivant laquelle une quantité surmontée de * est mesurée dans le référentiel
du centre de masse.

120n note p3 = |p3|, que 'on ne confondra pas dans ce contexte avec le quadrivecteur ps.

13Les parameétres cinématiques externes fixant complétement I'impulsion totale ) + P et ’énergie totale W
(qui dépendent du référentiel), on a bien un espace des phases qui ne dépend que de 2 variables indépendantes.
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d*I1, peut donc s’écrire en fonction de d?() uniquement.

Dans le référentiel du centre de masse, cet espace des phases posséde une expression

particuliérement simple :
dly P3

d?py dp; T 16mWr

dp?f d3p4
Preuve:

Partant de

/d3p4 d3p, > = &0 mé(w — E3(p5) — EL(53))

nous pouvons écrire,'* en utilisant (1.27) dans le cas ot pj + p5 = 0 et en posant

/ s M2 _ oo ps’ dpj
L Ppy 1672E; E;

32 dp3 1
16723 B} ﬁ 4 2_5*
4

-1

B3+ BRG[ 5 e )

dp3

= d*Qr 0 (ps — ps(E3))

. D3dps -

La section efficace différentielle s’écrit donc
d?*c 1 D3

2
d20)* - 2K(S) 162 * |M(pla b2 — D3, p4)| )

soit encore, d’aprés (1.22), et en notant p} = p3 et p; = pj,

do _p}‘v 1

d2Q* - ]?6471’28 ‘M(ph P2 — P3, p4)‘27

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

puisque s = W*?. Notons que p} et p} s’expriment sous forme invariante relativiste de fagon

trés simple : en effet, d’aprés (1.22), pour toute réaction 2 corps — n corps

. V/Als, mi, m3)
pi - 2\/§ )

et dans le cas de la réaction 2 corps — 2 corps, nous avons en outre

. VA(s, m3, mj)

On peut noter qu'un choc élastique, correspondant par définition a m; = ms et my
my = my et my = mg3) donne bien pf = p}, comme en mécanique classique.

4Rappelons que §(f(z)) = Z e (x 3 d(x — x;) ou x; sont les racines de f(z) =0.

(1.34)

(1.35)

= my (ou
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1.2.3 Variables de Mandelstam
La réaction a 2 corps — 2 corps

(p1J1) + (2 J2) = (p3 J3) + (pa Ja) (1.36)

5

est complétement caractérisée'® par les variables de Mandelstam définies par

s = (p+p2)? = (p3+pa)?

t = (pr—p3)® = (p2—pa)? (1.37)

u = (pl—p4)2 = (p2—p3)2,

les expressions équivalentes découlant de la conservation de 1’énergie-impulsion. Ces variables
sont illustrées sur la figure 1.1. Chacune des variables peut étre considérée comme une variable

2 » 4
F1G. 1.1 — Variables de Mandelstam pour un processus 2 corps — 2 corps.

“s” pour un processus croisé :

variable “ s 7 wvariable ” t “ variable “ u”
voies: 1+2—3+4 S t U
voiet: 14+3—2+4 t s u (1.38)
voieu: 1+4—3+2 U t s

En effet, une particule ¢ d’impulsion p; avec p° > 0 doit étre considérée comme son antipar-
ticule 4, d’impulsion —p; lorsque p° < 0. La méme amplitude M(s, t, u) décrit donc ces 3
réactions, ainsi que toutes les réactions de désintégration 1 corps — 3 corps (par exemple
1 — 2+ 3+4) et toutes les réactions inverses (par exemple 3+ 4 — 1+ 2), par prolongement
analytique sur les variables s, ¢, u.

On tire immédiatement de la conservation de I’énergie impulsion la relation

s+t+u=>y m?. (1.39)

Preuve:

15Gi I’on ne prend pas en compte des effets de spin.
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Il suffit de calculer 2(s + ¢ + u) en sommant les 6 termes de (1.37) et d’utiliser ensuite la
conservation de |’énergie impulsion :

2(s+t+u) = 327"%24‘2291'P2+2P3'P4—2P1'P3—2P2'P4—2P1'p4—2P2'p3

(2

= 3 mi+2pi-pa+t2ps-pa—2(pi+p2)- (03 +pa)

= BZm?%—(s—m%—mg)jL(s—mg—mZ)—2$:2Zm?.

En conséquence, 'amplitude diffusion ne dépend que de deux variables indépendantes. On
choisit conventionnellement d’écrire

M= M(s, t).

Dans le référentiel du centre de masse, un calcul élémentaire'® montre que

s+ mj—m3
2\/s ’

2

s+ mi—m3
2y/s ’
2

2 2
oo s+ my —mj oo s+ my — m3
2 ) 4 — .

25 25

En utilisant les relations (1.34) et (1.35) (ainsi que les expressions analogues pour les voies
croisées : pour la voie ¢ on considére A(t, m?, m3) et A\(¢,m3, m3) et pour la voie u on considére
Au,m?,m2) et M(u,m3,m3)) et les expressions précédentes des énergies dans le centre de
masse (et les expressions correspondantes pour les réactions croisées), on déduit les conditions
de seuils suivantes!'” :

Ef = E; =

(1.40)

voies: 1+4+2—3+4: s> (my+m)? et (m3+my)?

voiet: 1+3—2+4: t> (ml—l—m3)2 et (mg—l—m4)2 (1.41)

voieu: 1+4+4—34+2: u>(my+my)? et (my+ms)?

Il est souvent utile d’exprimer la section efficace différentielle (1.33) en terme des invariants
relativistes. Pour cela, exprimons I'angle de diffusion'® @ de la réaction en voie s :

t= (pl —p3)2 :m% +m§ — 2])1 cP3 = m% +m§ — 2E1 E3 +2|ﬁl\|ﬁ3\cose. (142)

soit
t—m% —m§+2E1E3

2 |p1l|ps]

cosf = (1.43)

16Par exemple pour exprimer Ej, il suffit de combiner (1.34) et E}? = 572 + m3.

"La condition & écrire est que pj et p; doivent étre positives, et que les énergies E; doivent étre toutes
positives.

18Noté 013 ou 0 dans la litérature : c¢’est I'angle de diffusion entre les particules 1 et 3, ¢’est-a-dire Pangle
de la diffusion en voie s.
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En terme de la variable u, 'angle diffusion s’écrit
mi—m3—s—u+2FE F;

- 1.44
2 |P1||p3| ( )

cosf =

Dans un référentiel arbitraire, pour s et E; fixés, F3 et |p3| ,dépendent de cosf, ce qui rend
la discussion délicate. Dans le référentiel du centre de masse, nous pouvons écrire

t—mi—m3+2EE;

cosf* = = (1.45)
21 p3
2 2 _ o 2 B E*
cosf* = ma T S* *u+ = (1.46)
21 p3

expressions dans lesquelles £}, E3, p} et pji sont fixées pour s donné par (1.40) et (1.34, 1.35).
On constate alors sur les expressions (1.45) et (1.46) que

réaction vers Pavant (§* =0) <= valeur maximale' (en valeur algébrique) de ¢

réaction vers l'arriére (0* = m) <= valeur maximale (en valeur algébrique) de u
(1.47)

Dans ce référentiel du centre de masse, on déduit donc de (1.45, 1.46) et de (1.34, 1.35,
1.40) que l'angle 0* peut étre exprimé dans ces variables invariantes :

cos 0" = t—mi—mj+2 B - s? + 5(2t —mi —m3 — m3 —mj) + (m} — m3)(m3 — mj)
2p1 p3 VA(s,m?,m3) A(s, m2,m?)
s(t —u) + (mf —m3)(m3 — mj) (1.48)
VA(s,mi,m3) A(s, m3, m3)
Remarque:

On constate sur cette relation que dans la limite de haute énergie ou s > —t, m?, appelée
limite de Regge, 0* — 0 puisque \(s,m?) ~ s® : dans cette limite, la diffusion vers I'avant
régit le comportement de I’amplitude.

Pour un s donné, la contrainte —1 < cos§ < 1 détermine la région physique en t :

t-<t<t" avec (1.49)

1
£ =3 md = (s +md = md)(s 4 md — md) F /A, mb,md) A, md,md)} . (1.50)

La discussion est plus éclairante dans le cas ou toutes les masses sont égales (m? = m?). On
a alors \(s, m?, m?) = s(s — 4m?) et
2t

=14+ —. 1.51
cos + P ( )

YNotée en général |t|,,in dans la littérature, car elle est en général proche de 0, donc ¢ est pratiquement
quasiment toujours négatif, et |¢| est alors en général supérieur a cette valeur [t|,in. On a [t]min = [t7], avec
t* défini par (1.50).
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Le domaine physique de la réaction est alors donné par les conditions

5 > 4m? et tm=4m? —s<t<t"=0. (1.52)
On vérifie alors que
— 4m?
u = —%(1—1—0039)
— 4m?
t = —%(1—6089),

et on retrouve le fait que
e t négatif, petit en valeur absolue, correspond & 6* petit (avant),
e u négatif, petit en valeur absolue, correspond a m — 6* petit (arriére).

Revenons maintenant a notre probléme consistant & exprimer la section efficace différen-
tielle (1.33) en terme des invariants relativistes. De (1.45) on tire

dt
dcosl" = ——. (1.53)
2pips
et donc, puisque d?*Q* = d¢* d cos0*, et en utilisant (1.33),
do do 1
—|M(s,t, ). (1.54)

dtde”  2pipi 2 12872sp

Dans le cas ou la réaction étudiée est symétrique par rapport a l’axe de collision, on peut
intégrer sur ¢* et donc

do 1

& = i MG (1.55)

Il est souvent utile en pratique d’exprimer la section efficace dans le référentiel du laboratoire,
dans lequel la cible est au repos. Plutot que d’expliciter le boost permettant de relier un
référentiel a ’autre, il est plus simple de passer par 'invariant relativiste . Posons

q=p1—P3=Ds— D2 (1.56)
Alors
t=q¢"= (p1 —p3)> =mi+mi —2E B3+ 2|p1||ps| cos 6. (1.57)
La relation py = py + ¢ permet d’écrire

mi=ms+2q-ps+q°

et donc
t=q*=—2q-ps+m2—mi=—2my(E, — Es) +m? —m? (1.58)

dans le référentiel du laboratoire ou la particule 2 est au repos. On tire donc de (1.57) et

(1.58), puisque |p3| = \/E3 —m3,

EsdEs
dt :_2E1dE3+2|p1| |—»|

cos O + 2 |p1||ps|d cos O = 2ms dEs5 (1.59)
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d’ou finalement, aprés élimination de dFs,

2mo |p1| |5

dt = 2 ﬁ
(mo + E)|ps| — B3 [p1] cos®

dcosf. (1.60)

Dans la limite ot m, et mg3 sont négligeable devant E; et E5, cette expression se simplifie en

dt — 2m2 E1 E3

= —E (1 —cos e)dcose.

En utilisant (1.57) et (1.58), on obtient
2 Ey E3(1 — cos 0) = 2my(Ey — E3) +m3 —m3

d’otu finalement
2 E?
dt = ——2 —dcosf. (1.61)
1+ may—my

mo Eq
Dans la limite ot Iénergie E; est grande devant m3, m?, on écrira

dt =2 E3dcosf. (1.62)
De l'identité

d*Q dcosf
d2Q  dcos*

(1.63)

et en égalant les deux expressions (1.53) et (1.60) obtenues pour dt, on déduit dans la limite
oumi; =msz = 0et my =my, que
*Q _ pi?
20 B2

(1.64)

Il nous reste a évaluer pj, qui vaut, d’aprés (1.34) et en utilisant (1.21),

. s—mj  myE

p1:2\/§_\/§

puisque s = (py + p2)? = my + 2my E; . et 'on obtient finalement

d*Q m3 E}
20 s B3

(1.65)

En combinant ce résultat avec 'expression (1.33), nous obtenons donc finalement la relation

do  E3 1
d2Q  m3 E? 6472

|M(s,1)]? (réf. du lab.). (1.66)
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1.2.4 Somme sur les spins

Rappelons tout d’abord que les bispineurs u®(p) et v*(p) sont solution de 1'équation de
Dirac, et que les bispineurs sont solutions de I’équation conjuguée, i.e.

(p—m)u(p) = @(p)(p—m)=0
(p+m)v°(p) = v(p)(p+m)=0. (1.67)
Les bispineurs sont normalisés suivant?’
#0) () = 2mET . ) () = —2m e (1.65)

et sont orthogonaux entre eux :

@ (p) v*' (p) = 0°(p) u” (p) = 0. (1.69)

Dans de nombreuses situations, il est utile de pouvoir sommer sur les polarisations des fer-
mions. Dans ce cas, les relations suivantes sont particuliérement utiles :

S w(p)a(p) = p+m. (1.70)

et

Y V) v(p) =p—m. (1.71)

1.2.5 Calcul des traces : un peu de y-gymnastique

Le calcul des sections efficaces, une fois les différentes topologies de diagrammes énumérées
et traduites algébriquement, se rameéne, lorsque des contributions fermioniques entrent dans
ces diagrammes, & un calcul de trace?! de produit de matrices de Dirac. Cette partie du calcul
est rapidement trés pénible, dés que les diagrammes se compliquent.

Nous donnons ici quelques identités utiles??. Rappelons tout d’abord que la matrice 7°,
qui permet de définir I’hélicité d’un fermion, s’écrit

V== (1.72)
C’est donc le produit d’un nombre pair de matrices . La matrice o est définie?® par
o =21, 7. (L.73)

L’ensemble des 16 matrices I, v#, o*, ° o, ~° forme une base des matrices de Dirac. Elles
vérifient les propriétés suivantes :

{7 = 29" (1.74)

o= 1 (1.75)
(", =0 (1.76)
[V’ o] = 0. (1.77)

2ONormalisation de Peskin-Schroeder. Dans Itzykson-Zuber, la normalisation est choisie sans facteur 2m .

21Dans la littérature russe, on utilise fréquemment la notation Sp pour la trace, abréviation de I’allemand
“Spur”. Les matrices du type p sont quant a elles en général notées p.

22Démontrées et discutées en détail dans Peskin-Schroeder ou Itzykson-Zuber par exemple.

23Cette notation est standard. Exception notable : dans Théorie Quantique Relativiste de Lifchitz et Pi-
tayevski (série des Landau), on pose o/ = £[y*, v].
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Nous donnons ici les principales formules permettant de mener a bien les calculs de traces :

Tl = 4 (1.78)

Try* = 0 (1.79)

Tro® = 0 (1.80)

Tr (nombre impair de matricesy) = 0 (1.81)
Tryty” = 4g" (1.82)

Tty = 4(g"g" — 9" 9" + g"7g"") (1.83)

Try® = 0 (1.84)

Try# y"y° = 0 (1.85)

Ty y Py = —4ieP (1.86)

oll €77 est le tenseur complétement anti-symétrique de Levi-Civita, avec?! %123 = 41 et
€MP? = —€p0 -
Le calcul des traces se fait en pratique, dés que les diagrammes se compliquent, a ’aide

de calculateurs algébriques?.

1.3 Théoréme optique

Toute théorie quantique définie de fagon cohérente doit étre unitaire. Ceci signifie que
partant d’une situation physique donnée (par exemple un état constitué de deux hadrons),
la somme sur toutes les probabilités d’obtenir tous les états physiques final doit étre égale a
1. Ceci s’écrit

S-ST=8".9=1. (1.87)

Réécrivons cette derniére identité a l'aide de la matrice de diffusion 7" : de S = 1447 on tire
(1—iTH(1+:iT)=1

soit
T'T = —i(T —TT)

soit encore matriciellement
(T g Ty = —i(T — T ;. (1.88)
Ceci s’écrit?®

> M My (21)'0% (P, — P) = —i(Myi — M) (1.89)

Dans le cas particulier ot i = f (état initial et état final identiques), cette identité se réduit
a

24Cette convention dépend des auteurs. La convention choisie ici est celle de Peskin-Schroeder et Itzykson-
Zuber.
250n peut citer par exemple FeynCalc sous Mathematica.
?De fagon équivalente, partant de S-ST =1, on obtient Y M, M}, (2m)*6* (P, — Pi) = —i(My; — M) .
n
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soit encore

et donc

> IMuil? (2m) 6% (P, — P) = 2Im M. (1.91)

La section efficace totale d'un processus ¢ — X s’écrit

Otot =

> @r)'t (P — P) (Ml (1.92)

1
24/ A(s, my, mg) 5

soit encore, compte tenu de (1.91),

1
Ctot = Im M;(s,t =0). (1.93)
A(s, my, mo)

C’est le théoreme optique, qui relie la section efficace totale du processus a la partie imaginaire
de I'amplitude élastique vers 'avant. Dans le cas ot les masses sont nulles ou négligeables,
ce théoréme se déduit a

1
Otot = gIm M;;i(s,t=0). (1.94)

1.4 Décomposition de Fierz

En dimension 4, les matrices de Dirac sont au nombre de 16 :

I's ry Y ' I'p
‘ (1.95)
I o =ghyl i
On pose?”
I,= @', (1.96)
On peut alors vérifier que
(7“)_1 = Yu = FVM 5 (O.,uu)—l = Ouw = FT/U/?
(1.97)

(V) =9 =Ta,, (°)'=—-ir*=T5".

On sait que le conjugué hermitique des matrices I'* s’obtient par entrelacement avec la
matrice 70 :
() =1

d’ott 'on déduit que toutes les quantités du type WI'®W sont hermitiennes.

Preuve:

-1 _

2TPour les matrices y* , ceci est compatible avec le fait que (y#)~! = vu (au sens du calcul covariant avec

le tenseur métrique gu,,).
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[TU]T = Wt (U0 T = Win0y 0Ty 0y = Uiy Ty = Urow

Partant de (1.97), on en déduit immeédiatement que
T[Ty = 455 . (1.98)

Toute matrice 4 x 4 peut se décomposer dans la base des matrices I'*, et I'identité précédente
permet d’exprimer facilement les coefficients de cette décomposition :

X = 2,10 = ira Tr (XT,) = ira Tr (XT). (1.99)
L’élément de matrice Xj; vérifie donc
Xpa = 0 0aa Xpa = %Faba X Ty (1.100)
et donc, apreés identification du coefficient de X3, ,
0p3 00 = 1L apa 1'%, (1.101)

qui est la décomposition de Fierz de I'identité pour les bispineurs. Cette identité est illustrée
dans la Fig.1.4.

b b b b
_1
i (n) ()
_ a a
a a

1.5 Kaléidoscope : un peu de couleur

Dans cette partie, nous allons développer un langage graphique tres pratique pour calculer
les facteurs de couleur.
Une représentation graphique des générateurs de l'algébre de Lie dans la représentation

fondamentale ti; est donnée par
j_; = a
; . t -

7 7
(1.102)
Les lignes fondamentales portent une fléche pour distinguer les représentations N et N qui
ne sont pas équivalentes pour N > 3.
La représentation graphique du générateur (¢*)7; est donnée par

L. = (Y5

) 7 - v

(1.103)
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Comme t* est hermitienne,

) = L = o = i

J 1 ( J
(1.104)
On peut bien str, en tournant le dessin de m, écrire
i
j i ?) j
a
(1.105)
donc 'hermiticité (1.104) a pour conséquence que
N
i i zT
a
(1.106)

Ces régles étant établies, un produit successif de générateurs s’écrit en remontant les fleches,
comme pour les matrices v de Dirac.
Les générateurs sont normalisés de facon conventionnelle par la relation?®

Tr (t¢") = 0. (1.107)

Cette relation, similaire & (1.98), permet de démontrer I'identité de Fierz

N

1 1
tijthe =5 (52'5 Ojk — ~70ij 5u) : (1.108)

Preuve:

L’idée de la preuve est identique a celle utilisée pour le cas des spineurs :
Iett* (a=1,---, N> —1) forment une base des matrices hermitiennes N x N. Pour une
matrice hermitienne A arbitraire, on peut donc écrire

A= T+t (1.109)

En utilisant (1.107), on en déduit 'expression des coefficients de la décomposition (1.109),
sous la forme

TrA
O = % et = 2Ti[t" A]. (1.110)

On peut donc écrire (1.109) sous la forme, en considérant le coefficient ij,

TrA
Téij + 2 tZz Agk t;l] - Aij

Z8(Ce choix est bien stir compatible avec la relation (1.10).
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soit encore, pour tout A,
1 a a
Ape N(Skz 0ij +2 i the — i 0| =0

ce qui achéve la preuve par identification du coefficient de Ay, .

Cette identité de Fierz peut se visualiser graphiquement :

1 14 ? l [ 1
P = j) (, (L)

Calculons a présent quelques facteurs de couleur typiques, que nous rencontrerons fré-
quemment.
De (1.108) on tire facilement®

a 4a a g4a 1 1 1 1 N2 _1
(t t )ij =ty tpe = Xk: ) (5ij5kk - Néik 5kj) = 2 (N - N) 57;]' = Wéij’

dont on peut donner une preuve graphique :

Ao ISR AW L A AW W

Ainsi
1 "0
). = 0;; = Cpd;; i.e. . =C 1.112
( )zg 2N J F Uij l.e J i Fj i ( )
Montrons a présent que
b b
1 1
) = ——th e = ——— : 1.113
00) ==yt e @i 2N J i (1.113)
Preuve:

En utilisant 'identité de Fierz on obtient

1 1 1
a 1b a __qa 4b a __ b _ b

29Ce résultat est mathématiquement prévisible : 17t est un Casimir de SU(N), donc d’apreés le lemme de

Schur c¢’est un multiple de Iidentité. Pour trouver ce facteur multiplicatif Cp, il suffit de calculer la trace
2

de t*t*, qui vaut Cp N (TrI = N). Or Tr(t%t%) = 16%¢ = =1 (nombre de générateurs— N? — 1), d’ot

9 2
Cp = N271.
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puisque t;’-,j, =0 (les générateurs sont de trace nulle).

T
[

Graphiquement :

A

i
NS

I DR I

1
N

ou 'on a utilisé le fait que =Trtt =0.

Des régles graphiques peuvent également étre établie afin de calculer les facteurs de couleur
des diagrammes non abéliens. Nous nous contenterons de montrer algébriquement 'identité
suivante :

facd fbcd — Néab = CA 5ab ie. %b = — CA amb (1114)

Preuve:
Tr ([t ¢ [t ) = Tr (i fothi ft)
1
— _facd fbce TI'(td te) — _5 facd Jcbcd7 (1115)
donc
facd fbcd — 97Tt ([ta7 tc] [tb, tc])
= —2Tr (¢t 8" 1ottt — Ot — 1)
= —2Tr (2874 — (t°¢" + 1" ¢%) 1°¢°) (1.116)

ou l'on a utilisé 'invariance de la trace par permutation cyclique, ce qui finalement donne,
en utilisant les relations (1.112) et (1.113), ainsi que la normalisation (1.107),

1 N% —
facd fbcd — 9Ty (__ e tb

1
ot h ) = 2N T (4% = N 6. 1.11
v N tt) r(t9tY) = N § (1.117)
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Chapitre 2

Quelques processus typiques en QED

2.1 Introduction

Le nucléon est un état lié (de quarks), soumis a l'interaction forte. Cette état est trés
fortement lié. Considérons en effet le rapport des énergies de liaison/énergie (ou masse) des
constituants typiques de la physique microscopique :

qq eV _5 , .,
Atome : ———— ~ 107° (dans le cas d’un électron lié au noyau
0.5 MeV ( yau)
8 MeV
N ——— ~ 1072
OV 940 Mev
1 GeV
Nucléon : —— > 1
ucléon < 1Gev =
Bien entendu, plus ce rapport est élevé, plus I'énergie potentielle des constituants 1’est.
Conséquences :

— il semble peu raisonnable de considérer que ces constituants sont quasi-libres.

— on ne peut considérer le systéme comme étant constitué d’un nombre fixe de consti-
tuants : création de paires — théorie des champs quantiques relativiste nécessaire
Cependant il se trouve que cette conclusion n’est pas aussi définitive qu’il n’y parait. Ainsi
la section efficace totale ete™ — hadron peut se prédire avec une précision excellente en
considérant le processus ee” — ¢g, ce qui revient en pratique a négliger I'interaction forte

responsable de ’hadronisation !
Partant en effet de la section efficace totale eTe™ — p*p~ dans la limite ultrarelativiste,
calculée a 'ordre des arbres en QED

2
O_e+ef_)u+/f _ Ara (2.1)
totale - 3E2 ’ .
c.m
qui vaut
pete e 86, 8 nbarn
fotate (Eem. en GeV)?
on déduit aisément la section efficace totale 0,5, "% :
ete™ —>qq ete™ _>/J+
Ototale E :Q Ototale (22)

21
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O [mb)]
)
I \HHH‘

10 \\\\\‘ \\\\\\‘ \\\\\\‘

I/ | 4 (28)

-~
!

-1
10

] L]
V5 [GeV] ’

F1G. 2.1 — Section efficace totale eTe~ — hadron et rapport R. En vert pointillé la prédiction
du modele de partons. En rouge la prédiction basée sur QCD a 3 boucles, accompagnée d’une
paramétrisation a la Breit-Wigner des états liés J/U, ¥(2S5), T(nS) (n = 1,2,3,4).

soit encore

ete~—qq
R= el (2:3)
totale
qui est égal a
RO =3%"qQ; (2.4)

en tenant compte du fait que les quarks possédent 3 couleurs pour le groupe de jauge SU (N, =
3). Notons que ce rapport R est défini par rapport a la section efficace du processus ee™ —
uwrpT et non ete” — ete™, ceci afin d’éviter le processus croisé avec échange d’un photon
dans la voie t, qui n’aurait pas d’équivalent dans le processus ete~ — hadron. En dehors des
seuils, cette prédiction est excellente, comme on peut le constater sur la figure 2.1.
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— Au dessous du seuil de production du quark c :

e (ONOREIE

— Entre le seuil de production du quark c et le seuil de production du quark b :

e[ G G) ()]

— Au dessus du seuil de production du quark b :

BG)-6)-0-6)]-5

Les corrections dues a QCD sont connues a 3 boucles et donnent

Ru,d,s,c,b =3

2 3
R= RO l1+%+02 (%) +a (2) +} ol Cp=1411 et Cy= —12.8. (2.5)
s m m

2.2 Annihilation e e” — p~ ' : Parchétype des réactions
dans les collisionneurs ete~

Considérons, a Pordre des arbres en QED, le processus d’annihilation e et — pupu™,
illustré dans la figure 2.2.

FI1G. 2.2 — Annihilation e"e™ — p~pu™.

L’amplitude de ce processus s’écrit, dans la jauge de Feynman,

iM = () (—iey") u'(p) (‘j) @ (k) (=iey")o” (k)

-7 @)y u(p)) (w(k)y.0 (k) (2.6)
ou s, s’ (o, 0’) sont les spins de I'électron et du positron (resp. p~ et u™).

Pour évaluer la section efficace du processus, il nous faut évaluer |[M|?%. Une identité
particuliérement utile permet de simplifier ce calcul. Considérons en effet le nombre complexe!
vy

(07*u)* = (07'u)" = ut (") ()10 = ul (7)1 v = uly Pyt v = ayt o (2.7)

11 est donc invariant par transposition.
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(rappelons que ¥ = Win0). Ainsi

.

e

IMP? = — (0(p")y"u(p) alp)y v(p")) (@(k)yo(K) 0(K ) yu(k)) . (2.8)

=)

Supposons maintenant que nous nous intéressions a la section efficace non polarisée. Nous
devons donc moyenner sur les spins de 1’électron et du positron incidents et sommer sur les
spins du muon et de 'antimuon émis, i.e. calculer

EZEZZZW(S,SAO—,U')F.
2 2

Examinons le premier facteur de (2.8) (qui concerne donc la partie “électron” de 'amplitude),
et écrivons explicitement les indices spinoriels (nous abandonnerons cette écriture dans la
suite). En utilisant le fait que les coefficients des quadri-spineurs sont des nombres, nous
pouvons librement les déplacer dans la relation algébrique, ce qui permet d’écrire

Z v (P)vhws (p)u s vevs () = Z vi (p Py Zub P)Ved

= (15’ — M) aa Ve (P + m)bc%d = Te[(p' —m)y"(p+m)"].
d’aprés les identités (1.70, 1.71). On a donc finalement

1

1 Y Ms,s' = o0,0)F = 46—;Tr[(75’—me)7“(75+m6)7”] Tr[(k4my) v (K =mu) ] (2.9)

s, s 0,0

Le calcul se raméne donc a celui de traces de produit de matrices de Dirac. En appliquant
les relations (1.81), (1.82) et (1.83), on en déduit immédiatement

v 1 / v ",V v v /
Uiy = 3T = mey* (b +me)y” = 2[p"p" +p"p — g™ (p-1' + me)] (2.10)
et
1 /
Ly = §Tr[(k + my) V(K — mu) ] =2 [kukz/x + k,,kL — G (k- K+ mi)] : (2.11)

Nous utiliserons réguliérement les tenseurs ci-dessus, appelés tenseurs leptoniques.
Le carré de amplitude moyenné (2.9) se déduit immédiatement de (2.10) et (2.11), aprés
contraction sur les indices p, v. On obtient finalement

_Z|M|2_€wx

spins

_ 8 — - k) K+ - k)@ k) +mi(p-p) +mik-K)+2mim;] . (2.12)

Pour aller plus loin, il nous faut choisir un systéme de référence. Plagons nous dans le réfé-
rentiel du centre de masse, et négligeons a partir de maintenant la masse de I’électron devant
toutes les autres quantités en jeu. Notant F ’énergie de chaque particule, et 6 'angle de dif-
fusion (angle entre 'impulsion de e~ et I'impulsion de p~ (voir la figure 2.3)), nous pouvons
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F1G. 2.3 — Annihilation e"e™ — p~p™ dans le systéme du centre de masse.

écrire
F=4F*(=s=W*"?), p-p=2E", (2.13)
p-k:p'-k':EQ—E|E|cos9, p-k':p'-k:E2+E|E|cos9. (2.14)
L’expression (2.12) s’écrit donc
1 2 8e! 2 i 2 2 7 2 2 72
1 Z IM|* = G B [E (B — |k|cos0)® + E*(E + |k|cos0)” +2m; E
spins
2 m2
= ¢ [1 + E_g + ( - E_g) cos” 9] : (2.15)
puisque |k[2 = B2 — m; .

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la section efficace du processus : en utilisant
(1.66), nous avons donc

do |k 1 1

2 2 2 2
, o [ om? m, m,
a*Q E 64n2s4 M| 4s E? [ * * (

5 EQ) cos” 9} . (2.16)

La section efficace totale s’en déduit par intégration sur d?Q* = d¢ d cosf, en utilisant

1

-1

/(1+Cos29)d0089: g,

d’ou
2 2 2
ete-—ptu-  Ama my, 1 1my, .
= - — —— ef. du c.m. 2.17
o - s ) (2.17)
qui se réduit, dans la limite des trés grandes énergies (£ > m,,), a
etem —utp- Ao
Otot ~ 35

(2.18)
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La section efficace (2.2) pour le processus ee™ — ¢ ¢ discutée dans 'introduction s’en déduit
immédiatement, en tenant compte du fait que chaque quark possede N. = 3 couleurs, sur
lesquelles il faut sommer, et en remplagant la charge —|e| de Iélectron par @ le| (Q = 2/3
pour u, ¢, t et @ = —1/3 pour d, s, b.).

Ceci ne justifie pas le fait que ce calcul permette de décrire avec une bonne précision la
section efficace ete™ — hadrons. Cette justification repose sur la liberté asymptotique, i.e.
sur le fait qu’a grand s, les corrections au processus ete™ — ¢ @, correspondant a la prise en
compte de la radiation des gluons, des corrections virtuelles, etc... sont trés supprimées, en
raison du fait que ’échelle du couplage fort ag qui intervient typiquement dans I’évaluation
de ces corrections perturbatives est de ’ordre de s : pour s > Agep, le couplage est petit,
et les corrections sont donc faibles. Une justification basée sur la théorie des champs est
possible : elle consiste a montrer que ce rapport R est dominé par le comportement a courte
distance d’un corrélateur courant-courant. On développe ensuite systématiquement ce produit
d’opérateurs sur une base d’opérateurs locaux (approche due a Wilson). Nous discuterons
plus loin cette approche dans le cadre de la diffusion profondément inélastique, que nous
allons a présent aborder, en considérant a nouveau un processus électromagnétique typique.

2.3 La diffusion ey~ — e~ : le processus de référence
pour le modéle des partons

Considérons a présent le processus e~ u~ — e~ , illustré dans la figure 2.4. L’amplitude

P P

7

/,Li D2 p/2 qu
FiG. 2.4 — Diffusion e" = — e~ pu~ a 'ordre des arbres.

de ce processus s’écrit

1 et

4 Z (M(s,s" = a,0")|* = 4—q4T1"[(]é/1 +me) " (Pr + me)y" ] Te[(9s + mp) v (P2 + my) )
= %%Tr[(— L= me)y* (P + me)] %Tr[(ﬁ’z + ) (P2 — )] (2.19)

On constate sur cette relation que "amplitude peut s’obtenir a partir de "amplitude (2.9) du
processus e" et — p~uT par le changement de variables

p—p, p—-p, k—py, kK — —ps. (2.20)
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Elle s’écrit

—Z\MF —6“” ) v (2.21)

spins

avec?

1
Ueyr = +5T[(B1 + me)yu(Pr + me)w] = 21, + 21, oo+ (me = p1-ph) gl (2.22)

et
1
by = 5Ty +me) (P + me) ] = 2 [p2p by + Doy P2v + (my — pa- 1) Gu] - (2.23)

Le calcul de (2.19) s’en déduit immeédiatement :

. Z M| = [( ) (Ph - p2) + (- p2) (B - ) — m(py - ph) — md(pa - ph) +2mim?]
spms

(2.24)
Nous allons cette fois, en vue d’une application qui va suivre dans le cadre du modéle des
partons, évaluer cette section efficace dans le référentiel du laboratoire de p~. Nous posons
donc

p = (E, p1), =(E',pY), p2=(M,0). (2.25)

L’angle de diffusion est noté 6. A nouveau, nous allons négliger la masse de I’électron, et nous
pouvons donc écrire que |py| = F et |p| = E’. Le photon échangé, de virtualité

0
=(E—-E)?—(pp —p))* = —2EF'(1 — cosf) = —4EE’ sin® 3 (2.26)

est donc de genre espace. On pose conventionnellement Q? = —¢°.

Les différents produits scalaires intervenant dans (2.24) s’écrivent alors
propa=pyph=muE,  pypp=piopy=muE,  prph=EE(l-cosf), (2.27)

d’ott 'on déduit que

0
—Z|M|2 86 m +E’2—2EE’sin2§. (2.28)

spins

Cette expression peut se simplifier en utilisant le fait que le processus est élastique : comme
Py =p2ta, 2 2 2
Py =Py +2p2-q+q
conduit a
Q' =—¢=2py-q=2ps-(p1 —p}) =2m, (E - E'). (229)
On en déduit alors que
2 4 2
_SP;S‘MF 166 m’E E' % +coszg = 13; m2E E' |cos® g + QQTELSHF% ,
(2.30)

2(es tenseurs leptoniques s’obtiennent, au signe prés, a partir des tenseurs leptonique du processus e " et —
pu~pt par le changement de variables (2.20).
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d’ou finalement, en utilisant (1.66),

dot e o’

d2Q) B 4 2 sin4g

+ 22 sin” 3 (ref. du lab.). (2.31)

g coszg Q@ i ef
E 2

2.4 Variables de Mandelstam, croisement

Sil’on introduit les variables de Mandelstam des deux processus e et — p~ptete = —
e~ que nous venons d’étudier

s=+p)  t=@-k" u=@-F) (2.32)
S=(p+p)? t=m-n)? a=(-p), (2.33)

on constate que la transformation (2.20) correspond au croisement
(s, t, u) — (L, 4, 3). (2.34)

Si l'on adopte dés le départ comme notation pour les impulsions
e (p)p (=K) — e (=p") (),
et que nous comparons ce processus au processus e e” — p~ut (voir Figure 2.5) ce croi-

sement devient explicite. Nous allons montrer qu’il correspond au croisement (s, ¢, u) —
(t, u, s). Plus généralement, les trois processus correspondant aux voies s, ¢t et u sont les

po =k kop”

F1G. 2.5 — Diffusions e"et — p~pu* et e~ — e pu~ a lordre des arbres, avec la méme
cinématique.

suivants :
e M e M
wies: e (p)+et) - () )L O . >“W< .
voie t 1 e~ (p) +put(—k) — e (=p) + p*(K) pt >©< ptoopt pt
e poooe / M
voieu: e (p)+u (=K)—pu (k)+e (=p) B >Q< B
K € I e
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Le croisement permettant de passer de e”e™ — pu~ut a e u~ — e p~ seffectue comme suit :

e [ e e e €
>vw< s<1 sS—u
+ +
e ol #Jr H+ e e
M (5 8 ) M= E (s, ) M= (tu s)
= M= (s 8 ) = MR (5,8, u)
(2.36)

ou de fagon équivalente

e W ‘ / a ‘ ‘
>M\W\< Su u<—t
6+ ,u+ _ o _ -

I I It
ME =11 (s ) ME =1 (1 ) ME =i (¢, s)
— M= (5 ) — MEH = (5,8 )
(2.37)

qui correspond bien a (s, t, u) — (t, u, s).
Ceci peut bien str se vérifier algébriquement sur les amplitudes calculées précédemment.
En explicitant les variables de Mandelstam du processus en voie s

s=@p+p)=2m?+2pp = (k+k)?=2m+2k K
t:(p—k)2:m§+mi—2p~k:(p/—k')2:m3+mi—2p/~k',
u:(p—k')22m5+mi—2p-k':(p’—k‘)2:mz+mi—2p'-k,

on déduit donc que

2p-p =s—2m?, 2p-k=m2+m’ —t, 2p -k =m?+m’, —u
(2.38)
2k-k:’:s—2mi, 2p’-k’:m§+mi—t, 2p’-k:m§—|—mi—u.
L’amplitude (2.12) du processus e~ (p) e (p') — p~ (k) u (k') peut donc s’écrire
= Z IM|? = [(t—m —m2)? + (u—m —m)? +2m(s —2mZ) + 2m’(s — 2m})
spms
—|—8m3 m? ]
soit, encore, en utilisant s + ¢ +u = 2 (m_ +m3),
- Z IM|? = t2 tu?+2(m+m?)(2s —m?—m2)]  (e7et —pTpt)|  (2:39)
spzns

Le méme jeu pour le processus e~ (p) u~(—k') — e~ (—p) u~ (k) conduit &

1 2¢!
EZ‘MF = — [(w—mZ—m2)*+ (s —mi —m2)* —2m’(2m. —t) —2m2(2m;, —t)
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soit

—Z IMP = [P+ u? +2(m2+m2) (2t —m2 —m2)]  (ep” —epT)|  (240)

spins

On constate algébriquement sur ces deux expressions que ’on obtient bien (2.40) & partir de
(2.39) en faisant (s, t, u) — (¢, u, s).

Pour terminer, donnons 'expression de la section efficace du processus e"pu~ — e~ pu~
exprimée dans les variables de Mandelstam (qui donne directement I’expression de la section
efficace dans le centre de masse grace a la relation (1.53) : dt = 2pj p} dcos "), expression
qui nous servira de point de départ pour construire le modeéle des partons. D’aprés (1.55),

do® 1 e

dt 647rspz24 Z M (241)

spins

et donc, en combinant (2.40) avec 'expression (1.34) de p},

do® = 21 o
dt t2\(s, mZ, m2)

(2.42)

x{32+[s+t—2(m§+mi)} +2(m2+m )(2t—m2—m2)}.




Chapitre 3

Facteur de forme du nucléon : un test de
la structure interne des hadrons

3.1 Cinématique de la diffusion lepton-nucléon

Considérons la diffusion d’un lepton, par exemple un électron, sur un nucléon. Les va-
riables cinématiques sont fixées suivant les relations suivantes, en accord avec la figure 3.1

g=k—Fk, v=p-q/M, W?*=p>=(p+q)?. (3.1)

W est donc I'énergie totale dans le centre de masse du systéme v* (ou Z°)-nucléon. W vérifie
I'inégalité
W?=q¢+2Mv+ M?*> M?, (3.2)
'égalité W?2 = M? correspondant a la diffusion élastique.
Dans le référentiel du laboratoire, les impulsions du nucléon cible et des leptons entrant
et sortant s’écrivent

pu = (M,0,0,0), k,=(E k), K, =(E, k). (3.3)

La quantité v = E' — E’ mesure donc la perte d’énergie du lepton, ou encore I’énergie dans
référentiel du laboratoire du boson échangé. En négligeant la masse du lepton, ce que nous
ferons systématiquement, nous avons

F=k-K)P~-2k-kK=-4EF sin”~ <0, (3.4)

| D

ou 0 est angle de diffusion du lepton. On vérifie sur cette relation que le photon (ou le
Z%) échangé est de genre espace ou lumiére et I'on pose traditionnellement, comme pour le
processus ey~ — e~ p~ que nous venons d’étudier,

Q= —¢*. (3.5)

Plusieurs régimes vont nous intéresser.

Le premier régime, appelé diffusion de Mott, est le régime ou (Q? est quasi nul, et pour
lequel D'effet de recul du proton est négligeable, i.e. £ ~ E’. Le proton peut alors étre
considéré comme ponctuel, caractérisé uniquement par sa charge.

31



32 CHAPITRE 3. FACTEUR DE FORME DU NUCLEON

Fia. 3.1 — Diffusion électron-nucléon.

Le régime donnant acces a des informations globales sur le nucléon est le régime pour
lequel Q? est petit ou du méme ordre que sa masse. Dans ce cas, la diffusion sera essentielle-
ment élastique, éventuellement quasi-élastique (production du nucléon excité). On aura ainsi
acces a la distribution de charges et de moment magnétique dans le nucléon (distributions
typiquement exponentielles en fonction de la distance au centre), et en particulier & son rayon.

Dans le régime ott Q% > M?, dit de diffusion profonde, on sondera au contraire I'intérieur
du nucléon avec une résolution trés fine, typiquement en 1/Q) , ¢’est-a-dire bien plus faible que
le rayon du nucléon, et 'on aura accés a ses constituants, les quarks. La QCD perturbative
est alors succeptible de fournir des informations sur cette section efficace.

Pour Q% grand, la section efficace est expérimentalement dominée par les événements
inélastiques, correspondant a W?2 > M?. Le nucléon est en effet soumis & un choc trés
violent et la probabilité pour qu’il se disloque est trés grande. On parle alors de diffusion
profondément inélastique.

Enfin, dans le régime ou W2 > Q2 > M?, qui correspond & la limite de Regge per-
turbative, ou encore de petits xp;, le processus est complétement dominé par les émissions
radiatives de quarks de la mer et de gluon.

Notons que le régime W?2 > M?, dit de Regge, n’est succeptible d’étre décrit avec des
méthodes utilisant la QCD perturbative que si Q2 > A%CD.

3.2 Courant hadronique et facteurs de forme

3.2.1 Paramétrisation du courant électromagnétique d’un hadron
étendu

Supposons que (Q? est suffisamment faible devant Mo et développons le lagrangien de
QED a l'ordre le plus bas dans I'interaction

Lint = (—|e| Wy, ¥, + e J;™) A (3.6)

ou J;™ est la partie hadronique du courant électromagnétique. L’amplitude du processus
s’écrit alors!

M, = Ea(k, Xy u(k, A>;<nu:;“1<o>\p, o) (3.7)

ou A, N, o désignent respectivement les polarisations de I’électron incident, sortant, et du
nucléon incident.

!Le courant est fonction de la position x, mais par invariance par translation, on peut choisir z = 0.
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Nous allons tout d’abord examiner le le cas élastique, qui correspond a la situation ou
X (p,) = nucléon. Nous notons par Q la charge électrique du nucléon, en unité de |e|. L’élé-
ment de matrice du courant électromagnétique se décompose alors sous la forme

(NGO OIN ) =) |3 () + 0™ 0,35 Fa(e)| ulp). (3.8)

C’est la facon la plus générale? de paramétrer une fonction de corrélation a 3 points eey
qui respecte la conservation du courant électromagnétique et l’'invariance par parité, ce qui
interdit la présence d’une matrice 5. Les coefficients Fy(¢?) et Fy(¢®) sont réels dans le canal
de diffusion ¢> < 0 qui nous intéresse ici.® Cette expression respecte bien la conservation du
courant. En fait, chacun des deux termes correspond a un courant séparemment conserveé :
le premier terme conduit a

¢"u(p’)yuulp) = (0" — p)*a(p’ ) yuulp) = a(p') (¢ — p) ulp) =

d’aprés I’équation de Dirac (les états initial et final sont réels et satisfont donc cette équation,
avec une masse identique), et le second est conservé par antisymétrie de o, qui s’annulle
apres contraction avec le tenseur symétrique q,,, -

La conservation du courant a pour conséquence celle de la charge électrique totale. En
considérant la diffusion de la particule sur un champ électrostatique (pour lequel ¢ = 0),
variant lentement spatialement, et donc concentré autour de ¢ = 0, on normalise cette diffu-
sion & celle sur un potentiel coulombien. Cette limite permet de montrer que pour I’électron,
F1(0) =1 (a tous les ordres en perturbation), qui correspond a la conservation de la charge
électrique (en unité de e = —|e|)*. Dans le cas de la physique hadronique, en normalisant par
rapport a la charge |e|, cette contrainte se généralise immeédiatement & F;(0) = Q ot Q est
la charge électrique en unité de |e|.

Le premier terme de la décomposition (3.8) est appelé courant de Dirac, tandis que le
second est le terme de Pauli (appelé aussi terme de courant magnétique anormal, appelation
que nous allons justifier plus loin.

Ce premier terme, de type courant @(p’)y,u(p) , décrit a la fois une interaction électrique
et magnétique. En effet, de I'identité de Gordon®

) 7w ) = S AN P i D)), (39)

on peut tirer une réécriture du courant u(p’)y,u(p) comme la somme de deux termes, qui
sont séparément conserveés :

i) 7 Fi(g?)u ) = L) B s4) o/ — phoat) . (3.10)

Le premier est un terme de spin 0, qui est le seul terme possible lorsque 1’on cherche a
paramétrer le facteur de forme d’un pion par exemple®.

a(p')(p + p)lu(p) + 1

*Un terme en T(p’) (p), +p,)u(p) est aussi a priori possible, puisqu’il satisfait a la conservation du courant.
Mais il est redondant puisqu’il peut se réécrire sous la forme (3.8) en utilisant 'identité de Gordon (3.9).

3Ceci peut se justifier par la contrainte d’unitarité (1.89) qui devient triviale dans le canal de diffusion.

411 est traditionnel en QED de travailler en unité de e = —|e|.

>On explicite momentanément les indices de polarisation afin de faire ressortir la structure bi-spinorielle de
cette équation. Des équations analogues existent entre solutions de 1’équation de Dirac d’énergies négatives,
ainsi qu’entre solutions d’énergies positives et négatives.

6Ceci est en accord avec le terme de vertex 7wy de QED scalaire, qui a la forme —ie(p,, + pit), avec p
entrant et p’ sortant.
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Le second terme est un terme de magnétisme. A nouveau, un calcul dans la limite classique
ou la diffusion s’effectue cette fois sur un champ magnétostatique lentement variable permet
de montrer que ce terme est responsable de ’apparition d’'un moment magnétique (i, que ’on
écrit conventionnellement sous la forme

. q ) a
=g(— )= 3.11
fi=g <2m 5 (3.11)
ou § = /2 est le spin de la particule de spin 1/2, et ¢ sa charge. g est appelé facteur de
Landé. Rassemblant les deux contributions provenant de F(0) et F5(0), g s’écrit

g =2[F1(0) + k F5(0)] = 2Q + 25, (3.12)

en normalisant arbitrairement F5(0) = 1. Dans le cadre de la théorie de Dirac d’une particule
ponctuelle de spin 1/2, et de charge Q, g = 2Q. La déviation par rapport a cette valeur est
donc due a la présence éventuelle d’une contribution provenant du second terme de (3.8),
d’otul le nom de courant magnétique anormal. Fixons les notations. En définissant le magnéton
de Bohr et le magnéton nucléaire par

le|h
= - 3.13
UB o, ( )
lelh
= 5 3.14
fn 2m,,’ (3.14)
on a
Giepton
Hiepton = ! ;t UB = ,UB(1 + K'lepton) (315)
9Baryon
KBaryon = B2y UN = ,UN(Q + /{Baryon) . (316)

3.2.2 Moments magnétiques des leptons et des nucléons

Nous rassemblons ci-dessous les valeurs expérimentales mesurées pour les moments ma-
gnétiques de e™, =, p et n.

particule Lezp. précision K Hponct.  Mquarks

e 1.0011596... 4.10712 .0011596... 1

1 1.0011659... 6.10719 .0011659... 1 (3.17)
P 2.7928473... 1078 1.7928473... 1 2.82..

n —1.9130427... 251077 —1.9130427... 0 —1.88..

En ce qui concerne les leptons, la comparaison avec le modeéle de Dirac montre que les mesures
sont compatibles avec le fait que les leptons sont des particules ponctuelles. Les corrections
théoriques, connues avec la méme précision que la précision expérimentale, montrent que les
leptons sont ponctuels, dans 1’état actuel des connaissances. La premiére correction, prove-
nant de la correction virtuelle QED & une boucle (diagramme triangle) au vertex eevy, donne
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Ke = 5-. Les contributions provenant des interactions faibles doivent également étre prises
en compte, ainsi, aux ordres suivants, que les contributions hadroniques. Il faut noter que les
mesures de ces moments magnétiques avec une grande précision sont trés utiles, car la préci-
sion actuelle des mesures et des calculs pourrait donner accés (a condition de bien controler
les contributions hadroniques) a des signaux de physique au-dela du modéle standard.

Pour les baryons, les résultats expérimentaux montrent clairement qu’ils ne peuvent étre
considérés comme étant ponctuels. Dans la colonne de droite, nous donnons les valeurs at-
tendues pour les moments magnétiques, en utilisant un modéle de quarks constituants’, pour
lequel le moment magnétique total est la somme des moments magnétiques des quarks® qui
constituent le baryon®. En tenant compte des fonctions d’onde du proton et du neutron, on
obtient

1 1
pp = g(4hta = pa), et pn = (4 pa = ) (3.18)
qui respecte bien la symétrie d’isospin. Le méme modéle s’étend avec succés aux autres
baryons.

3.2.3 Facteurs de forme électrique et magnétique

Il est d’usage d’introduire les facteurs de forme électrique et magnétique de Sachs

Geld®) = R)+ L) (3.19)
GM((]2) = Fl(q2)+/<oF2(q2). (320)

Pour éclairer cette définition, il est instructif de se placer dans le référentiel de Breit, référentiel
du centre de masse du systéme constitué de la cible entrante et sortante, dans lequel p4-p” = 0 ,
et donc py = p, . Dans ce réferentiel, la cible fait marche arriére avec 'impulsion qu’elle avait
avant l'interaction. L’énergie qo transférée par le photon, ainsi que le transfert d’impulsion
sont nuls. Ce référentiel est donc particuliérement adapté pour donner une image physique
de la diffusion, pour lequel le champ extérieur va se comporter comme un champ statique
uniforme. On montre alors que les facteurs de forme Gg et Gy peuvent étre interprétés comme
les transformeées de Fourier des distributions de charge électrique et de moment magnétique
du proton'. Bien entendu, cette image reste valable dans le référentiel du laboratoire, dans la
limite non relativiste, a condition que I'impulsion transférée soit négligeable devant la masse
du nucléon, i.e. |¢] < m,,.
La contrainte F1(0) = Q conduit alors &

Ge(0)=0Q et Gu0)=' =0+, (3.21)

"Dans ce modeéle, la masse des quarks constituants u et d est fixée & m = 333MeV.

8Pour chaque quark i, on a donc p; = Ql% avec Q; =2/3 ou —1/3.

90n ne s’intéresse pas ici aux états excités et on néglige donc les effets diis au moment orbital

00n notera que le terme de distribution de charge électrique Gz (Q?) (3.19) regoit une contribution pro-
venant du terme de Pauli, puisque ce dernier terme posséde un couplage non nul & un champ électrostatique
A, = (o, 0), sauf pour § exactement nul.
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3.2.4 Résumé

Rassemblons les différentes formes équivalentes du courant hadronique (3.8). Pour alléger
les expressions, on n’écrit pas les spineurs'®, et 'on pose

(N(p")IJE,(0)|N(p)) =7a(p)TL, ulp). (3.22)

Les expressions qui suivent se justifient en utilisant 'identité de Gordon (3.9). Posant P =
p+p avec

P?=4M?* 4 2p-q=4M? — ¢*, (3.23)
on a
PH IiFQ
e =2M(Gg —Gy)— + Gy = ———P"+ Gy " 3.24
em (GE M)P2+ MY 5 + Gmy (3.24)
2
q P“ GM F1 GM
=2M — — Mgy — 2 proy g G 9
(GE 4M2GM) 2 Higa 0 =g Hig o w (3.25)
= (402G — ) L — i G — G = R+ iRy (3.26)
= EQMﬁ ZEE MU(]V—’Vllaquz- .
Dans la limite d’une particule ponctuelle, pour laquelle
F(®)=Q,Fa(¢®)=1,5k=0, et  Gu(¢®)=GCGul(d®) =Q, (3.27)
le courant s’écrit
It = Q" = gP“ + EU’“’qy part. de spin 1/2 ponctuelle. (3.28)
o 2M 2M

Par comparaison, le courant d’un méson de spin 0, par exemple un pion, s’écrit

(m(p")|JE (0)|m(p)) = P*F part. de spin 0 (3.29)

ou F est une fonction scalaire vérifiant F'(0) = Q. Ce courant se réduit a

(m(p")|JH (0)|m(p)) = QP* part. de spin 0 ponctuelle (3.30)

dans le cas d'une particule ponctuelle.

3.3 Section efficace et tenseur hadronique

3.3.1 Des tenseurs hadroniques et leptoniques aux sections efficaces

Afin de préparer I’étude de la diffusion inélastique que nous allons aborder dans le chapitre
4, donnons dés a présent ’expression de la section efficace différentielle non polarisée, pour
un état final hadronique arbitraire (donc élastique ou inélastique). Elle s’écrit, d’aprés (1.16)
et (1.21),

doy = oA ﬁ o EZW *(2m)"0%(p + k — K = pn) (3.31)
" 2M2E (2m)32ky 1 (2m)3 2pind S5 g a |

=

HUles relations écrites sont donc équivalentes & condition de considérer 1’élément de matrice
(N ()T (0)IN (p))
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ol nous avons séparé 'espace des phases de 1’état final en le produit de I'espace des phases
n

de D’électron lepton sortant et des hadrons formés, et ou p, = > p; est 'impulsion totale du
i=1

sytéme hadronique produit. L’amplitude M, est donnée par (3.7). Nous pouvons donc écrire

do,, sous la forme

—6 L & 1 " A AH = (1 \/
i = _42_(%)73%"2 a(k, X )y ulk, Aa(k, Ay u(k, X)
1 & dpz 1 om om e ,
H 27 2 pio QZQ”"U [n)(n| TS |p, o) (27) '8 (p + k — K — pa) . (3.32)

Si on intégre sur tous les états hadroniques formés (la section efficace est alors dite inclusive),
nous pouvons écrire

et 1 &K
do = ————27W"1,, 3.33
7T f2E 22k (3:33)
ol £, est le tenseur leptonique (2.22)
Loy T &
g,ul/ = 5(% i k%/) =2 k,u ku + kﬂ kl/ + 59#1/ (334)

(puisque ¢? = 2m? — 2k - k') et WH est le tenseur hadronique®®

w=4MZZ / H % —{p. 0| ) (| |p. ) (276 (0 p ). | (3.35)

On a donc, aprés simplification,

d*o a E
PQdE ¢ F

o WH (3.36)

ou 'on a utilisé I'écriture de ’élément d’espace des phases de ’électron sortant sous la forme

&K d*QdAE'E'
(2m)32k" 1673

(3.37)

3.3.2 Le cas particulier de la diffusion élastique

Dans le cas élastique, la cinématique est fixée par la mesure de ’énergie E' du lepton
sortant ou de fagon équivalente par la mesure de 'angle de diffusion 8 . Ceci est la conséquence
de la relation d’élasticité p’ = p + ¢ qui conduit a

pP=M=(p+q)=2p-q+q¢ + M

soit
6
2p-q+q¢°> =0 ouencore M(E — E') =2FE E sin® 5 (3.38)

120n absorbe conventionnelement un coefficient 1/(2M) dans la définition du tenseur hadronique, corres-
pondant & la densité de la cible, et un facteur 27 en vue d’un passage a la limite plus naturel au cas de la
diffusion élastique.
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On tire immédiatement de cette relation que

1
Fr=F—— 3.39
1+ Q%Sinzg ( )

et donc dans la limite d’une diffusion élastique vers ’avant, le photon échangé devient réel
et mou (i.e. son énergie et son impulsion tendent vers 0) : on parle de limite eikonale.

La section efficace élastique s’obtient simplement en remplagant dans la relation (3.36) le
tenseur WH par le tenseur élastique

e ]- d3p/ em om
Wi = 1372 :/W@,UIL )Y@ p, ) (27)°8 (0 — p — q)
o 0
1 1
= 7 25y W )0 — M~ go). (3.40)
- 0

Dans ce dernier cas, I'énergie £’ est complétement fixée par la cinématique, i.e. par la mesure
de I'angle de diffusion @ et par la connaissance de I’énergie E. Le lien entre diffusion inélastique
s’établit en remarquant que

i /_ - _i / /_ _ / o EI/ /_ /
S0lb = M = a0) = S8 (E) — M — E+ ) = 5pd [~ (5, 0)
_ 1 g

Preuve:

Nous procédons de fagon analogue a la preuve de (1.28) :

-1

d(py(E') + E') S|E'— E'(E, ). (3.42)

dr’

SUh(E) - M — B+ ] = |

Or puisque p =0,

th= VB A M = /T =\ (R = F)? 4+ M? = (B> + B ~2 B I cosf+ M?)'/?

d’ou
dpo(E')+E']  E —FEcosO+py, E+M-—FEcost) ME

dE’ Ph Po D E
ot I'on a utilisé la relation 2p - ¢ + ¢*> = 0 qui donne E'(E + M — E cosf) = M E.
L’expression (3.41) s’obtient de la méme fagon en partant de (3.38), qui s’écrit

2 2EE ,0
V—|—2q—M:E—E’— iV sin2§
d’ou ’on tire
8<V+i) °2F ,0 E
M) a2l =2 (3.43)



3.3. SECTION EFFICACE ET TENSEUR HADRONIQUE 39

et donc
N
e 0 (1/ + 2‘1—M> E
) = S|E'—FE'(E,0)=—=0[FE — E'(E,0) . 3.44
(v4557) = |- 2| - @ 0= Lol - B E 0. (B4
Posons
v ]‘ em em
Heul = 5 Z<p70-|‘],u |p/><p/|Ju |p> U) : (345)
Nous pouvons donc écrire
1 q>
el v
ij = 4M25 (l/ + m) Heul s (346)
et la section efficace élastique s’écrit, en utilisant (3.36),
d20_el Oé2 E/ q2
e : e 3.47
d0dE g B i (”2]\4) (3.47)
soit encore, aprés intégration sur E’ | et en utilisant (3.41)
d20.el Oé2 El2 5
dQ - F ﬁ EM,/ Heul . (348)

on B = F + %. Bien entendu, nous aurions pu obtenir ce résultat a l'aide de (1.66), qui
donne directement I'expression de la section efficace d’un processus a deux corps dans le
référentiel du laboratoire.

Nous sommes maintenant en mesure de mener complétement le calcul de la section efficace
élastique. La premiére étape consiste a évaluer le tenseur hadronique HY” .

3.3.3 Calcul du tenseur hadronique élastique

Le calcul, dont la partie algébriquement pénible est I’évaluation des traces de produits de
matrices de Dirac, peut étre assez simple ou au contraire trés fastidieux selon la facon dont
on écrit le courant hadronique. L’écriture du courant comme la somme d’une contribution
scalaire et d’une contribution avec une matrice v, suivant (3.24), se révéle la plus économique,
puisque le calcul va faire intervenir au maximum le produit de 4 matrices . En revanche, si
I'on part de I'écriture du courant comme la somme (3.26) d’un terme de Dirac et d’un terme
de Pauli, on est conduit & calculer la trace de termes'® contenant jusqu'a 6 matrices 7!

13Gi 1’on méne le calcul sous cette forme, on prendra garde & présence d'un facteur i dans I'écriture (3.26).
On doit donc, lorsque I’on utilise la relation (2.7) pour évaluer le module carré de 'amplitude (avec ’habituelle
moyenne et somme sur les spins), écrire celui-ci comme % (p/ + M)(y* Fy + 0" q, 55 F2)(p + M)(v* Fy —
10" gy 557 F2) -
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Partant de (3.24), nous obtenons donc

HY = 1Tlr [(16’+M) (—iP + Gy " ) (15+M)( QZP + Guy” )}

2 2M
= L\IZET (¢ + M)Pu(p+ M)P)] + Gy Tr (B + M) (p+ M)y,
- “F2 ﬁM (iTr (¢ + M)P,(p+ M),] + %Tr (8 + M)y, (b + M)Py]) (3.49)
et donc 2 g2
=g 20V + ML, + Gy — 26 Fy Gar PP, (3.50)
ou
Py = 2 (pupi, + Loy + q;g,w) (3.51)

est I’analogue du tenseur leptonique (3.34). En utilisant (3.19) et (3.20) ainsi que la relation
2p-p = 2M? — ¢?, cette expression se simplifie en

HY = -k Fy(Gg + Guar) (A M? — ¢*)P,P, + G5/ hy - (3.52)
Dans le cas ponctuel, pour lequel kK = 0 et Gy = Q, on retrouve comme prévu que
oY = Q*h, (3.53)

analogue du tenseur leptonique du muon.

3.3.4 Structure du tenseur hadronique et projecteurs

Revenons un instant sur la forme générale du tenseur hadronique (3.35). Ce tenseur
symétrique® doit vérifier, par conservation du courant hadronique, la contrainte

g W =0. (3.54)

On en déduit la forme la plus générale de ce tenseur, que 'on écrit traditionnellement sous
la forme

1V W .
WH(p, q) = =W, (g“” - %) + ﬁi (p“ - ])—2%“) (p” pq2qq ) (3.55)

ou Wy et Wy sont appelées fonctions de structures du nucléon.

Cette décomposition, qui semble purement algébrique a premiére vue, contient beaucoup
d’information physique. En effet, la section efficace différentielle (3.36) s’évalue aprés contrac-
tion du tenseur leptonique avec le tenseur hadronique.

Introduisons les projecteurs transverse

” s 4"q
TU = gu — ?, (356)

1 Ceci découle de ’hermiticité du courant.
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qui vérifie T"q, = 0, et longitudinal

= q”gy (3.57)
q
qui vérifie L*q, = ¢* . Ils obéissent, comme tous les projecteurs, aux relations
™TT,=T) et LML,=LY
ainsi qu’a la relation de complétude
g =T + L. (3.58)

En utilisant cette décomposition ainsi que la conservation des courants leptoniques et hadro-
niques, la contraction des tenseurs leptonique et hadronique peut s’écrire sous la forme

CWH = L, 6" g7 Wy = Ly T T Wi (3.59)

Le tenseur T" est le projecteur sur I'hyperplan orthogonal & ¢*, qui peut lui-méme se
décomposer comme la somme d’un projecteur sur le sous-espace orthogonal a p* et ¢" et
d’un projecteur sur le sous-espace orthogonal & ce sous-espace et a ¢* :

T = P 4 g | (3.60)

3.3.5 Polarisations du photon

Explicitons les projecteurs que nous venons de construire, et donnons leur un sens phy-
sique. Pour cela, construisons explicitement P! . Le sous espace engendré par les quadrivec-
teurs ¢* et p* est de dimension 2, et son sous-espace orthogonal a ¢* est une droite. La seule
combinaison linéaire de ¢ et p* qui soit orthogonale a ¢* est de la forme

€ =c (p“ - q“) : (3.61)
q
avec c réel arbitraire. Sa norme vérifie donc
SN2
&2 — (2 (M2 _ f) ) > 0. (3.62)
q

C’est donc un vecteur de genre temps, que nous allons normaliser & +1. Nous posons donc

1 .
e = T (p“ — p_2q q”) . e =41, (3.63)
M2 _ \pgq

Ce vecteur est simplement le vecteur de polarisation longitudinale'® du photon virtuel échangé.
Le projecteur correspondant s’écrit donc

Pl =€ el . (3.64)

0

15La notation €? sera utilisée de facon équivalente.
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Le projecteur orthogonal a ce projecteur et au projecteur L* est donc un projecteur sur un
sous-espace de dimension 2 constitué de vecteurs de genre espace orthogonaux a p* et ¢*.
Nous le noterons ¢”. Il peut formellement s’écrire sous la forme

gl == ey (3.65)

i=1,2

ott € sont deux vecteurs euclidiens orthogonaux entre eux et a p et ¢. Ces deux vecteurs
définissent les polarisations transverses du photon virtuel échangé. On notera la présence de
la conjugaison complexe, qui joue un role dans le cas de polarisations circulaires (lorsque ’on
utilise la représentation dite d’hélicité).

En résumé, nous avons obtenu la décomposition suivante de l'identité :

gl’“j = gjL_V+P£LV+LMV:— Z E(i)ue(i)u*_ke/’iez_'_qqu,
i=1,2 (3.66)

€Dl =6 ey =0, € =+1,

écriture qui fait apparaitre 3 projecteurs orthogonaux entre eux'®.

Il est utile de fixer explicitement les polarisations que nous venons d’introduire. Nous nous
placons dans le référentiel ot le proton est au repos, et choisissons arbitrairement pour axe z

(3.67)

€, = €3 =

|
q= (v, 0., VQ*+1v?). (3.68)

Considérons tout d’abord les polarisations transverses. Dans le cas de polarisations linéaires,
on peut choisir

1)

On a alors

e =e; =(0,1,0,0) et €2 =ey;=1(0,0,1,0)  pol. linéaires. (3.69)
Dans le cas de polarisations circulaires, encore appelées hélicités, on peut choisir'’
€ = e ties) = ——(0,1,4,0)= @
V2 V2
- (3.70)
(G o] = i 0) = @)
€ — e —ie —(0,1,—2,0) =€
\/5 [ 1 2] \/5 ( )
pol. circulaires.

16Mathématiquement, le fait qu'un photon virtuel de genre espace posséde une polarisation longitudinale
de norme positive et deux polarisations de normes négatives vient de l’é¢tude des représentations du groupe
de Poincaré : on montre que les représentations de type tachyonique ¢? < 0 sont caractérisées par leur masse
carrée négative, ce qui est le cas de notre photon virtuel de genre espace, et par les représentations du petit
groupe du groupe de Poincaré (c’est le sous-groupe qui laisse ¢ invariant) correspondant, ici SO(1,2), dont
les représentations sont caractérisées par ces 3 polarisations. En revanche, dans le cas d’une particule libre
massive comme le p par exemple, le petit-groupe est SO(3) et les 3 polarisations sont de genre espace.

7Convention de Landau. Le choix de ces polarisations n’est pas absolu. Elles sont en effet définies & une

phase prés. Par exemple dans Peskin, eg?skm =il et egfe)skin =—iel),
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Les indices R et L correspondent au fait que ces vecteurs de polarisation, habillés de leur fac-
teur d’évolution temporel e *“? | le pouce pointant vers la direction de propagation, tournent
respectivement comme la main droite et gauche lorsque le temps croit. Le choix de paramé-
trisation qui est fait ici possede I'avantage suivant, utile en pratique dans les calculs :

=N (3.71)

Ces vecteurs sont bien normalisés et orthogonaux entre eux, et en utilisant la propriété (3.71)
on a

€(+) €(+) * — €(+) 6(_) e —1 ,
(3.72)
6(_) 6(_) * — 6(_) €(+) frd —]_ .
Enfin on vérifie que
e e e = €D el + el el = e e, Ferper, = —g1w (3.73)

puisque e; et e; sont de norme —1.
La polarisation longitudinale (3.63) peut s’écrire, dans ce méme repére,

EZZ%(VV2+Q270L7 V). (3.74)

3.3.6 Tenseur hadronique et fonctions de structure élastiques

Nous venons de voir que la décomposition (3.55) du tenseur hadronique peut s’écrire, en
terme des projecteurs 7" et Pp, (non orthogonaux entre eux)

(p-q)?
M2q2

W“V(p, q) = —Wl T + (1 — ) W2 P[!/w . (375)

L’écriture (3.59) de la contraction du tenseur leptonique avec le tenseur hadronique montre
que les numérateurs g et ¢**" des propagateurs des photons qui connectent ces deux tenseurs
peuvent étre remplacé par les tenseurs T et TH" | qui sont les tenseurs de projection sur
les 3 polarisations des photons échangés. Il est donc naturel, d’un point de vue physique, de
réécrire le tenseur W sous la forme

2
W (p, q) = =W g'" + [—Wl + (1 - %2?2 ) Wg} P (3.76)

Déterminons les coefficients W et Wgl. Ces coefficients s’obtiennent immédiatement'® en
projetant (3.52) sur la base P, g, .
En utilisant le fait que P = 2p 4+ ¢, on tire

P P,P, =4p,p, e} €, = AM* — ¢*. (3.77)
Comme P, P, n’a pas de composante transverse, on en déduit que

PHPY = (4M?* — ¢*) P} . (3.78)

180n prendra garde au fait que Tr P, = 1 et Trg, = 2.
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D’autre part, le tenseur (3.51) peut s’écrire

2

hw = 2 |Pu(pv + @) + (Pp + @u)p + %gw : (3.79)
De méme,
%thW = %hwg’w =2M?* +2p-q+2¢° =2M* + ¢*, (3.80)
et )
huw Pl = A(p-e1)? + 2% —AM?— P =, (3.81)
soit ] ]
5%91” = 5%(T w— P = ¢ (3.82)
et donc
Y = g?gl” + 4 MPP . (3.83)

Finalement, le tenseur hadronique (3.52) peut donc s’écrire, en utilisant (3.19) et (3.20),

oy = AM?GL PL" + Gy g
(3.84)

2
q v v
= 4 M <G§3—4M2 G@) P+ G5, T .

La premiére expression justifie a posteriori 'introduction des facteurs de forme électriques
et magnétiques, qui n’interférent pas au niveau de la section efficace puisque les tenseurs P,
et g, sont orthogonaux entre eux. La seconde nous permet, par comparaison avec (3.75), de
déduire I'expression des facteurs de forme élastiques, qui s’écrivent, en combinant (3.46) et
(3.84),

! ¢ o ¢
Wit = _4M2GM5(V+W)>
2
W2e = 1 q2 5(1/ + m) y
402
qui se réduisent dans la limite ponctuelle a
! - 7
Wlpt _4M2 Q 5(V+m), (386)
2
e q

Pour obtenir ’expression de la section efficace différentielle (3.36), il nous reste & décomposer
le tenseur leptonique (3.34) en termes des tenseurs g, et P (ou encore en termes de T et
Pr. Nous procédons comme pour le tenseur A, et écrivons

2

o =2 |l = ) + (k= @)k + G0 | (3.89)
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d’ou 'on tire que

. php? AEFE cos??
l, PY =1, = 2z 3.89
1% L % M2 - (p(,lgp 1— J(\Zéq;z ( )
et
1 % 1 v 2 ! a2 0
56“1, T = §£uy g'u =q = —4EE S1n 5 . (390)
Remarque:

Ces expressions suffisent pour déterminer la section efficace. Cependant, il est intéressant
physiquement d’expliciter la décomposition de ¢ dans la base g, , Pr,. De (3.89) et (3.90) on
tire

1 , 1 . . E? + E? +2E E sin?¢
5&“’ gi = §£#V (Tf - P[lf ) = 1_ (p-q)? : ) (391)
M2q2
puisque
(prq? _ M*(E—E')
>  AEFE sin?§’
et donc

-1
. 0 0
o = [1 - %2‘22 } {— <E2 +E?+2EE sin 5) ¢ +4EE' cos? ipg”} . (3.92)

Examinons la limite ¢> — 0. Dans cette limite, on vérifie aisément que

, E2+El2 ) . 4EIE|/ , q2 . , q4
O o~ T 9 | 0 ) +

p“p”} (3.93)
et donc par conservation du courant, en laissant de coté les termes en ¢* ou ¢”, nous consta-
tons que le terme dominant correspondant a I’émission d'un photon longitudinal est supprimé
par un terme en 1/¢* par rapport au terme d’émission d’un photon transverse, ce qui bien
stir cohérent avec le fait que dans la limite ¢ — 0, les photons émis par le lepton tendent a
étre sur couche, donc transverses.

3.3.7 Expressions des sections efficaces

L’évaluation de la section efficace inélastique est maintenant immeédiate, en contractant
le tenseur hadronique, écrit en terme des tenseurs 7' et Pp, suivant (3.55), avec le tenseur
leptonique. En utilisant (3.89) et (3.90) nous obtenons

0 0
l, W =4EFE [2 W, sin? 3 + W, cos? 5} (3.94)
et donc
d*c o? 0 5 0
D~ 15 Y [2 W sin B + W; cos 5} . (3.95)
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En utilisant (3.85) et la relation cinématique (3.38), on en déduit la section efficace différen-
tielle de la diffusion élastique, qui s’écrit

G? +4M2G2

0
E 2
—|——COS - .
ATE k)

Q? 2 0

d2 el Oé2 1
— G2
d?Q) 4E2sin4g 1+%sinzg QM2 M sin”

(3.96)

Cette relation est due & M. Rosenbluth (1950). Dans le cas ponctuel, pour lequel Gg = Gy =
Q, cette section efficace se réduit a

d20.el Q2Oé2 1 Q2 ) I ) 0
= sin® — 4+ cos” = ¢ . 3.97
<d2§2)pt 4 F2sin? ¢ 1+ 2E sin? g{2M2 ) 2} (3.:97)
On retrouve bien entendu la section efficace (2.31) de la diffusion e™p* en faisant Q% =1 et
M=m,.
Dans le régime de Mott ot Q* < M? et donc E — E' < M d’aprés (3.39),
pe 0202 cos? !
d*Q) oy 4 E%sin” g
La section efficace (3.96) peut donc s’écrire
29 B <d20.el) G2 + 46\2/2[2 G2, Q2 G 9 1
d*Q >/, 1+ 82 4M2 HEE Q2 (1 2M2 tan? )
(3.99)
2 G2+ Q? G2, 2 9 1
— (2—0) 4M2 Q -Gy tan® - : —5 7 -
Q) Mott 1+4M2 2M Q ( MSln 5)

3.4 Phénoménologie

e " N—e N
elastique
2

faisceau, et 6, on a accés a Gg et G;. C'est la méthode usuelle, dite de Rosenbluth, pour
mesurer G et Gy Elle est efficace pour mesurer G, pour des valeurs arbitraires de Q2
mais la précision sur G’z diminue fortement au-dela de Q% = 1 GeV?.

La méthode utilisée a JLab pour le proton est basée sur la technique de polarisation due
a A. I. Akhiezer et M. P. Rekalo (1967). Elle repose sur le fait que si le faisceau et la cible
sont polarisés, ou si le faisceau est polarisé et si la polarisation du proton sortant est mesurée,
alors la section efficace correspondante comporte un terme en Gg G, ce qui permet donc de
mesurer le rapport G /G avec une grande précision. A JLab, on utilise la diffusion ép — ep/,
dans laquelle I’électron initial est polarisé longitudinalement, et oul I’on mesure la polarisation
du proton sortant, qui a deux composantes non nulles, dans le plan de la réaction, I'une P,

En mesurant a Q? donné et en faisant varier E, c’est-a-dire 1’énergie du

9La notation 7 = Q?/(4M?) est souvent utilisée.
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paralléle a 'impulsion du proton émis, 'autre P, qui lui est perpendiculaire. On montre alors
que

Gy, PE+E 0
p = 2 tan = . 3.100
G, P 2M 2 (3.100)

Grace a cette technique, ce rapport peut étre déterminé sans changer ni ’énergie du faisceau
ni 'angle de diffusion, ce qui élimine de nombreuses sources d’erreurs systématiques.

On trouve expérimentalement que les données sont compatibles, au moins pour Q% < 1
GeV?, avec une paramétrisation dipolaire correspondant a2°

L Gul@) L (3.101)

Hp q? 2
L= 0,7 GeV?2

ce qui montre que le proton a une structure interne, et ne peut étre considéré comme ponc-
tuel. La forme dipolaire précédente correspond a une distribution de charge et de moment
magnétique ayant une décroissance exponentielle avec la distance au centre, comme on peut
le vérifier par une calcul élémentaire. Le rayon du proton tiré de ces données est

Ge(q)

rp ~ 0.8 fm. (3.102)

Pour Q* > 1 GeV?, les données accumulées récemment par JLab montrent un écart au
modeéle dipolaire, et 'image d’un proton décrit par une distribution exponentielle de charge
et de moment magnétique ne semble plus suffisante, comme on peut le voir sur la figure 3.2.

On constate également sur cette figure que la précision des mesures basées sur la méthode
de Rosenbluth (données de SLAC) a cependant été grandement améliorée, et les barres d’er-
reur conduisent, pour Q? au-dela de 1 GeV?, & des résultats incompatibles expérimentalement
(les données de JLab utilisent la méthode de polarisation). Une explication pourrait étre due
au fait que les calculs menés ci-dessus pour obtenir la formule de Rosenbluth supposent
I’échange d’un seul photon entre I'électron et le proton. La prise en compte de 1’échange de
deux photons (ce qui donne un sous-processus similaire au processus v*p — ~p rencontré
en physique diffractive, mais ici purement élastique) pourrait réconcilier les deux résultats,
en diminuant la prédiction théorique du rapport u, Gg,/Gy, & grand Q? par la méthode de
Rosenbluth. Ce calcul nécessite un modéle du couplage (photon dur)-nucléon, qui est natu-
rellement fournit par le modéle des partons, que nous allons étudier au niveau inclusif dans
la section suivante.

Comme nous venons de le voir au niveau de j, G, /Gy, , le régime asymptotique d’une
interaction d’un seul parton avec un seul photon ne semble pas actuellement atteint et les
données de JLab et de SLAC correspondent vraisemblablement & un régime de transition
entre QCD non-perturbatif et perturbatif, pour lequel 'image dipolaire cesse d’étre valable
mais n’est pas remplacée par une analyse basée sur QCD perturbatif naif (couplage d’un seul
photon dur avec un quark), comme on peut le constater sur la figure 3.3. Dans le régime
ol Q? est trés grand, le comportement des facteurs de forme doit étre prédit par QCD dans
son régime perturbatif (nous allons étudier ce régime au niveau de la section efficace totale
e~ p — X dans la section suivante). Dans ce régime, dans lequel la sonde photonique se couple

200n note, comme il est d’usage dans la littérature, p, = 1 + K, le moment magnétique du proton exprimé
en unité de py.
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F1G. 3.2 — Rapport p, Gg, /G, en fonction de Q? (en GeV?).

directement a un quark du proton, la prédiction est que

1

F(Q%) =~ o (3.103)

B(Q?) ~ % (3.104)
et donc ]

G~ Gar ~ o7 (3.105)

Pour la diffusion profondément inélastique que nous allons maintenant étudier, la situation
est phénoménologiquement beaucoup plus favorable, la transition se manifestant dés Q? ~ 1
GeV2.
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F1G. 3.3 — Rapport Q*F,,/Fy en fonction de Q? (en GeV?). Les losanges sont les mesures
de SLAC (2000) par la méthode de Rosenbluth, les disques noirs et les carrés blancs sont
les mesures de JLab par la méthode des polarisations, respectivement de (2000) et (2002).
Les lignes continue et pointillée sont des prédictions basées sur des modéles non-perturbatifs
(resp. modéle des solitons et modéle de dominance vectoriel. Dans ce dernier on décrit le
photon par son contenu en états hadroniques de mémes nombres quantiques : p,---).
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Chapitre 4

Diffusion profondément inélastique et
modéle des partons

4.1 Introduction

Si la section efficace inélastique, correspondant aux cas ou 1’état final est constitué d’'un
ensemble de hadrons qui ne se réduit pas simplement au nucléon initial ou a ses états excités
(collision quasi-élastique), se comportait comme dans le cas élastique, on s’attendrait a avoir
des sections efficaces inélastiques faibles & Q? grand.

Or dans le cas ou W? = p2 = (p + ¢)? est grand devant M? (région profondément
inélastique), la section efficace totale n’est pas brutalement supprimée : & SLAC-MIT (1968-
1969), dans une expérience sur cible fixe (hydrogéne) avec un faisceau d’électrons d’énergie
E ~ 20 GeV, on a observé une section efficace comparable & celle attendue si le proton était
ponctuel et soumis a QED seul.

En méme temps, les événements ne sont absolument pas dominés par la production élas-
tique d’un proton.

Comment concilier 'existence de diffusion électromagnétique dure avec ’absence de diffu-
sion dure dans les processus élastiques ? La solution est venue de Feynman, Bjorken, sous le
nom de modele des partons. L’idée physique est que la sonde électromagnétique, a grand Q?,
se couple a un constituant du proton, ponctuel, sur lequel I’électron va diffuser élastiquement.
Le proton est considéré comme une assemblage lache d’un petit nombre de ces constituants,
les partons (quarks, antiquarks, et toutes les entités neutres responsables de leur lien (iden-
tifiées plus tard comme des gluons)), de masse nulle. Les constituants qui se couplent au
photon peuvent a priori étre de spin arbitraire, et les prédictions différent selon la valeur de
ce spin. En pratique, les seuls partons qui possédent un couplage direct avec le photon sont
les quarks, de spin 1/2. Nous allons nous limiter a ce cas. La modélisation du processus est
illustrée dans la figure 4.1. Nous notons avec une étiquette ¢ le type de parton. Introduisons
les variables de Mandelstam du sous-processus partonique :

s=(k+p)?, t=0k—-K)? a=({F—p)*, avec S+t+a=0, (4.1)
puisque les masses de 1’électron et du parton sont négligées. La section efficace du processus
s’écrit alors, dans le référentiel du centre de masse du systéme y*parton; , en utilisant (2.42),

do  2ma®Q? &+ (§+1)?
a8 2 ‘

(4.2)

51
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FiG. 4.1 — Modéle des partons pour la diffusion e p..

ou O, est la charge du parton de type i. Supposons maintenant que le parton ¢ emporte
une fraction x de 'impulsion du proton, i.e. p; = xp avec 0 < x < 1. Nous négligeons
donc par hypothése l'impulsion transverse éventuelle du parton devant son impulsion suivant
la direction z (direction de I'impulsion du proton). Cette approximation, valable dés que
Q? > M? , peut étre justifiée en étudiant les échelles de temps caractéristiques de I'interaction
forte par rapport a celle de I'interaction électromagnétique dure, comme nous le verrons page
57. Les référentiels de moment infini, dans lesquels le proton posséde une impulsion trés grande
suivant la direction z, fournissent un outil technique facilitant cette discussion, comme nous
le verrons page 53.

Pour chaque espéce i de parton, notons f;(x) la probabilité que le proton contienne un
parton de type i, d’impulsion z p. Alors

S=(pi+k?=2p -k~zS ou S=(k+p)?,

en négligeant la masse M du proton devant ’échelle dure (). Si la diffusion e™-parton est
élastique,
(Pi+q)?=0=2pi-q+¢ =2zp-q—Q°

donc

Q2
2p-q

(4.3)

T = TBjorken =

Expérimentalement, si 1’on sait reconstruire I’électron sortant, en mesurant £’ et 6 on a donc
acces a v = rp; par la relation

(4.4)

et a Q? par la relation
0
Q* = 4E E' sin® 3 (4.5)
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Ceci signifie que 'on a directement accés au processus partonique !
De (4.2) au niveau partonique on tire donc, pour le processus e~ — p,

v (1222 (49

do 2w’

dedeQ = Z fi(xBj) sz Q4

puisque t = —Q?. On en déduit donc les prédictions suivantes :
— le rapport
0! do
dx ;dQ)? F.
2140 = 2na® 2(v5) ne dépend que de xp; . (4.7)

2 N2 T T
14 (1- Y "
ZL’B]'S

La fonction F> que nous venons ainsi de définir sera identifiée plus loin a la fonction de
structure Fy du proton dans le modéle des partons. Ce comportement, appelé scaling
de Bjorken, fit remarquablement bien vérifié & SLAC!. Cette relation sera violée par
les corrections radiatives de QCD.

2
— le comportement en 1+ (1 — Q—2) est connu sous le nom de relation de Callan-Gross :

zp;S
c’est une conséquence directe du fait que les partons (quarks) ont un spin % Elle reste
vraie a l'ordre dominant dans les corrections radiatives de QCD, puisqu’il n’y a pas de
couplage direct du photon avec le gluon. Elle est violée aux ordres supérieurs.

4.2 Justification qualitative du modéle des partons

Nous allons maintenant montrer qu'’il est possible de contourner la contradiction apparente
décrite dans l'introduction, & savoir que les énergies de liaisons entre constituants du proton
étant du méme ordre que sa masse, il est a priori peu raisonnable de considérer qu'un parton
puisse étre considéré comme libre pendant son interaction avec le photon virtuel, hypotheése
que nous avons utilisée dans le paragraphe précédent. Cette image est en fait correcte, comme
nous allons le voir en étudiant les échelles temporelles mises en jeu. Nous verrons que le
temps typique de l'interaction du photon est négligeable devant les temps caractéristiques
des interactions entre partons. Cette discussion peut étre menée dans différents référentiels
de facon équivalente.

Une fois ces échelles de temps obtenues, on en déduit une justification du calcul que nous
venons de mener. Il a été effectué en négligeant complétement les impulsions transverses
des partons, et en ne tenant compte que de leur mouvement collectif d’entrainement par le
proton. A cause de l'ordonancement des échelles de temps obtenu, le mouvement di aux
interactions fortes sera négligeable pendant le temps trés court pendant lequel 'interaction
électromagnétique a lieu. Dans des référentiels particuliers, les référentiels de moment infine,
choisis pour que cet effet d’entrainement soit asymptotiquement grand, les échelles de temps
caractéristiques de linteraction électromagnétique et forte deviennent trés simples : elles

IPar chance le domaine expérimental en z B; alors étudié correspondait & une dimension anormale (voir
plus loin) petite, et les corrections radiatives n’étaient pas visibles avec la précision de I’époque, ce qui est
un hasard heureux pour le développement de QCD!
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vallent respectivement 0 et oo, ce qui facilite la discussion! Ces référentiels sont a la base
du modéle des partons mais aussi des corrections radiatives au modéle des partons et de la
factorisation courte-distance/grande-distance.

Dans ces référentiels, 'impulsion du proton est donc trés grande devant toutes les autres
échelles (masse, impulsions transverses). Dans le modéle des partons "naif" (pour les pro-
cessus inclusifs comme exclusifs), les échelles transverses seront brutalement négligées devant
Q?, alors qu’elles seront classifiées et prises en compte par exemple dans le cadre des équa-
tions DGLAP et ERBL, ainsi que dans I’étude des contributions de twist sous-dominant. Le
fait de mener I’étude dans un référentiel de moment infini facilite grandement la classification
et le calcul des corrections radiatives, de méme qu’elle donne une image plus intuitive de la
factorisation des processus inclusifs et exclusifs.

4.2.1 Reéférentiels de moment infini

Nous allons discuter de facon exhaustive les différents référentiels de moment infini que
’on rencontre couramment dans la littérature, et qui sont adaptés a la formulation du modéle
des partons.

Partant d’un référentiel dans lequel le proton se déplace dans la direction z

Dy = <\/P2 TME, 0, P) (4.8)

on choisit les référentiels dans lesquels P — oo, que nous appellerons référentiels de moment
infini. Alors

2P

Considérons un parton de masse m, d’impulsion longitudinale z p, d’impulsion transverse
Pii:

M2
Py~ (P+ —, 04, P) . (4.9)

Pip = <\/x2P2+m2—p?l,pu,xP) (4.10)

et notons® m7 = m* — p?,; = m? + p’ la “masse transverse”. Pour x # 0, nous avons donc

m?2
P <:c +2xp,pLx )

Examinons & présent la limite Q? — oo et v — oo. De

G =(09.¢:) et ¢ =(0—q)(w0+ae) -

on déduit
M2
p-q:Ml/zP(qo—qz)jLﬁqo. (4.11)

On cherche un référentiel dans lequel ¢? et Mv soient indépendants de P dans la limite
P — oo . Une paramétrisation naturelle est donnée par

Qo — ¢ = qg=BP avec A et B indépendants de P a I'ordre dominant.

A
P
2 2

?Dans toute la suite, une lettre soulignée du type v correspond & un vecteur euclidien. On a donc v = —v?.
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Deux cas limites sont intéressants :

1) gqo = q. ~ P : alors

A=0 B=2, ¢=d=-¢,
et
2v 2v
= (=P —P .
q <M 7QJ_7M)

2) qo et ¢, petits, d’ordre % : alors Mv est dominé par le premier terme de (4.11), et

B=0 A=Mv, q2:—g2+0<i)

P2
—Mv
q:<0an_a P )

Comme la valeur de B peut étre modifiée par un terme d’ordre 1/P? on peut aussi bien
considérer les deux solutions suivantes :

donc

2Mv+q* - s
a) B = 2247 qui conduit &

ip % Typ

oM 2 > —2M
q= <1/7+q u) réf. du c.m. e7p. (4.12)

Ce référentiel de moment infini particulier coincide avec le référentiel du centre de masse du
systéme e~ — p.

Preuve:

Dans le référentiel du centre de masse du systéme e — p,
k= (k,0,-P), Kk = (k/o, K, k:;) = (ko —"=P—-¢", —q, k. —q.=—-P— qz) (4.13)

puisque
q= k — k/ = (q07 qi, qz) . (414)

En écrivant
K? =0=(P—q¢") —q7 — (P+4q.)

soit
—2¢"P+(¢")’ = 47 + ¢ + 2Pq.,
on tire
~Q*= (") =gy — ¢ =2P(q- +¢°).
Or

M?
Mv=|P+—)¢"— Pq
v ( +2P)q q
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d’ou
ooy ) v @
2P? P 2P
<~
< 2 et donc
o 2Mv—Q? _ —Q*—2Mv
T Tup E=Tap
b) B = % , choix qui permet d’annuler ¢, . Alors
M 2
q= <Ty, qL, O) = (QICijP QL O) réf. de Bjorken (4.15)

Dans ce référentiel, le photon est statique, et toute la dynamique de 'interaction est cachée
dans le proton.

On peut comparer les expressions précédentes de 'impulsion du photon dans les différents
référentiels du moment infini avec son expression dans le repére de Breit, pour lequel

¢q=1(0,0,, —225;P)=(0,0,, Q) réf. de Breit . (4.16)

C’est un repére de moment infini particulier, pour lequel on ajuste P qui tend vers 'infini
comme ()/(2xp;) . Ce repére a ceci de particulier que le parton voit son impulsion renversée
par le choc, puisque v = zp; :

pi=xp=(xP,0,,zP) p+qg=xzp+q=(xP,0,,—xP)

_ —

avant le choc apres le choc réf. de Breit .

(4.17)
Enfin, dans le référentiel du proton, référentiel dans lequel toute la dynamique est mise
du coté du photon, on a

q:(V,OJ_,\/Q2+V2)2(V,OJ_,V+Q—2):< Oa 00, & —|—M:ch)

2v 2xBjM 2xBjM
réf. du proton.
(4.18)
qui est un référentiel de moment infini, mais du point de vue du photon. Un tel référentiel
est utile si l'on cherche a comprendre la dynamique du processus v*p en étudiant le contenu
partonique du photon.

Pour terminer, il existe un référentiel de moment infini trés pratique, qui est a la fois un
référentiel de moment infini pour le proton et pour le photon. Ce référentiel, da a Sudakov
(1956), a été introduit a l'origine pour QED. Dans le cas ou les particules qui entrent en
collision sont de masses nulles, I'idée est de décrire le processus de diffusion dans un référentiel
ou les deux projectiles ont une impulsion suivant deux directions du cone de lumiére choisies
pour que leur impulsion transverse soient nulles. Posons donc
p-q

p=PL0L-1)  pp=5(1001), (4.19)
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qui satisfont p? = p2 = 0. La normalisation® est choisie pour que p; - ps = p - ¢. Alors, en
négligeant la masse du proton pour Q? > M?, on aura

p=ps, q=p1—axpjp2, pI=pi=0, réf. de Sudakov . (4.20)

qui vérifie bien py - (p1 — 2pjp2) = p-q et (p1 — xp;p2)* = ¢*. Ce systéme correspond au
2

choix intermédiaire A = -2 et B = —xgj + par rapport aux cas limites étudiés

Q
2.CBBj 4(EBjP2
plus haut. Dans ce repére, 'impulsion du parton, alignée suivant p, avant le choc, psséde 2
composantes suivant p; et py aprés le choc. Dans notre cas particulier inclusif (non générique
de la situation générale d’une factorisation colinéaire), seule la composante suivant p; devient

colinéaire & p; apres le choc :

Pi=Tpe =Py DPi+q=p1+ (@ —2xp;)p2=m
(4.21)

avant le choc aprés le choc réf. de Sudakov .

Ce repére est particuliérement utile pour étudier la factorisation entre la partie dure (parti-
cules se déplagant suivant les directions p; et po) et la partie molle (particules se déplacant
suivant la direction ps). Si 'on choisit le parameétre P comme étant de 1'ordre de @, alors
les composantes de ¢ suivant p; et po sont du méme ordre. Dans les coordonnées du cone de
lumiére, de facon tout a fait équivalente, ceci s’écrirait

" ~q ~Q. (4.22)

Ce repeére permet de systématiser les calcul perturbatifs des les noyaux d’évolution des équa-
tions DGLAP, ERBL ou BFKL*.

Dans ce qui suit, nous allons étudier la diffusion profondément inélastique dans le référen-
tiel de Bjorken®. Le repére de Sudakov nous sera utile pour étudier la factorisation colinéaire,
ainsi que la kp-factorisation spécifique a la physique a petit xp; .

4.2.2 Echelles de temps des processus mis en jeu

Référentiel du proton :

Dans le référentiel du proton, en utilisant I’'inégalité d’Heisenberg, on peut relier la durée du
processus d’interaction du photon a l'inverse de ’énergie du photon échangé, i.e.
1 QZL’BjM

@@

On peut étre un tout petit peu plus précis en se souvenant que notre modéle suppose une

interaction avec un constituant du proton, de virtualité typique donnée par Agep. Dans le
référentiel lié a ce parton on aura donc plutot

Ty ~ M ' (4.24)
Q2
3Dans la littérature, on note en général 2p; - p» = s, qui est égale & la variable de Mandelstam Syep
uniquement pour un photon réel.
4Notons que les variables introduites par Radyushkin pour paramétrer les GPD sont directement inspirées
de ces variables de Sudakov.
5Bien entendu la nature ne sait rien sur les référentiels : tous les points de vue sont donc équivalents !




58 CHAPITRE 4. DIFFUSION PROFONDEMENT INELASTIQUE

Le temps typique d’interaction des quarks et gluons entre eux dans le méme référentiel est

1

T ~ .
Agep

(4.25)

Enfin, le quark qui a interagi avec le photon posséde une énergie de I'ordre de qg, et donc un
temps de vie

2xp;Aocp
,]}inal ~ 2272 . (426)
On a donc
Ting ~ 7}inal <T. (427)

Référentiel de moment infini :

Dans le référentiel au repos du proton, les constituants interagissent, ce qui prend un
temps fini. Passant a la limite des grands P, ce temps typique est dilaté d’un facteur vp avec

~1/2
B 1 B 1 _ |4 1 P
e ~ P M M
p D 1+ —
1—— 1= e P?
Po pP+M
L’échelle typique des fluctuations dans le référentiel au repos du proton est donnée par AQﬁ,
d’ou
P
T~ —.
MAQCD

Le raisonnement n’est pas tout a fait correct : on doit plutodt considérer le boost d'un consti-
tuant du proton, et non du proton lui-méme, ce qui revient a faire Yp — YVeonstituant avec

ZL’B]'P

Yeonstituant ™

AQCD

d’ou
T Bj P

Ty ~ (4.28)

Adep

Il est instructif d’obtenir cette échelle & partir un petit modéle simulant l'interaction entre
un parton et les autres constituants du proton comme illustré dans la figure 4.2. Utilisons la
théorie des perturbations sur de la mécanique quantique (i.e. théorie des perturbations non
covariante)®. Elle consiste a intégrer par rapport au temps (ce temps peut étre un “temps”
sur le cone de lumiére) en chaque point d’espace-temps ot le potentiel agit, ce qui conduit
a I'apparition de dénominateur d’énergie. En conséquence, a chaque vertex p est conservée,
mais I’énergie ne ’est pas. Chaque état intermédiaire est sur couche de masse, et ’énergie
de I’état intermédiaire s’en déduit. Nous n’aurons pas besoin ici de connaitre le détail du

6 Appelée souvent “vieille théorie des perturbations” dans la littérature.
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:/_ h=,ob)
[
|

|
|
|
|
F1G. 4.2 — Interaction proton-parton en théorie des perturbations dans le référentiel du mo-
ment infini.

potentiel d’interaction. Au premier ordre en perturbation, 'amplitude de transition est de la
forme

C C
Bt B=E PPty +mi+ (T=a)PP+p3, +m3 — VPP + M
C2P
24+ (1 —x)—1)]P?+ 2L 4 2 2L )2
x 11—z
C2P
=— 7 e (4.30)
1 L, M 2L _ pp2
T 1—x
et donc, pour des impulsions transverse petites, de 'ordre de M,
1 1 P
T ~ = ~— 4.31
AE FEi+Ey,— FE  M? ( )

A nouveau, ce modéle peut étre amélioré en tenant compte du fait que nous nous intéressons
aux interactions des partons et non du proton lui-méme. On doit donc remplacer P par xg; P
et M par la virtualité typique Agep . Ceci mene finalement a

P

T ~ ——
Abep

: (4.32)

résultat identique a (4.28). On notera que le fait de considérer des impulsions tranverses
non-nulles, de 'ordre de grandeur des échelles non perturbatives ici en jeu, ne change rien
a notre évaluation. Ceci est cohérent avec I'image partonique suivant laquelle les impulsions
tranverse des partons peuvent étre négligées.

Notre résultat (4.32), tiré de la relation (4.29), est succeptible d’étre modifié lorsque z — 0
ou x — 1. Effectivement, I’émission de partons mous demande en général un traitement
particulier (voir par exemple la prescription + introduite plus loin pour ’équation DGLAP,
et les dynamiques particuliéres aux limites zp; — 0 et x5, — 1).

En plus de I’échelle de temps caractéristique, 'expression (4.29) contient une information
dynamique intéressante : les partons sont tous émis dans la méme direction.

Preuve:
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Si ¢ < 0, on aurait, dans le développement de (4.29) dans la limite P grand, au lieu de
z+(1—2)—1, |z|+1—2—1 = |z| —x = 2|z, et le dénominateur serait en P au lieu d’étre en
1/P, donc 'amplitude serait supprimée par un facteur relatif 1/P?. L’argument est le méme
pour pour 1 — x > 0. Ainsi les partons ne peuvent étre produits vers ’arriére. A nouveau,
largument est pris en défaut si 2P est petit (“wee” parton)

Cette remarque a des conséquences techniques trés intéressantes : contrairement a l’ap-
proche covariante, cette théorie des perturbations exige de considérer tous les diagrammes
correspondant a des configurations temporelles distinctes. Ceci augmente a priori le nombre
de diagrammes a considérer, mais il se trouve que dans de nombreuses situations, nombre
de ces diagrammes sont nuls a cause de la cinématique particuliére, comme nous venons de
le voir sur un exemple. Les diagrammes qui sont effectivement non nuls sont en pratique en
nombre réduit, et peuvent en général permettre de développer une intution physique assez
éclairante sur le processus étudié.

Il nous reste a évaluer le temps typique de l'interaction du photon virtuel. On peut
raisonner également en partant de la théorie des perturbations non covariante, comme on 1’a
fait pour estimer le temps de vie de 1’état virtuel, comme illustré dans la figure 4.3.

1

Fi1G. 4.3 — Interaction photon-proton en théorie des perturbations dans le référentiel du
moment infini.

1
1) Epri—q - Eq - Epi ( )
avec comme plus haut
2 2
Ey=\/@P) + 5, +m? P+ P (4.34)
, 2 2
By o zp 4 P T4 M7 (4.35)

2xP

Dans ce processus, le couplage a photon est traité comme un potentiel extérieur, et ’énergie
E, du photon est donc fixée, égale a ¢p. On en déduit donc que

2 rBj P
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toutes les impulsions transverses étant petites devant ¢, . Notons que ces impulsions trans-
verses, pour le processus dur ici considéré, peuvent en pratique étre grandes devant Ageop.
En revanche (voir plus loin I’étude des singulatités colinéaires et de I’équation DGLAP), le
processus est complétement dominé par la cinématique suivant laquelle p; | < q, .

Le quark virtuel qui a interagi avec le photon a une énergie E,,, donc un temps de vie

1 - 2 T Bj P
Epﬂrq - Epi Q2

Tinal(oc) ™ ~ Tint(c0) (4.37)

On a donc finalement

Znt(oo) ~ 7}inal(oo) < T, (438)

ces temps caractéristiques étant dans le méme rapport que les temps caractéristiques dans le
référentiel du proton que nous avons obtenu dans (4.27). Dans la limite ou P est fixé a une
valeur trés grande et ot l'on fait tendre Q2 vers ’infini, on constate que

Znt(oo) ~ 7}inal(oo) -0 <Tyw — 0. (439)

En conclusion, le temps caractéristique de I'interaction électromagnétique est trés faible
devant le temps caractéristique de I'interaction forte entre constituants du proton. On peut
donc considérer que le parton est libre durant l'interaction, et que les interactions non-
perturbatives sur I’état final peuvent étre négligées. Les interactions perturbatives sur 1’état
final interviennent avec des temps caractéristiques du méme ordre que le temps d’interaction
électromagnétique. Elles donnent lieu en particulier a 'apparition des facteurs de Sudakov
pour les processus semi-inclusif.

Si 'on revient a notre introduction, on voit que 'argument lié a l'intensité de 1’énergie
de liaison a été contourné. L’énergie (ou encore 'impulsion transverse) recue de la part de
la sonde électromagnétique est tellement élevée (par rapport a ’énergie de liaison) que le
parton peut étre considéré comme libre pendant et aprés I'interaction. L’image est la méme
que celle d'un choc en mécanique classique, pour lequel les forces de répulsion sont tellement
élévées que toutes les autres énergies en jeu sont négligeables pendant le choc.

Dans le référentiel de Bjorken, |q.| ~ @ donc le photon est absorbé et réémis sur un
domaine de taille transverse |Az| ~ é : le parton qui absorbe le photon peut étre considéré

comme ponctuel, jusqu’a une échelle transverse é A cette échelle, il n’est entouré par aucun
nuage de particule. Bien entendu, les corrections radiatives seront la pour tenir compte de ce
nuage.

En réalité, dans la théorie des champs de l'interaction forte, les particules virtuelles échan-
gées entre fermions peuvent avoir des impulsions arbitraires, en particulier grandes, ce qui
correspond a des distances courtes, ou encore a des échelles de temps courte, ce qui semble
contredire la discussion précédente concernant 7'. La solution vient de la la liberté asympto-
tique, propriété satisfaite par QCD ('t Hooft, Politzer, Gross et Wilczek) :

as(Q?) diminue lorsque Q* croit.

Plus précisément, a 'ordre une boucle”

47

= 2
log £
BO g AZQCD

s (1) (4.40)

Tas est connu & 3 boucles.
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avec By = 11 — %N ¢. Dans le processus de diffusion profondément inélastique étudié plus
haut, Déchelle p? est donnée par Q2. Ce couplage a,(Q?) ne tend vers 0 que lentement, et
le modéle des partons est nécessairement approximatif, puisque les partons ne sont jamais
exactement libres. Les corrections dues aux échanges de gluons et aux émissions de gluons
sont spécifiques a QCD. Elles ont été testées avec succés a depuis la fin des années 70.

4.3 Distributions de partons et fonctions de structure

4.3.1 Un peu de cinématique

La cinématique de la diffusion électron-proton a déja été introduite page 31. Il est d’usage

de noter B
q-p v -

=1~ =_ = 0<y<l1 441

Y“kp E- B USYS (4.41)

la fraction d’énergie perdue par le lepton incident dans le référentiel du proton, et donc

transmise au photon. Rassemblons les relations utiles entre toutes les variables cinématiques :

0
Q*=-¢=2Mvapj=2MExpjy =4EF sin2§ (4.42)
1
W2:(p+q)2:M2+2My—Q2:M2+Q2(——1) (4.43)
TBj
et
Q2
S=(k+p?=2ME+ M =—"—+ M? (4.44)
TB; Y

Pour une énergie totale dans le centre de masse VS (en mode cible fixe ou en mode colli-
sionneur), le domaine accessible cinématiquement dans le couple (x5, ,Q?) a donc une forme
triangulaire (en échelles linéaires ou en échelles doublement logarithmiques), comme illustré
dans la figure 4.4. Pour un z5; donné, les valeurs maximales )% sont obtenues pour y = 1. La
région élastique profonde correspond & xp; = 1, (plus généralement la région quasi-élastique
correspond & Q*(1 —xp;) < M?) et Q* > M? tandis que la région profondément inélastique
W2 > Q? est obtenue pour Q? grand et xp; non paramétriquement proche de 1.

Remarque:
Dans la limite zp; — 0,

Q2

xBj

W2 (4.45)

ce qui justifie le fait que la limite de Regge dans le canal v*p correspond a la limite des petits
xp;j . En outre

2
S~ ¢ (4.46)
TB; Y
et donc
W2~ysS. (4.47)

Donc la région des petits xp;, étudiée & HERA, correspond a y ~ 1.
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FIG. 4.4 — Domaines cinématiques en zp; et Q* dans les expériences sur cible fixe et en
mode collisionneur dans les processus e~ p et pp (Tevatron), et contraintes sur les différentes
distributions de partons (PDG 2008).

4.3.2 Section efficace et fonctions de structure

La section efficace différentielle (3.95) peut étre écrite de facon complétement adimen-
sionnée. Posons

MWi(¢®,v) = Fi(zs;, Q%)
vWao(q®,v) = Falwp, Q7). (4.48)

Les quantités F) et Fy seront appelées fonctions de structure® On peut alors écrire (3.95)
sous les formes équivalentes

d*c 2ra? { ) ( M2> }
= 2 R4 (1—y—ad e F
drp; dy M E 2%, y° BiY 51 YTt g )
(4.49)
4o M?
- G e () 7
J

8Dans la littérature, Fio et Wi 2 sont tous appelés fonctions de structure. Les définitions de Fj o sont
universelles, ce qui n’est pas le cas de Wi 5.
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Preuve:
e Deup;= #fi’m(l —cosf) et y = (E — E')/E on tire, puisque y ne dépend pas de 0,
0(:)33j ,y) _ 0xBj 8’3/ _ El _ El (4 50)
(2, E) oQ OF 2n(E—FE)YM 27EyM’ '
o o 200" MLy wsin 2 4y B W, cost (4.51)
= sin® — cos” = :
degjdy  AEE2smi g |7V7 TP g TR R

e D’autre part
Y
2 F sin 3 = Maxg;y

0 Maxpiy E' Maxgiy M zpjy
Eycos?s = Ey(1- 209 (2 2058 ) (q, 2TBIY
yeos g y( ) ”(E °F YUY ToE

qui conduit & Pexpression cherchée en injectant dans (4.51) et en utilisant (4.48).

4.3.3 Les fonctions de structure vues comme des sections efficaces
P

Dans le cas d’un photon réel, la section efficace du processus vyp s’obtient en partant
de (3.31) ou l'on doit simplement enlever la partie de I’espace des phases correspondant a
I’électron sortant, et remplacer dans le terme de flux 2 £'2 M par 2K, = 2qo2 M . Utilisant
la définition (3.35) du tenseur W*, dans laquel le facteur de densité 2 M a été absorbé (on
posera donc K., = ¢p), on a

2 4300

d'(yp — X) = 6—27TW“”6* €, = WH e €, , 4.52
( ) 2qo a o a (4.52)

ou les polarisations du photon transverse sont données par (3.69) ou (3.70).

Dans le cas ot le photon est virtuel, expression (4.52) reste valable, d’aprés la décom-
position (3.66) du propagateur du photon. On doit bien sir considérer, outre les 2 polarisa-
tions transverses du photon, la polarisation longitudinale (3.74). La seule complication est
de normaliser le flux de photon entrant. Cette normalisation est arbitraire. On trouve deux
conventions dans la littérature.

La premiére, due a Gilman (1968), consiste a partir de la définition (1.18) du flux, qui
s’écrit ici

Q2

ce qui signifie donc que 'on doit effectuer dans la formule (4.52) le remplacement

2
v: Ky=q¢@=v — 7 Kﬁ”manzu—i—g—y. (4.54)
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La seconde, due & Hand (1963), consiste a définir le flux de photon comme celui d’un
photon réel dont 1’énergie produirait le méme état hadronique final. On écrit donc

W2=M?=M>+2Mv+q¢* =M +2Mq (4.55)
soit
Hand Q*
v: K,=q¢@=v — ~: Ky*anzl/jtm. (4.56)

Ainsi, avec une convention donnée Schoisie pour K-,

A’
K,

tot (

vp— X) = WHe €, . (4.57)

Considérons maintenant les deux situations correspondant aux polarisations transverses et
longitudinales. Partant de la décomposition (3.76)

Y
W (p, q) = =W, g + {—Wl + (1 - %2?2 ) Wg] P

nous déduisons immédiatement que

@y e =W, (i=1,2) (4.58)
et donc que
2 2
tot/ (3) * X 47 aW:47T ai
oy p— X) = K, 1 K, M
On a donc
. I . . 4 F
a(yip— X) = —[ P p = X) 40" (P p = X) | = — (4.59)
2 K- M
que nous écrirons sous la forme
Ar2a Py
= gl (~* X) = 4.60
or =0y p— X) K. 2Mzg, ( )
avec
FT EQIIZ’BJ' Fl, (461)
dont la normalisation apparaitra clairement dans le cadre du modéle des partons.
De méme, puisque v = p - q/M , (3.76) conduit a
V2 1 V2 v
e WHep, =W+ ( Q ) Wy = [ QQ} By — ——=F| . (4.62)
M(1+ %)
Or ) ,
LA ) (4.63)

Q? 4M2xB]
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et
S(,’Bij: Q2+M2.
La contribution des polarisations longitudinales n’est significative que pour y assez proche
de 1 (typiquement y ~ .5 4 .9 & HERA), situation pour laquelle
2 S
La s
avec une erreur de l'ordre de 1% a HERA, ou cette section efficace a été mesurée. Dans cette
approximation, nous pouvons donc écrire

* v 1
EL,LLWM ELVZM[F2—2I'BJ'F1] (464)
qui conduit donc a
47'('2 « FL
or=0"ip—X)= " 4.65
L (vpp ) K. 2Mzg, ( )
avec
FLEF2—2I’B]'F1. (466)
Avec ces définitions,
F,=Fr+Fp. (4.67)
Il est d’usage de noter?
oy, FL
=L _ "L 4.68
ek, (4.68)

Examinons a présent la section efficace différentielle compléte (4.49) du processus e p —
e~ X du point de vue des différents sous-processus v*p — X mis en jeu. Toujours dans la
meéme approximation,

d*o Ao
~ F 1—vy) F
P vy O [SL’Bgy 1+ (1—y) 2}
277'0[2 2F2_FL
= cyt—— + 2(1 — y) F: 4.69
soit
d*o 2ma’?
= - _I[2(1— AF—y*F
dxpj dy JTBijz{[( y)+y] 2y L}
(4.70)
2ra’?
= 2(1— NFEr+2(1—y)FLl.
xBjQ4{[( y)+y] T‘l‘ ( y) L}

4.3.4 Fonctions de structure dans le modéle des partons

Nous allons maintenant utiliser le modéle des partons pour calculer les fonctions de struc-
ture Fi et Fy. L’idée est d’utiliser nos calculs concernant la diffusion élastique sur une par-
ticule ponctuelle, ici un parton, pour en déduire les expressions cherchées.

9Ne pas confondre ce rapport avec le rapport (2.3) du processus d’annihilation e*e~ — hadrons.
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Retour sur la relation de Callan-Gross

Notons tout d’abord que I’énergie transtérée v = p - q/M est la méme pour un parton de
masse m = x M qui absorbe toute 1’énergie, ce qui se vérifie algébriquement par

,_Pa_ap-q
M x M

. (4.71)
Partant des expressions (3.86) et (3.87)
2 2 2 2
a0 _ @ g QY _ Q@ pof @
Wip = 4m? Qo (V Qm) ~ dm2y Qo (1 2mu> ’
1 2
W;;lnt - ;Q25<1_ Q ) .

pour la diffusion sur une particule de masse m et de charge Q. nous écrirons donc pour la
fonction de structure d’un proton possédant d’un constituant de ce type (de charge Q = 1
pour aléger I’écriture) :

F1:MWfth:7MQ25<1 QQ)— o 5(1— Q2>

4m2v Comv)  dmav o v
— Q’ Q° _ TBj TBj\ _ TBj
_4MSL’21/5 ! 2M xv _21’26( x>_2x5(x3] x) (4.72)
et Q2
el B
FQ:VWQPt:(S(l_zmy) :‘5(7]—1) = z6(rp; —x). (4.73)

En notant, comme page 52, par f;(x) la probabilité que le proton contienne un parton de
type i, d’impulsion x p, de charge e; mesurée en unité de |e|, nous avons donc

Files) =Y / dar 2 fi(x)%é(xBj _ ) (4.74)
Fy(zp;) = Z / dzé? fi(x) xd(zp; — ), (4.75)

qui ne dépendent donc que de xp; . En outre, ces fonctions de structure vérifient

FQ(SL’BJ') = szj Fl(LL’Bj) . (476)

ou de facon équivalente, d’aprés (4.66) et (4.61),

Fr=F e F,=0] (4.77)

C’est la relation de Callan-Gross, que nous avons déja rencontrée plus haut sous une forme un
peu différente. Injectons en effet les fonctions de structure (4.74) et (4.75) dans I'expression
(4.70), obtenue en négligeant dans le régime de diffusion profonde le terme en Q*/M? . Nous
obtenons alors

2 2

2o
;Y Q*

d*o 271
dl’Bjdy $Bij2

[y +2(1—y)] b= [14+(1—y)°] F. (4.78)
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D’autre part, de Q* =2 M E xp;y on tire

a(xBju Q2) _ Q2

Owsy) | v (479)
et donc » : p

o _¢ ? (4.80)

drp;dy  y dop;dQ?
Combinant (4.78) avec (4.80) on obtient alors, puisque y ~ Q*/(zp; S) dans la limite Q* >
d*o 21

M2
2 2
= 14 (1-Y
d!L’Bj dQ2 TBj Q4 TBj S

qui est exactement la relation d’invariance d’échelle (4.7), ce qui nous permet d’identifier F,
a la quantité F, extraite des données expérimentales.

S’il existait des constituants du proton de spin 0 chargés électriquement, nous aurions
obtenu une fonction de structure F; = 0 (et Fy # 0). En conséquence la relation d’invariance
d’échelle (4.81) serait diférente, en contradiction avec les données expérimentales.

Fy, (4.81)

Fonctions de structure du proton et du neutron ; régles de somme

La forme de la fonction de structure F» peut se prédire avec quelques arguments simples,
illustrés par la figure 4.5. Dans un modéle primitif ou le proton serait constitué de 3 quarks
de valence, Fy(zp;) serait simplement la somme de trois distributions de Dirac piquées en
xp; = 1/3. Bien sir, le fait que ces quarks soient plongés dans un potentiel confinant introduit
un étalement de ces distributions. Les gluons virtuels échangé peuvent produire des paires
quark-antiquark, avec une probabilité de type Bremsstrahlung, en dk/k ~ dz/z , donc piquée
aux petits x. Cette contribution de la “mer” et des gluons sera donc trées piquée dans la région
des petits xp; , et du point de vue de la théorie des champs, I'effet des corrections radiatives
de QCD, sera trés marqué a petit xpg; .

La conservation du tenseur d’énergie-impulsion permet de montrer que

1
/ drg; Fy(zgj, Q%) = constante . (4.82)
0

D’autre part, lorsque Q? augmente, la résolution de la sonde électromagnétique étant en 1/Q ,
le contenu en partons du proton augmente, et puisque le contenu en quarks de la mer et en
gluons se révéle de plus en plus dans le domaine des petits x; , le fait que la surface délimitée
par I, soit constante montre que la contribution des régions de xp; modéré diminue. Dans
la limite extréme ot Q* — oo, on aura donc

Fy(rp;, Q°) g2 0@Bs) (4.83)

Nous pouvons étre plus quantitatif, en rendant explicite le modéle des partons. Dans ce
modeéle, nous pouvons écrire, pour la fonction de structure du proton

F2(p LL’B]'

(w5)) )
T = Z ei fi(xp;) (4.84)

T

B @ (19 s) + £ (wy)] + (zla) D @sg) + I ) + TP sy) + 1 ()
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1 quark

3 quark libres

[ e

LA

3 quark liés

b2

LR 2

3 quark liés + mer ﬁ

ZEBj

F1G. 4.5 — Modéle partonique pour Fy.

et de méme, pour la fonction de structure du neutron

(n)
Fy (xBj) E: 2
BJ i 7 f( Bj)

T

_ (;)2 [fu(")(l"Bj) +fﬂn)($3j)} + G

Par symétrie d’isospin, i.e. sous la transformation p <» n et u <= d, nous avons

1

(p)
d

1

)l

xBj

ZEBj

ZEBj

69

(4.85)

£ (@gy) + £ (sy) + £ (8y) + £ (285)

£
fi?
£

(4.86)
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d’ou finalement

B (xp) 4 Lgia
L E— = = u _d d 3
TBj 9(u+u)+9( Tt st s)
(4.87)
7 (25)) = —(d+d)+=(u+u+s+35).
ZL’B]' 9 9

Comme les distributions partoniques doivent étre positives, on en déduit que le rapport

5)
7 5 (4.88)

<4 (4.89)

qui est bien vérifiée expérimentalement, comme on peut le voir sur la figure 4.6.

WO I I ‘ I I ‘ L1 1 1 ‘ I I ‘ I I

i % I:2n/F2p i
>8] + +M+A Fermi Smearing |

0.6 — “#% B
| L _
; 3 mﬁ |

| ] *tﬁ'

0.2 7 a Riordan et al.,, 18°-34° —
|1 e Poucher et al., 6°-10° L
m Bodek et al., 15°-34° B

0.0 I O B B I B B
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

FIG. 4.6 — Données de SLAC (1973) pour le rapport F\™ /F¥).

Les distributions de partons doivent vérifier les régles de somme suivantes :
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Etrangeté nulle des nucléons :
1
/dx (s—5)=0. (4.90)
0
Charge du proton=+1 :

dr | = (4.91)

O\H
W Do
N
|
&
|
W —
—
ISH
|
&
Il
—_

Charge du neutron=0 :

/dx 2a—d-tu—w) =0, (4.92)

d’ou 'on déduit que
1 1

dr (u—1u) =2 et dr (d—d)=1. (4.93)
/ /

0 0

Notons que la contrainte liées au nombre quantique d’isospin d’écrit, pour le proton (ou
neutron : dans ce cas u et d sont échangés, en méme temps que le signe de [3) :
1

1 - 1

13:§/d:t [(u—ﬂ)—(d—d)]:§, (4.94)

0

tandis que le fait que les nombres baryoniques du proton et du neutron soient égaux a 1 se
traduit par

B:%/[u—uﬂl—chs—s]:l. (4.95)

Bien entendu, I’ensemble des trois contraintes (4.94), (4.90) et (4.95) ou (4.91), (4.90) et
(4.92) conduit aux contraintes (4.93) et (4.90), a cause de la relation de Gell-Mann-Nishijma

Y
Qzlg‘l‘? avec Y=B+S. (4.96)

La mise en application du modéle partonique avec une distribution de valence accompagnée
d’un distribution de la mer, que I'on peut raisonnablement supposer respecter la symétrie du
groupe SU(3) de saveur, peut se faire en posant

U=1u,+m et d=d,+m (4.97)
et -
Uy = Uy, = dpy = dpy, =5 =5 =m, (4.98)
ce qui conduit a écrire les fonctions de structure FQ(p ! et FQ(") sous la forme
P (xg;) 1 4
= —(du,+d,) + = 4.99
P 9( Uy + dy) + 3m (4.99)
(n)
Fy" () 1 4
—= 2 = Z(4d, +uy) + =m, 4.100
. 9( + uy) + 3m ( )
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et donc ) )
— (B — ") = Z(uy — d). (4.101)
II?B]' 3
Expérimentalement, on constate effectivement que cette différence se comporte bien comme
une distribution de valence, avec une valeur moyenne de x autour de 1/3 comme attendu.

Reéécrivons le rapport Fi”)/F\™ dans ce modéle :

AP 4w, +d,+12m
FQ(") CAdd, fu,+12m’

(4.102)

Dans la limite ou xp; — 0, les contributions provenant de la mer doivent dominer, on doit
avoir )
p

Fy

H
F2(n) TBj —0

1, (4.103)

ce qui est bien vérifié expérimentalement, comme on peut le constater sur la figure 4.6.
En revanche, I’hypothése naturelle qui consisterait a supposer que u, =~ 2d, est trop forte,
puisqu’elle conduirait a

(»)
F ; 1 4
Blws) _ 1 4 (4.104)
T Bj 2 3
(n)
Fy" (z ;) 1 4
—2 O = Zuy 4 -m, 4.105
. 3u + 3m ( )
et donc )
EP 3
2 - (4.106)
FQ(n) {EBJ—>12

ce qui n’est pas le cas expérimentalement, comme le montre la figure 4.6. En fait, on constate
que ce rapport tend vers 1/4, ce qui est compatible avec une hypothése de dominance des
quarks u de valence pour xp; >~ 1. On peut montrer que la distribution de quark qui domine
au voisinage de xp; = 1 doit s’annuler comme

@(rp;) ~ (1 —xp;)°. (4.107)

La puissance 3 peut étre reliée (relation de Drell-Yan-West!?) au comportement de la sec-
tion efficace élastique a grand Q*, comportement qui est régit (voir Pexpression (3.84) du
tenseur hadronique élastique) par le comportement a grand Q? de Gy, qui lui-méme se
comporte comme 1/Q*. En ce qui concerne le comportement de la distribution de valence
sous-dominante (qui pourrait méme avoir le méme comportement selon certains modéles) au
voisinage de xp; = 1, la situation est moins claire, d’ot I'importance de disposer de mesures
précises des distributions u, et d,. En principe, les expériences de diffusion profondément
inélastique avec un neutrino ou un antineutrino permettent de mesurer séparément u et d.
Mais les valeurs maximales atteintes pour zp; par cette méthode ne sont que de 7" ~ 0.65
(CHORUS). Les mesures séparées de u et d ne sont possibles a grand xp; (jusqu’a .85) qu’a
partir de la diffusion d’électrons sur le proton et sur le deuton. Il semble que les modéles

10Voir par exemple Close page 206.
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nucléaires utilisés pour extraire la fonction de structure F2(") conduisent a une incertitude
relativement importante, dans cette région des grands xp;.

Terminons cette discussion en revenant sur la conservation du tenseur d’énergie impulsion.
Dans le modéle des partons, cette contrainte se réduit a une régle de somme sur 'impulsion
longitudinale. En effet, puisque les quarks doivent porter une impulsion totale égale a celle
du proton, nous devons avoir

/o (u(z) + d(z) + s(z) + @(x) +d(z) + 5(x) + g(z)) vdr =1, (4.108)

contrainte qui peut étre démontrée a partir de la relation (4.82) dans le cas du modéle des
partons, pour lequel la fonction coefficient pour I, (qui décrit le couplage des partons au
photon) est simplement proportionnelle & la charge au carré des partons.

HERA a permis de mettre en évidence 'importance des corrections radiatives, en parti-
culier dans le domaine des xp; faible pour lesquels les violations d’invariance d’échelle sont
importantes (voir les figures suivantes). Il a ainsi été possible de tester avec succés les prédic-
tions de QCD perturbatives, qui prédisent les violations d’invariance d’échelle. L’évolution
avec Q% et x; des distributions partoniques, basée sur les équations DGLAP, qui sont connues
actuellement a 'ordre NNLO, est en trés bon accord avec 'expérience.

A petit zp;, le comportement de la fonction de structure F est typiquement en 1/xABj
avec A o~ .3, correspondant a une distribution des gluons en g(zg;) ~ 1/1’]13—;)‘ . Sans l'effet des
corrections radiatives, cette distribution devrait étre en 1/xp; . La valeur précise de A dépend
de Q? (donc une explication purement a la Regge n’est pas possible) mais le fait que cette
valeur soit positive est un signe d’effet de resommation du type > (o, In1/xp;)", ces termes

n
étant compétitifs de ceux apparaissant dans la resommation colinéaire en > (a, In Q?)". Un

n
tel comportement est compatible a la fois avec une évolution de type groupe de renormali-
sation (voir partie suivante) ou avec une approche de type Regge perturbative a la BFKL.
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F1G. 4.7 — Distributions partoniques x f(z), basées sur la paramétrisation NNLO MRST
2004, a Iéchelle p? = 10 GeV? (PDG 2007).
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FIG. 4.8 — Distributions partoniques = f(x) (uy, d,, @, d, s, ¢, b, g) accompagnées de leurs
incertitudes respectives, basées sur la paramétrisation NNLO MRST 2006, aux échelles p? =
20 GeV? et pu? = 10000 GeV? (PDG 2008).
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FIG. 4.9 — Données expérimentales pour F} et paramétrisation NNLO MRST 2006, pour les
deux valeurs de Q? = 3.5 GeVZ et Q* = 90 GeV? (PDG 2008).
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F1G. 4.10 — Données expérimentales pour Fy (PDG 2008).
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FIG. 4.11 — a) Données expérimentales pour F} & xp; petit et Q* modéré. b) Données
expérimentales pour F5¢ et F2° (PDG 2008).



