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Chapitre 1

Mécanique analytique

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques concepts essentiels de mécanique
analytique, en décrivant les approches hamiltonienne et lagrangienne, pour les sys-
tèmes comportant un nombre fini de degrés de liberté. On trouvera un exposé détaillé
de ces notions dans le Landau de mécanique [1] dont ce chapitre s’inspire fortement.

1.1 Principe de moindre action

1.1.1 Equations d’Euler-Lagrange

Dans la mécanique lagrangienne (Lagrange, 1787), tout système mécanique est
caractérisé par sa fonction de Lagrange (ou lagrangien) L(q1, q2, ..., qs; q̇1, q̇2, ..., q̇s; t),
notée par la suite L(q, q̇, t). q1, q2, ..., qs représentent les s coordonnées généralisées
du système. Ces coordonnées, qui ne sont pas forcément cartésiennes, caractérisent
complètement la position d’un système à s degrés de liberté. Leurs dérivées par
rapport aux temps q̇1, q̇2, ..., q̇s sont les vitesses généralisées du système. Le fait
que la connaissance à un instant donné des positions et des vitesses d’un système
suffise à caractériser complètement son évolution ultérieure vient du fait que de façon
générale, les équations du mouvement d’un système sont des équations différentielles
du second ordre.

Supposons que la position du système soit bien déterminée aux instants t1 et t2.
On note q(1), q(2) ces positions.

Le principe d’Hamilton, ou principe de moindre action, postule que le système
se déplace de telle sorte que l’action

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt (1.1)

soit minimale (plus généralement extrémale pour l’ensemble de la trajectoire, la
condition de minimalité n’étant valable que pour des portions suffisamment petites
de la trajectoire). La trajectoire du système peut alors être déterminée en résolvant
les équations d’Euler-Lagrange, qui s’établissent par une méthode variationnelle.

Soit q(t) la fonction (supposée unique) qui rend S extrémale. Considérons une
variation δq(t) de la trajectoire, qui vérifie δq(t1) = δq(t2) = 0. Cette variation est
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6 CHAPITRE 1. MÉCANIQUE ANALYTIQUE

supposée petite, dans un sens que l’on peut préciser mathématiquement à condition
de définir correctement l’espace de fonction sur lequel agit la fonctionnelle action,
et de le munir d’une norme [2]. Nous laissons de côté ici tout soucis de rigueur
mathématique. La variation de l’action s’écrit alors

δS =

∫ t2

t1

L(q + δq, q̇ + δq̇, t) dt−
∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt

=

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt = 0. (1.2)

En utilisant le fait que δq̇ = d
dt
δq et en intégrant par partie, on obtient

δS =
∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣
t2

t1

+

∫ t2

t1

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
δq dt = 0, (1.3)

pour toute variation δq. On obtient donc les équations d’Euler Lagrange (pour un
système à s degrés de liberté)

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 (i = 1, ..., s) . (1.4)

Ce sont les équations du mouvement du système : si L est connu, alors les équations
(1.4) permettent de relier accélerations, vitesses et coordonnées. Elles forment un
système de s équations différentielles du second ordre à s fonctions inconnues qi(t).
Leur solution générale contient 2s constantes arbitraires qui doivent être précisées
par les conditions initiales.

exercice 1.1

Montrer que les équations du mouvement ne sont pas modifiées si l’on ajoute au
lagrangien la dérivée totale d’une fonction quelconque des coordonnées et du temps.

Considérons à titre d’exemple le cas d’un point matériel libre. Plaçons nous dans
un référentiel galiléen, dans lequel par définition l’espace est homogène et isotrope,
et le temps uniforme. Il est alors clair que le lagrangien du point matériel ne peut
dépendre que du carré de sa vitesse.

exercice 1.2

En déduire le principe d’inertie, à savoir que le mouvement d’un point matériel libre
dans un référentiel galiléen est rectiligne et uniforme.

1.1.2 Principe de relativité galiléen :

Il existe une infinité de référentiels galiléens, qui sont animés les uns par rapport
aux autres d’un mouvement rectiligne et uniforme, dans lesquels les propriétés du
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temps et de l’espace sont les mêmes, ainsi que les lois de la dynamique. Les lois de
transformation sont données par un groupe à 10 paramètres :

{
t′ = t+ t0
x′i = Rij xj + Vit+ ai

(1.5)

où Rij est une matrice orthogonale et Vi représente les 3 composantes de la vitesse.

exercice 1.3

En utilisant le principe de relativité galiléen, montrer que le lagrangien d’un point
matériel libre est de la forme

L = av2 . (1.6)

On pourra considérer deux référentiels galiléens qui se déplacent l’un par rapport à
l’autre avec une vitesse infiniment petite, et utiliser le résultat de l’exercice 1.1.

Par convention, on fixe a = m/2, ce qui définit la masse m du point matériel.
Cette quantité doit être positive d’après le principe de moindre action

1.1.3 Fonction de lagrange pour un système de points maté-

riels

Pour un système fermé de points matériels en interaction, le lagrangien s’écrit

L = T − U (1.7)

où T = 1
2

∑
amaẋ

2
a est l’énergie cinétique, la somme portant sur les points du sys-

tème matériel, et U( ~x1, ~x2, ...) est l’énergie potentielle. Si au lieu de coordonnées
cartésiennes on utilise des coordonnées généralisées pour décrire le mouvement du
système, il faut effectuer la transformation

xa = fa(q1, q2, ..., qs) , (1.8)

et donc
ẋa = fa(q̇1, q̇2, ..., q̇s) . (1.9)

La fonction de Lagrange aura alors la forme

L =
1

2

∑

i,j

ai,j(q) q̇i q̇j − U(q) , (1.10)

où les fonctions ai,j ne dépendent que des coordonnées. Ainsi dans un système de
coordonnées généralisées, l’énergie cinétique est toujours fonction quadratique des
vitesses, mais elle peut dépendre aussi des coordonnées.

exercice 1.4

En utilisant les équations d’Euler-Lagrange, retrouver la relation fondamentale de
la dynamique entre force et accélération.
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1.2 Intégrales du mouvement

Nous avons vu plus haut (voir 1.1.1) que la solution des équations du mouvement
d’un système fermé à s degrés de libertés fait intervenir 2s constantes. En fait, à
cause de l’uniformité du temps, une des constantes du mouvement peut être élimi-
née, de sorte qu’il reste 2s− 1 équations du mouvement. Nous allons considérer ici
successivement trois types d’intégrales premières tout à fait fondamentales : l’éner-
gie, l’impulsion et le moment cinétique, qui sont directement reliées respectivement
aux propriétés d’uniformité du temps, de l’espace, et d’isotropie spatiale, dans les
référentiels galiléens.

Nous verrons plus loin grâce au théorème de Noether comment de façon géné-
rale toute symétrie continue de l’action entraine l’existence d’une quantité conservée.

exercice 1.5

En utilisant l’uniformité du temps pour un système fermé et en se servant des équa-
tions d’Euler-Lagrange, montrer que l’énergie définie par

E = q̇
∂L

∂q̇
− L (1.11)

est conservée.

exercice 1.6

En utilisant l’uniformité de l’espace pour un système fermé et en se servant des
équations d’Euler-Lagrange, montrer que l’impulsion définie par

~p =
∑

a

∂L

∂ ~̇aq
(1.12)

est conservée (la somme sur a représente la somme sur tous les points du matériels
système). On pourra considérer une translation globale infinitésimale du système et
calculer la variation correspondante du lagrangien. Quelle est l’expression de l’im-
pulsion dans le cas d’une particule libre ? Ecrire les équations d’Euler-Lagrange en
terme des impulsions et des forces.

Dans le cas où l’on utilise des coordonnées généralisées qi (i=1,...s), les impulsions
généralisées sont définies par

pi =
∂L

∂q̇i
(1.13)

et les forces généralisées par

Fi =
∂L

∂qi
(1.14)

Dans le cas de coordonnées cartésiennes en mécanique, les coordonnées pi sont sim-
plement les composantes du vecteur ~pa. Mais dans le cas général, l’impulsion est une
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fonction linéaire homogène des vitesses généralisée qui ne se ramène pas au produit
d’une masse par une vitesse.

exercice 1.7

En utilisant l’isotropie de l’espace pour un système fermé et en utilisant les équations
d’Euler-Lagrange, montrer que le moment cinétique défini par

~L =
∑

a

~ra ∧ ~pa (1.15)

est conservé. On pourra considérer une rotation globale infinitésimale du système et
calculer la variation correspondante du lagrangien.

1.3 Equations canoniques

1.3.1 Equations de Hamilton

Dans l’approche lagrangienne étudiée plus haut, les lois de la mécanique sont
formulées en supposant que l’état du système est décrit par les coordonnées et les
vitesses généralisées de celui-ci. Il est possible de passer d’un choix de variables
indépendantes à un autre en effectuant une transformation de Legendre. Elle consiste
à remplacer une variable dynamique par sa variable conjuguée. Considérons pour
cela la différentielle totale du lagrangien :

dL =
∑

i

∂L

∂qi
dqi +

∑

i

∂L

∂q̇i
dq̇i . (1.16)

En utilisant la définition des impulsions généralisées et les équations d’Euler-Lagrange,
on peut remplacer cette expression par

dL =
∑

i

ṗidqi +
∑

i

pidq̇i . (1.17)

On définit la fonction de Hamilton (ou hamiltonien) du système par la transformée
de Legendre du lagrangien par rapport au couple (pi, q̇i)

H(p, q, t) =
∑

i

piq̇i − L . (1.18)

C’est l’énergie du système. On constate que la différentielle de H s’écrit

dH = −
∑

i

ṗidqi +
∑

i

q̇idpi , (1.19)

ce qui est exactement le but recherché : on a remplacé la description du système
en terme de coordonnées et de vitesses (qi, q̇i) par une description en terme de
coordonnées et d’impulsion (qi, pi).
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Cette transformation est très utilisée en thermodynamique par exemple, lorsque
l’on remplace l’étude de l’énergie interne par celle de l’enthalpie (passage du couple
de variables (S,Ω, N) au couple de variable (T,Ω, N) (où S est l’entropie, Ω est le
volume, N le nombre de particules, et T la température).

Les équations du mouvement dans ce nouveau couple de variables sont mainte-
nant

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
(1.20)

comme on peut le voir immédiatement d’après l’expression de la différentielle de
H (1.19). Ces équations dites d’Hamilton (ou canoniques à cause de leur simplicité
et de leur symétrie) forment un système de 2s équations différentielles du premier
ordre à 2s fonctions inconnues q(t) et p(t), qui remplacent les s équations du second
ordre d’Euler-Lagrange.

exercice 1.8

Montrer que

dH

dt
=
∂H

∂t
. (1.21)

Retrouver ainsi la loi de conservation de l’énergie.

Dans le cas où le système dépend également d’un paramètre λ qui n’est pas une
variable dynamique (exemple : champ extérieur dans lequel le point matériel est
plongé, voir chapitre 2), montrer que

∂H

∂λ

∣∣∣∣
p,q

= − ∂L

∂λ

∣∣∣∣
q,q̇

(1.22)

En déduire que dans le cas où le lagrangien dépend explicitement du temps,

∂H

∂t

∣∣∣∣
p,q

= − ∂L

∂t

∣∣∣∣
q,q̇

(1.23)

1.3.2 Fonction de Routh

Il est parfois utile de n’effectuer la transformation de Legendre précédente que
pour certains couples de variables (q̇, p). Supposons par exemple que la dynamique
du système est décrite par deux variables q et ξ, et effectuons une transformée de
Legendre par rapport au couple (q̇, p) uniquement. Il est alors naturel d’introduire
la fonction de Routh

R(q, p, ξ, ξ̇) = pq̇ − L . (1.24)

exercice 1.9
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Montrer que la fonction de Routh est une fonction de Hamilton par rapport à la
coordonnée q et une fonction de Lagrange par rapport à la coordonnée ξ :

q̇ =
∂R

∂p
, ṗ = −∂R

∂q
(1.25)

d

dt

∂R

∂ξ̇
=
∂R

∂ξ
. (1.26)

Montrer que l’énergie s’écrit

E = R− ξ̇ ∂R
∂ξ̇

. (1.27)

La généralisation au cas de plus de 2 variables est immédiate. L’intérêt de cette
fonction de Routh apparaît dans les systèmes possédant une coordonnée cyclique.
On dit que q est une coordonnée cyclique si elle n’entre pas explicitement dans le
lagrangien. Il est alors immédiat que l’impulsion p est constante, comme on peut le
voir d’après les équations canoniques (1.25) ou d’après l’équation d’Euler-Lagrange
pour la coordonnée q. Les équations d’Euler-Lagrange pour les coordonnées ξi (1.26)
se réduisent alors simplement à des équations contenant les coordonnées ξi (notées
symboliquement ξ)

d

dt

∂R(p, ξ, ξ̇)

∂ξ̇
=
∂R(p, ξ, ξ̇)

∂ξ
. (1.28)

Les coordonnées cycliques disparaissent donc complètement des équations du mou-
vement, p jouant simplement le rôle d’un paramètre. La méthode consiste donc à
trouver les fonctions ξ(t) solutions des équations (1.28) puis à obtenir la coordonnée
cyclique q(t) par intégration de l’équation canonique

q̇ =
∂R(p, ξ, ξ̇)

∂p
. (1.29)

1.3.3 Crochets de Poisson

Il est intéressant de reformuler les équations canoniques à l’aide des crochets de
Poisson. Ce formalisme s’avère en particulier très utile pour comprendre le passage de
la dynamique classique à la dynamique quantique, que le système possède un nombre
fini de degrés de liberté, comme c’est le cas dans ce chapitre, ou qu’il possède un
nombre infini de degrés de liberté, situation que nous examinerons dans le chapitre
2.

On définit le crochet de Poisson de deux fonctions f et g agissant sur l’espace
R2s par

{f, g} =

s∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂g

∂qi

∂f

∂pi

)
. (1.30)

exercice 1.10

Montrer que
df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H} . (1.31)
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Une condition pour que f soit intégrale première du mouvement est donc que

∂f

∂t
+ {f,H} = 0 , (1.32)

soit, dans le cas où cette intégrale première ne dépend pas explicitement du temps,

{f,H} = 0 . (1.33)

exercice 1.11

Montrer que l’ensemble des fonctions f(p, q) différentiable sur l’espace R2s muni de
l’opérateur crochet de Poisson définit une algèbre de Lie de dimension ∞.

Montrer que

{f, constante} = 0 (1.34)

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h} (1.35)

∂

∂t
{f, g} =

{
∂f

∂t
, g

}
+

{
f,
∂g

∂t

}
(1.36)

{qi, qj} = 0 , {pi, pj} = 0 , {qi, pj} = δij (1.37)

{q, f} =
∂f

∂p
, {p, f} = −∂f

∂q
(1.38)

q̇ ≡ dq

dt
= {q,H} , ṗ ≡ dp

dt
= {p,H} . (1.39)

Théorème de Poisson
Si f et g sont des intégrales premières, alors {f, g} est aussi une intégrale pre-

mière.

exercice 1.12

Démontrer ce théorème. On pourra utiliser la propriété (1.35) et l’identité de Jacobi
satisfaite par le crochet de Poisson (voir exercice 1.11).

exercice 1.13

1- Calculer les crochets de Poisson formés à partir des composantes du moment ci-
nétique.

2- Calculer les crochets de Poisson formés à partir des composantes du moment ci-
nétique et de l’impulsion.
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3- Montrer que le crochet de Poisson d’une fonction scalaire des coordonnées et des
impulsions avec les composantes du moment cinétique est nul.

4- Soit ~n un vecteur unitaire. Montrer que

{f, ~L.~n} = ~n ∧ ~f , (1.40)

où ~f est une fonction vectorielle des coordonnées et des impulsions.

1.4 L’action en fonction des coordonnées

1.4.1 Variation de l’action pour deux trajectoires réelles voi-
sines

Lorsque nous avons formulé le principe de moindre action dans la partie 1.1,
nous avons envisagé des variations de l’action entre deux valeurs fixées q(t1) et q(t2)
des coordonnées du système considéré à deux instants fixés t1 et t2. La trajectoire
réelle correspond alors à celle qui minimise l’action S, les contraintes précédentes
étant satisfaites.

Nous allons maintenant étudier les variations de l’action lorsque l’on considère
différentes trajectoires réelles. On peut tout d’abord considérer la variation de l’ac-
tion lorsque l’on impose aux trajectoires de passer par la même position q(t1) = q(1)

au même instant t1 mais en des positions différentes à l’instant t2. On peut égale-
ment considérer l’action comme une fonction explicite du temps, c’est à dire étudier
ses variations lorsque l’on impose aux trajectoires réelles de passer par la même
position q(t1) = q(1) au même instant t1, et à la même position q(2) mais en des
instants différents t2.

Nous allons ici directement envisager une transformation générale infinitésimale
de la trajectoire, pour laquelle les coordonnées et le temps varient tous deux à la
fois au début et à la fin du mouvement.
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t

q

t1 t2t1 + δt1 t2 + δt2

q(t)

q(t) + δq(t)

t+ δt(t)t

Soit donc q(t) la trajectoire définie de t1 à t2, solution des équations d’Euler-
Lagrange. Considérons une transformation générale infinitésimale de cette trajec-
toire de la forme

t′ = t+ δt(t)
q′(t′) = q(t) + δq(t) .

(1.41)

Notons δ̄q(t) la différence entre les coordonnées de la trajectoire tranformée et la
trajectoire initiale mesurées au même instant t.

δ̄q(t) = q′(t)− q(t)
= q(t− δt) + δq(t− δt)− q(t)
= δq(t)− q̇(t).δt+ ...(termes d′ordre supérieur en δt) (1.42)

L’action de la trajectoire initiale s’écrit, en notant δt1,2 = δt(t1,2),

S =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t) dt . (1.43)

Après la transformation (1.41), elle s’écrit, le long de la trajectoire ainsi obtenue,

S ′ =

∫ t2+δt2

t1+δt1

L(q′(t), q̇′(t), t) dt (1.44)

=

∫ t1

t1+δt1

L(q′(t), q̇′(t), t) dt+

∫ t2+δt2

t2

L(q′(t), q̇′(t), t) dt+

∫ t2

t1

L(q′(t), q̇′(t), t) dt ,

soit encore, en négligeant les termes d’ordre supérieur à δt,

S ′ = δt L(q′(t), q̇′(t), t)|t2t1 +

∫ t2

t1

L(q′(t), q̇′(t), t) dt

= δt L(q(t), q̇(t), t)|t2t1 +

∫ t2

t1

L(q(t) + δ̄q(t), q̇(t) + δ̄q̇(t), t) dt . (1.45)
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Examinons le dernier terme. Il s’écrit encore, en développant au premier ordre en
δ̄q et δ̄q̇,

∫ t2

t1

{
L(q(t), q̇(t), t) +

∂L

∂q
δ̄q +

∂L

∂q̇
δ̄q̇

}
dt

=

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t) +

∫ t2

t1

{
∂L

∂q
δ̄q − d

dt

(
∂L

∂q̇

)
δ̄q

}
dt+

∫ t2

t1

dt
d

dt

(
∂L

∂q̇
δ̄q

)

=
∂L

∂q̇
δ̄q

∣∣∣∣
t2

t1

+ S +

∫ t2

t1

{
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

}
δ̄q dt (1.46)

Le dernier terme de l’équation précédente s’annulle puisque q(t) est solution des
équations du mouvement. Ainsi

dS =

(
∂L

∂q̇
δ̄q + L δt

)∣∣∣∣
t2

t1

. (1.47)

Il est intéressant de remarquer que dans le calcul menant à l’expression précédente,
on a uniquement utilisé le fait que la trajectoire initiale est solution des équations
du mouvement. Il semble au premier abord que la trajectoire transformée puisse
être quelconque. En fait, puisque S est extrémale dans l’espace des trajectoires pour
la trajectoire réelle initiale qui va de (q(1), t1) à (q(2), t2), une trajectoire voisine
quelconque (i.e a priori non solution des équations du mouvement) ne différant que
d’une “petite” quantité δ̄q (au sens de la norme dans l’espace sur lequel agit la
fonctionnelle action) rendra l’action extrémale (à des termes en δ̄q2 près), et sera
donc solution des équations du mouvement à l’ordre δ̄q considéré.

Ceci se traduit par le fait que la contribution correspondante au calcul précédent
est d’ordre δ̄q2. La seule contribution à la variation de l’action ne peut provenir que
des termes de bord, comme le montre effectivement l’équation (1.47). Celle-ci peut
encore s’écrire, en restaurant la dépendance explicite dans les 2s degrés de liberté,
et en utilisant la définition du hamiltonien et de l’impulsion,

dS =
∑

i

∂L

∂q̇i
δqi −

(
∑

i

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)
δt

∣∣∣∣∣

t2

t1

=
∑

i

piδqi −Hδt
∣∣∣∣∣

t2

t1

. (1.48)

Considérons une transformation qui ne met en jeu que les coordonnées q = q(2) et
l’instant t = t2 finals. De l’expression correspondante

dS =
∑

i

pidqi −Hdt (1.49)

on voit alors immédiatement que les dérivées partielles de l’action par rapport aux
coordonnées sont égales aux impulsions correspondantes :

∂S

∂qi
= pi , (1.50)
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et que la dérivée partielle de l’action par rapport au temps est égale à l’opposé du
hamiltonien :

∂S

∂t
= −H , (1.51)

Le fait que l’expression (1.49) doivent être une différentielle impose des contraintes
sur les mouvements possibles. En particulier, les lois de l’optique géométrique peuvent
s’établir de cette façon. On trouvera un exposé détaillé de ces techniques dans le
Landau de théorie des champs, §53-55 [3].

exercice 1.14

En utilisant l’expression (1.49) pour calculer l’action et en considérant les coordon-
nées et les impulsions commes des variables indépendantes, montrer que le principe
de moindre action conduit aux équations de Hamilton.

1.4.2 Théorème de Noether

Ce théorème constitue une conséquence importante de la formule (1.48) donnant
la variation de l’action sous une transformation continue quelconque : à toute trans-
formation générale continue qui laisse invariante l’action stationnaire correspond une
constante du mouvement.

En effet si l’action est invariante sous la transformation infinitésimale (1.41), on
en déduit que

pδq −Hδt (1.52)

est une constante du mouvement, et la généralisation pour toute transformation
continue laissant l’action invariante est immédiate. Notons que le lagrangien lui-
même n’est pas forcément invariant sous la transformation. On exige uniquement
l’invariance de l’action.

exercice 1.15

1- En appliquant le théorème précédent, retrouver la loi de conservation de l’énergie
pour un hamiltonien indépendant du temps.

2- En utilisant l’uniformité de l’espace pour un système fermé dans un référentiel
galiléen, retrouver la conservation de l’impulsion.

2- En utilisant l’isotropie de l’espace pour un système fermé dans un référentiel
galiléen, retrouver la conservation du moment cinétique.

Nous verrons sa généralisation aux systèmes comportant un nombre infini de
degrés de liberté dans le chapitre 2. Ce théorème joue un rôle central en théorie
quantique des champs car il permet, connaissant les symétries d’un système, de de-
viner la forme du lagrangien possédant une telle symétrie au niveau classique. Cette
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symétrie peut éventuellement disparaître au niveau quantique, lorsque l’on quantifie
le champ, laissant alors apparaître des anomalies.

exercice 1.16

Montrer que la quantité conservée Q =
∑

i piδqi −Hδt est le générateur des trans-
formations infinitésimales :

{Q, qj} = −δ̄qj (1.53)

et

{Q, pj} = −δ̄pj . (1.54)

1.4.3 Principe de Maupertuis

Nous avons vu que le principe de moindre action détermine complètement le
mouvement d’un système mécanique. En résolvant les équations du mouvement, on
obtient ainsi la relation entre les coordonnées et le temps. En particulier on peut
obtenir la forme des trajectoires. Si l’on s’intéresse seulement à la détermination des
trajectoires, il est possible de simplifier le principe de moindre action. Nous allons
supposer dans ce qui suit que le lagrangien, et donc l’hamiltonien, ne dépendent pas
explicitement du temps. Alors l’énergie du système se conserve

H(p, q) = E = cste . (1.55)

Si l’on considère la variation de l’action pour des valeurs initiales et finale des co-
ordonnées données et pour une valeur initiale donnée t1 du temps, avec un temps
final t variable, on obtient, d’après l’équation (1.48),

δS = −Hδt , (1.56)

qui s’écrit encore, si l’on se restreint aux trajectoires satisfaisant à la conservation
de l’énergie,

δS + E δt = 0 . (1.57)

De même, la restriction aux trajectoires qui conservent l’énergie donne pour l’action
l’expression

S =

∫ ∑

i

pidqi −E(t− t1) (1.58)

d’après l’expression générale (1.48) de la différentielle totale de l’action comme fonc-
tion des coordonnées et du temps à la limite supérieure de l’intégrale. En substituant
l’expression précédente dans l’équation (1.57) il vient

δS0 = 0 , (1.59)



18 CHAPITRE 1. MÉCANIQUE ANALYTIQUE

où l’action réduite est définie par

S0 =

∫ ∑

i

pidqi . (1.60)

Ainsi nous pouvons énoncer le Principe de Maupertuis : l’action réduite possède un
minimum sur l’ensemble des trajectoires satisfaisant à la conservation de l’énergie
et passant par le point final donné à un instant arbitraire. Cet énoncé répond donc
bien à la question initiale puisqu’il nous dit comment déterminer la trajectoire, indé-
pendamment du mouvement effectif du système. Le problème se ramène finalement
à trouver le minimum ne dépendant que des variables q et de leurs différentielles dq,
avec l’énergie comme paramètre.

D’après la définition de p,

pi =
∂

∂q̇i
L

(
q,
dq

dt

)
. (1.61)

La conservation de l’énergie s’écrit

E

(
q,
dq

dt

)
= E , (1.62)

d’où l’on tire l’expression de la différentielle dt en fonction de q et dq,

dt = f(q, dq) . (1.63)

De l’équation (1.61) on tire alors p = g(q, dq, E), où E joue le rôle d’un paramètre.
Examinons en particulier comment cette suite de transformations s’opère dans le
cas du lagrangien d’un système de points matériels (1.10). Partant de

L =
1

2

∑

i,j

ai,j(q) q̇i q̇j − U(q) , (1.64)

on tire

pi =
∂L

∂q̇i
=
∑

j

aij(q) q̇j (1.65)

et

E =
1

2

∑

ij

aij(q) q̇i q̇j + U(q) , (1.66)

d’où

dt =

√∑
ij aij(q) dqi dqj

2(E − U)
(1.67)

et ∑

i

pidqi =
∑

ij

aij(q)
dqj
dt
dqi . (1.68)
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Ceci permet donc d’écrire l’action réduite sous la forme

S0 =

∫ ∑

i

pidqi =

∫ √
2(E − U)

∑

ij

aij dqi dqj . (1.69)

Prenons l’exemple d’un point matériel, dont la partie cinétique du lagrangien est
donnée par l’expression (1.6)

T =
m

2

(
dl

dt

)2

, (1.70)

où dl est l’élément de longueur sur la trajectoire. D’après l’équation (1.59),

δ

∫ √
2m(E − U)dl = 0 , (1.71)

l’intégrale étant prise entre deux points donnés de l’espace. Dans le cas du mouve-
ment libre, U = 0 donc l’équation (1.71) devient

δ

∫
dl = 0 , (1.72)

c’est-à-dire que la particule suit le plus court chemin, qui est un segment de droite.

Si l’on revient à l’expression

S =

∫ ∑

i

pi dqi − E(t− t1) = S0 − E(t− t1) , (1.73)

et que l’on fait une variation du paramètre E, on obtient

δS =
∂S0

∂E
δE − (t− t1) δE −E δt . (1.74)

Or δS + E δt = 0 donc
∂S0

∂E
= t− t1 . (1.75)

En utilisant l’expression (1.69) on obtient donc

t− t1 =

∫ √∑
ij aij(q) dqi dqj

2(E − U)
, (1.76)

qui n’est autre que l’intégrale de l’expression (1.67) obtenue pour dt.

Ainsi nous avons obtenu non seulement la trajectoire du système, mais également
la loi de son mouvement au cours du temps, puisque nous avons pu exprimer t comme
fonction des positions du système au même instant.
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1.5 Transformations canoniques

Les transformations

(q1, q2, ..., qs)→ (Q1, Q2, ..., Qs) (1.77)

ne modifient pas les équations d’Euler-Lagrange. Plus généralement, les transforma-
tions, dites ponctuelles, du type Qi = Qi(q, t) laissent les équations du mouvement
invariantes.

Elles laissent aussi les équations d’hamilton invariantes. En fait ces équations
d’Hamilton ont une classe d’invariance beaucoup plus grande. Considérons donc
une transformation du type

{
Qi = Qi(p, q, t)
Pi = Pi(p, q, t)

. (1.78)

A quelle condition cette transformation laisse-t-elle invariante la forme canonique
des équations du mouvement ?

1.5.1 Fonction génératrice d’une transformation canonique

La condition s’exprime par le fait que Qi et Pi doivent vérifier
{

Q̇i = ∂H′

∂Pi

Ṗ i = −∂H′

∂Qi

. (1.79)

Or les équations d’Hamilton découlent du principe variationnel

δ

∫
(
∑

i

pi dqi −H dt) = 0 , (1.80)

d’après l’exercice (1.14). On doit donc également avoir

δ

∫
(
∑

i

Pi dQi −H ′ dt) = 0 , (1.81)

c’est-à-dire que les expressions sous le signe somme ne doivent différer que par une
différentielle totale dF :

∑

i

pi dqi −H dt =
∑

i

Pi dQi −H ′ dt+ dF . (1.82)

F est la fonction génératrice de la transformation, dite canonique. De l’expression

dF =
∑

i

pi dqi −
∑

i

Pi dQi + (H ′ −H)dt (1.83)

on tire 



pi = ∂F
∂qi

Pi = − ∂F
∂Qi

H ′ = H + ∂F
∂t

(1.84)
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pour F = F (q, Q, t). Si la transformation est écrite en terme de q, P, t, il suffit
d’effectuer une transformation de Legendre :

d(F +
∑

i

PiQi) =
∑

i

pi dqi +
∑

i

Qi dPi + (H ′ −H) dt . (1.85)

En posant Φ(q, P, t) = F +
∑

i PiQi, on obtient donc





pi = ∂Φ
∂qi

Qi = ∂Φ
∂Pi

H ′ = H + ∂Φ
∂t

. (1.86)

Ces résultats appellent plusieurs remarques :
i) Si l’on prend Φ =

∑
i fi(q, t)Pi, on retrouve la classe des transformations

ponctuelles Qi = fi(q, t).
ii) Si la fonction génératrice ne dépend pas du temps, alors H ′ = H, donc il suffit

de remplacer dans H les quantités p, q exprimées en fonction de P et Q.
iii) Considérons F =

∑
i qiQi. Alors Qi = pi et Pi = −qi. Cet exemple montre

donc que la distinction coordonnées / impulsions est arbitraire. Mieux vaut donc
parler pour (pi, qi) de grandeurs canoniquement conjuguées.

1.5.2 Condition en terme de crochets de Poisson

Montrons que condition pour que la transformation soit canonique peut s’écrire

{f, g}p,q = {f, g}P,Q , (1.87)

pour toutes fonctions f et g.
Avant de démontrer ce résultat, notons que le temps t joue le rôle d’un paramètre

dans les transformations canoniques, donc il suffit pour démontrer le résultat de
considérer f et g ne dépendant pas explicitement de t.

Considérons g comme une fonction de hamilton. Alors

df

dt
= {f, g}p,q . (1.88)

df
dt

ne peut dépendre que des propriétés du mouvement, et non du choix de variables.
Donc

df

dt
= {f, g}P,Q . (1.89)

Ainsi {f, g}p,q = {f, g}P,Q, ce qui prouve le résultat. Conséquence immédiate :




{Qi, Qj}p,q = 0
{Pi, Pj}p,q = 0
{Pi, Qj}p,q = δij

(1.90)

On peut montrer que la variation de p et q lors du mouvement est une transforma-
tion canonique. En effet, notons qt, pt les coordonnées et les impulsions du système
à l’instant t, et qt+τ , pt+τ leur valeur à l’instant t+ τ. Alors la transformation

{
qt+τ = q(qt, pt, τ)
pt+τ = p(qt, pt, τ)

(1.91)
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est canonique. En effet, pour t et t+ τ donnés, la différentielle de l’action sécrit

dS =
∑

pt+τ dqt+τ − pt dqt . (1.92)

En comparant avec

dF =
∑

i

pi dqi −
∑

i

Pi dQi + (H ′ −H) dt, (1.93)

on constate que F = −S (et H = H ′) : on a bien effectué une transformation
canonique, la fonction gńératrice de la transformation étant l’action elle-même.

1.5.3 Théorème de Liouville

L’élément de volume de l’espace des phases dΓ = dq1...dqsdp1...dps est invariant
sous les transformations canoniques.

Preuve : on veut montrer que
∫
...
∫
dq1...dqsdp1...dps =

∫
...
∫
dQ1...dQsdP1...dPs.

Or cette dernière intégrale peut encore s’écrire, par changement de variable,

∫
...

∫
dQ1...dQsdP1...dPs =

∫
...

∫
∂(Q1, ..., Qs, P1, ..., Ps)

∂(q1, ..., qs, p1, ..., ps)
dq1...dqsdp1...dps .

(1.94)
En notant J le jacobien de la transformation précédente, il nous faut donc montrer
que J = 1. Or

J =
∂(Q1, ..., Qs, P1, ..., Ps)

∂(q1, ..., qs, P1, ..., Ps)
/
∂(q1, ..., qs, p1, ..., ps)

∂(q1, ..., qs, P1, ..., Ps)
// =

∂(Q1, ..., Qs)

∂(q1, ..., qs)

∣∣∣∣
P=cste

/
∂(p1, ..., ps)

∂(P1, ..., Ps)

∣∣∣∣
q

En écrivant la transformation canonique à l’aide de la fonction génératrice Φ(q, P )
on peut écrire

∂Qi

∂qk
=

∂2Φ

∂qk∂Pi
et

∂pi
∂Pk

=
∂2Φ

∂qi∂Pk
. (1.96)

Le déterminant de ces deux matrices est donc identique. Donc J = 1, ce qui prouve
le résultat annoncé.
Remarque : comme nous avons vu que la variation de p et q au cours du temps est
une transformation canonique, on déduit du théorème de Liouville que le volume
d’une portion d’espace des phases que l’on suit dans son mouvement est constant.

Ce résultat se généralise à n’importe quelle p-forme définie sur des variétés p-
dimensionnelles de l’espace des phases. Exemple :

∫ ∫ ∑
i dqi dpi .



Chapitre 2

Théorie classique des champs

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons examiner comment généraliser le formalisme de la
mécanique analytique aux systèmes comportant un nombre infini de degrés de li-
berté. Un champ est un système possédant un nombre infini de degrés de liberté.
C’est le cas par exemple de la mécanique des fluides ou encore de l’électromagné-
tisme. Dans la suite, nous allons nous intéresser aux théories des champs relativistes,
pour lesquels le groupe de symétrie d’espace-temps sera le groupe de Poincaré. No-
tons cependant que la forme des équations du mouvement pour le champ, de même
que l’écriture de la seconde variation de l’action, ne font pas explicitement intervenir
le groupe de symétrie d’espace temps envisagé (groupe de Galilée pour la mécanique
des fluides non relativistes par exemple). Le passage de la mécanique analytique à
la théorie des champs consiste à remplacer les coordonnées qi(t), en nombre fini (in-
dexées par i) par une collection infinie de coordonnées, indexées par un paramètre
qui pourra être discret (exemple : théorie des champs sur réseau) ou continu. Dans la
suite, on supposera que ces coordonnées sont indéxées par les coordonnée spatiales
supposées continues, et pour simplifier les notations, on discutera le cas d’un champ
scalaire, qui sera noté génériquement φ(~x, t). Dans le cas relativiste, notera φ(x) ce
champ. Bien entendu, le champ pourra être vectoriel, spinoriel, tensoriel... Les lois
de transformation des tels champs sous le groupe de symétrie d’espace-temps seront
discutées en détail dans les chapitres suivants.

2.2 Formulation lagrangienne

On se limitera dans tout ce qui suit aux théories des champs locales, pour les-
quelles l’action pourra s’écrire sous la forme

S =

∫
d4xL(x) (2.1)

où L(x) est la densité lagrangienne qui sera supposée ne dépendre que d’un nombre
fini de dérivées des champs (en pratique, en général L(x) ne dépendra que des champs
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et de leur dérivée première). Ceci interdit par définition la non localité : pour que
L(x) dépendent de la valeur des champs au point y distinct de x il faudrait que l’on
puisse reconstruire, par développement en série, le champ φ(y) à partir de φ(x) et de
ses dérivées en x, ce qui bien sûr nécessite en général un nombre infini de dérivées.
L(x) sera donc de la forme

L(x) = L(φi(x), ∂nφi(x), x) . (2.2)

L’indice i permet d’étiqueter les champs de différente nature ou, si les champs ne sont
pas scalaire, leur composantes (exemple : Aµ(x) dans le cas de l’électromagnétisme).
En général, on supposera que les champs s’annullent assez vite à l’infini, ce qui
permet de se débarasser des termes de bord lors des manipulation habituelles basées
sur des intégrations par partie (exception notable : théories topologiques).

2.3 Equations d’Euler-Lagrange

On noteΩ le volume déspace temps sur lequel on intègre la densité lagrangienne
L pour obtenir l’action S. La méthode pour onbtenir les équations du mouvement est
exactement la même qu’en mécanique : on varie cette fois l’action sur une trajectoire,
en effectuant la transformation

φ(x)→ φ(x) + δφ(x) . (2.3)

qui conduit à une variation de l’action de la forme

δS =

∫

Ω

d4x

[
δL(x)

δφi(x)
δφi(x) +

δL(x)

δ∂µφi(x)
δ(∂µφi(x))

]
. (2.4)

En intégrant par partie, on obtient donc

δS =

∫

Ω

d4x

[
δL(x)

δφi(x)
− ∂µ

δL(x)

δ∂µφi(x)

]
δφi(x) +

∫

∂Ω

δφi(x)
δL(x)

δ∂µφi(x)
d3σµ (2.5)

où ∂Ω est le bord de Ω et d3σµ est lélément d’intégration sur ce bord. Le dernier
terme de l’équation précédente est nul par hypothèse de décroissance ds champs à
l’infini. L’action devant être stationnaire au voisinage des solutions des équations du
mouvement (donc pour toute variation δφi(x)), on déduit de (2.5) que

δL(x)

δφi(x)
− ∂µ

δL(x)

δ∂µφi(x)
= 0 (2.6)

qui sont les équations d’Euler-Lagrange pour les champs φi(x). Notons que l’ajout
d’une divergence totale à la densité lagrangienne ne modifie pas l’action.
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2.4 Les symétries globales

2.4.1 seconde variation de l’action

Le calcul de la seconde variation de l’action est à mettre en parallèle avec celui
effectué en mécanique. De la même façon, ce calcul permet d’obtenir la variation de
l’action sous une transformation quelconque des coordonnées d’espace-temps et des
champs, que ces tranformations soient ou non des symétries de l’action.

Considérons donc une transformation quelconque

x,µ = xµ + δxµ

φ′(x′) = φ(x) + δφ(x)
(2.7)

qui est l’analogue de la transformation (1.41). On obtient alors la variation locale
du champ

δ̄φ(x) = φ′(x)− φ(x)

= φ(x− δx) + δφ(x− δx)− φ(x)

= δφ(x)− δxµ∂µφ(x) + ...(termes d′ordre supérieur) (2.8)

L’action pour les champs solutions des équations du mouvement qui s’écrit, avant
transformation,

S =

∫

Ω

d4L(φ(x), ∂µφ(x), x) (2.9)

devient donc

S ′ =

∫

Ω′

d4L(φ′(x), ∂µφ
′(x), x) (2.10)

où Ω′ est le transformé de Ω par (2.7). S ′ s’écrit encore

S ′ =

∫

Ω

d4xL(φ′, ∂µφ
′, x) +

∫

δΩ

d3σµ δx
µL(φ′, ∂µφ

′, x) , (2.11)

ce qui donne, par développement de Taylor à l’ordre 1, et en négligeant les termes
d’ordre 2,

S ′ = S +

∫

Ω

d4x

(
δL
δφ
δ̄φ+

δL
δ(∂µφ)

∂µδ̄φ

)
+

∫

δΩ

d3σµ δx
µL(φ, ∂µφ, x) + · · · . (2.12)

En intégrant par partie, on obtient alors

S ′ = S +

∫

Ω

d4x

(
δL
δφ
− ∂µ

δL
δ(∂µφ)

)
δ̄φ+

∫

Ω

d4x ∂µ

(
δL

δ(∂µφ)
δ̄φ

)
(2.13)

+

∫

δΩ

d3σµ δx
µL(φ, ∂µφ, x) + · · ·

Le second terme s’annulle puisque les champs satisfons les équations du mouvement.
En intégrant le troisième terme, on obtient ainsi

S ′ = S +

∫

δΩ

d3σµ

(
δL

δ(∂µφ)
δ̄φ+ δxµL

)
+ · · · (2.14)

= S +

∫

δΩ

d3σµ

(
δL

δ(∂µφ)
δφ− δL

δ(∂µφ)
∂νφ δx

ν + δxµL
)

+ · · ·
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En utilisant (2.8), on obtient finalement

δS =

∫

δΩ

d3σµ

(
δL

δ(∂µφ)
δφ−

(
δL

δ(∂µφ)
∂νφ − gµνL

)
δxν
)

+ · · · ,

où l’on a utilisé le fait que gµν ≡ δµν : voir chapitre 8).

2.4.2 théorème de Noether

Dans le cas particulier où les transformations considérées laissent invariante l’ac-
tion, on obtient alors le théorème de Noether, qui énonce qu’à tout groupe continu
de symétrie de l’action est associé une quantité conservée. Le courant conservé cor-
respondant à cette symétrie s’écrit

jµ =
δL

δ(∂µφ)
δφ−

(
δL

δ(∂µφ)
∂νφ − gµνL

)
δxν (2.15)

puisque d’après la relation (2.15),

δS = 0 =

∫

δΩ

d3σµj
µ =

∫

Ω

d4x ∂µj
µ

quelque soit Ω, ce qui montre que le courant jµ est conservé :

∂µj
µ = 0 .

La charge conservée correspondante s’écrit

Q =

∫
d3x j0(x) . (2.16)

En effet,
∂Q

∂t
=

∫
d3x ∂0 j

0(x) = −
∫
d3x ∂i j

i(x) = 0

pour des champs rapidement décroissants à l’infini. On peut plus généralement dé-
finir la charge conservée par la relation

Q =

∫

N3

d3σµ j
µ(x) , (2.17)

où N3 est une 3-surface de genre espace.
Les transformations envisagées pécédemment sont a priori globales (appelées

encore rigides). Aucune hypothèse sur le caractère local de ces transformations n’est
ici nécessaire. Le fait d’imposer une invariance de l’actio sous les transformation
locales est une exigence supplémentaire que l’on impose dans le cas des théories de
jauge, ce qui fournit un principe dynamique pour construire le lagrangien (exemple :
électroagnétisme, théories de Yang-Mills).
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2.4.3 Applications

Invariance par translation

Si la densité lagrangienne L ne dépend pas explicitement de xµ (invariance par
translation d’espace-temps), alors on peut considérer les transformations particu-
lières

δxµ(x) = constante = δxµ (2.18)

δφ = 0 .

On en déduit que le courant

(
δL

δ(∂µφ)
∂νφ − gµνL

)
δxν (2.19)

est conservé, pour tout δxν constant arbitraire, c’est-à-dire que le tenseur

T µν =

(
δL

δ(∂µφ)
∂νφ − gµνL

)
, (2.20)

appelé tenseur canonique d’énergie-impulsion du champ, est conservé. Par analogie
immédiate avec la définition de l’impulsion en mécanique analytique, l’impulsion du
champ est définie par

Π =
δL

δ(∂0φ)
(2.21)

d’où l’on déduit que

T 0ν = Π ∂νφ− g0νL (2.22)

et

T 00 = Π ∂0φ− L ≡ H . (2.23)

ce qui permet d’interpréter la charge
∫
T 00 d3x comme l’énergie totale du champ.

Ainsi

P ν =

∫
T 0ν d3x , (2.24)

qui se transforme comme un quadrivecteur, peut être identifié au quadrivecteur
énergie-impulsion totale du champ.

De façon plus générale, on dispose à présent d’une formule générale pour le
courant conservé par une transformation laissant invariante l’action : en combinant
(2.15) et (2.20) on obtient en effet

jµ =
δL

δ(∂µφ)
δφ− T µνδxν . (2.25)
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cas des lagrangiens indépendants des champs

Le cas des lagrangiens indépendants des champs présente un intérêt particulier.
C’est le fait par exemple des champs de jauge, qui sont de masse nulle (on verra
plus loin qu’un terme de masse dans le lagrangien briserait l’invariance de jauge ;
les bosons massifs ne peuvent acquérir leur masse que par un mécanisme de brisure
spontanée de symétrie d’un champ auxiliaire scalaire : c’est le mécanisme de Higgs).

Considérons par exemple le cas de QED en l’absence de matière. Le lagrangien
correspondant s’écrit

LQED = −1

4
Fµν F

µν (2.26)

avec

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (2.27)

Sous la transformation globale

δxµ = 0 (2.28)

δAµ(x) = constante = δAµ ,

l’action du champ est laissée invariante, d’où l’on déduit la conservation du courant

jµ =
δL

δ(∂µAν)
δAν

pour tout δAµ constant, ce qui conduit donc à la conservation de

δL
δ(∂µAν)

.

Le calcul de ce courant pour le lagrangien (2.26) est élémentaire en utilisant l’écriture

LQED = −1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ) = −1

2
(∂µAν − ∂νAµ)∂µAν (2.29)

qui mène immédiatement à

δL
δ(∂µAν)

= −F µν .

La conservation de ce courant s’écrit

∂µF µν = 0 , (2.30)

ce qui constitue la forme covariante du premier couple d’équations de Maxwell dans
le vide. Notons que la même équation s’obtient en écrivant l’équation du mouvement
satisfaite par le champ Aµ.
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invariance de Lorentz

Si le lagrangien est invariant sous les transformations de Lorentz, alors on peut
envisager (dans le cas des champs scalaires) la transformation

δxν = ωνµxν (2.31)

δφ = 0 ,

qui laisse invariante l’action, pour tout tenseur infinitésimal ωνµ antisymétrique.
D’après le théorème de Noether, on peut donc immédiatement en déduire que le
courant (

δL
δ(∂µφ)

∂νφ − gµνL
)
ωνρ x

ρ (2.32)

est conservé, ou encore, puisque ωνρ est antisymétrique et en utilisant la définition
du tenseur d’énergie-impulsion (2.20), que

(T µν xρ − T µρ xν)ωνρ (2.33)

est conservé, pour tout ωνρ. On en tire finalement la conservation du tenseur de
moment cinétique

Jµ,νρ = xν T µρ − xρ T µν . (2.34)

La charge correspondante s’écrit

Jνρ =

∫
d3x J0,νρ =

∫
d3x (xν T 0ρ − xρ T 0ν) . (2.35)

C’est le moment angulaire total du champ, qui s’obtient bien, comme on pouvait s’y
attendre, en intégrant la contribution en chaque point x du moment orbital. L’écri-
ture explicite de la conservation de Jµ,νρ est instructive. En utilisant la consevation
du tenseur T µν , on obtient

∂µJ
µ,νρ = ∂µ(x

ν T µρ) − ∂µ(xρ T µν) = gνµT
µρ − gρµT µν (2.36)

soit encore
T νρ − T ρν = 0 . (2.37)

ce qui prouve que la conservation de Jµ,νρ a pour conséquence la symétrie deT νρ.
Dans le cas général d’un champ qui n’est pas scalaire, la loi de transformation du
champ sous le groupe de Lorentz φ′(x′) = φ(x) doit être généralisée en φ′

a(x
′) =

S(Λ)abφb(x) où S(Λ) est la matrice de la représentation considérée (spinorielle, vec-
torielle, ...), qui se réduit à l’identité dans le cas des champs scalaires. La structure
du tenseur moment cinétique obtenu est alors de la forme

Jµ,νρ = xν T µρ − xρ T µν + ∆µνρ (2.38)

où ∆µνρ est antisymétrique en ν et ρ, et correspond à la contribution du moment ciné-
tique intrinsèque, i.e du spin. Le tenseur canonique d’énergie-impulsion n’est alors
plus symétrique dans le cas général d’un champ de spin arbitraire. Or le tenseur
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d’énergie-impulsion n’est pas défini de manière univoque : de façon plus générale, le
courant jµ associé à une symétrie continue de l’action peut être modifié sans changer
la charge associée.

exercice 2.1

Vérifier que le courant j,µ = jµ+∂ρX
ρµ (où Xρµ est un tenseur antisymétrique fonc-

tion des champs et des coordonnées d’espcae-temps, supposé s’annuler rapidement
à grande distance) est également conservé, et que les charges associées à ces deux
courants sont identiques.

Il est possible de préserver l’écriture (2.34) de la densité de moment cinétique du
champ en fonction de la densité d’impulsion (uniquement valable pour un champ
scalaire a priori), pour un champ de spin quelconque, en redéfinissant le tenseur
énergie-impulsion. Le tenseur moment cinétique est alors également modifié, mais
la relation entre ce tenseur modifié et la densité d’impulsion modifiée est la même
que dans le cas scalaire. Il faut pour cela rendre le tenseur d’énergie-impulsion symé-
trique. (on a vu en effet plus haut que c’est une condition nécessaire à la conservation
du tenseur moment cinétique correspondant). Le tenseur d’énergie-impulsion obtenu
porte le nom de tenseur de Belinfante.



Chapitre 3

Symétries en Mécanique Quantique

3.1 Introduction

La première description du concept de symétrie due à Galilée. Dans “Dialogue
sur les deux plus grands systèmes du monde, celui de Ptolémée et celui de Copernic”
publié à Florence en 1632, il introduit cette notion en prenant comme exemple le
mouvement d’un objet à l’intérieur d’un bateau. Il montre que le mouvement ne
dépend pas du fait que le bateau est immobile ou bien en mouvement uniforme.

De façon moderne, il montre l’invariance des lois de la mécanique sous les trans-
formations de Galilée ~x ′ = ~x−~V t. C’est le premier exemple d’une symétrie d’espace-
temps.

Le lien entre les propriétés d’invariance et les lois de conservation a été formalisé
beaucoup plus tard par E. Noether (1882-1935). Elle a montré comment exploiter les
propriétés de symétrie dans le cadre Lagrangien : à une transformation de symétrie
d’espace temps ou interne on peut associer des quantités conservées ~P , ~J , Q.

Ce théorème trouve son application aussi bien en physique classique qu’en phy-
sique quantique. Il existe cependant des différences considérables entre la mécanique
classique et la mécanique quantique pour ce qui est du rôle joué par les symétries.

1) En mécanique classique les symétries des équations du mouvement permettent
de construire de nouvelles solutions. Exemple : si les équations sont invariantes par
rotation (cas du mouvement sous l’action d’une force centrale) et si ~r(t) est une
solution alors R~r(t) est encore solution

R
~r(t) R~r(t)

2) En mécanique quantique cette propriété reste vraie : si |ψ > est solution,
R|ψ > est encore solution. La nouveauté par rapport au cas classique est le principe
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de superposition qui n’a pas d’équivalent en mécanique classique. On peut ainsi
considérer l’état |ψ > +R|ψ > . En particulier, l’état |φ =

∑
R

R|ψ > est invariant

par rotation :

R′|ψ >=
∑

R

R′R|ψ >=
∑

R′′

R′′|ψ >= |φ > .

On obtient ainsi une représentation irréductible particulière du groupe des rotations
(c’est la représentation scalaire). Wigner a montré qu’on pouvait considérer n’im-
porte quel état comme une superposition d’états élémentaires se transformant selon
une représentation irréductible du groupe de symétrie.

3) Les symétries discrètes P , T , qui ne peuvent être obtenues continûment à
partir de l’identité jouent un rôle essentiel (règles de sélection).

3.2 Description des états

Pour décrire un système physique en mécanique quantique on introduit un espace
de Hilbert H. L’état du système est décrit par un vecteur ψ ∈ H de norme unité,
i.e vérifiant < ψ|ψ >= 1.

A toute grandeur physique mesurable on associe un opérateur autoadjoint A (i.e.
tel que A = A+).

[
rappel : opérateur linéaire :A (λ|ψ > +µ|φ >) = λA|ψ > +µA|φ >

adjoint d’un opérateur linéaire : < φ|A+ψ > = < Aφ|ψ > = < ψ|Aφ >∗

L’élément de matrice < ψ|Aψ > = < Aψ|ψ > = < ψ|A|ψ > représente donc
la valeur moyenne de cette grandeur physique dans l’état |ψ >. La probabilité de
transition W12 d’un état |ψ1 > à un état |ψ2 > est donnée par W12 = | < ψ1|ψ2 > |2.

3.3 Lois de symétrie

Une opération de symétrie est une correspondance entre vecteurs d’états définis
à une phase près qui conserve les probabilités de transition : la transformation S

ω1|ψ1 > −→ Sω1|Sψ1 >

ω2|ψ2 > −→ Sω2|Sψ2 > ,

où |ω1| = |Sω1| = |ω2| = |Sω2| = 1 , est telle que | < ψ1|ψ2 > |2 = | <S ψ1|Sψ2 > |2.
L’arbitraire de phase sur les vecteurs d’états sous-conduit à définir un rayon

|ψ > comme l’ensemble des vecteurs d’états qui ne diffèrent entre eux que par une
phase eiα.

Une symétrie S est donc une correspondance entre rayons satisfaisant la contrainte
| < ψ1|ψ2 > |2 = | <S ψ1|Sψ2 > |2.
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Exemple :

On considère une particule non relativiste de spin 0. Elle est décrite par sa
fonction d’onde ψ(~r). Considérons une rotation active du système

R~r
R~r′

Dans une telle rotation la fonction d’onde se transforme selon

Rψ(~r ′) = ψ(~r) où ~r ′ = R~r ,

et l’on a donc
ψ(~r)

R−→ Rψ(~r) = ψ(R−1~r) .

Une telle transformation satisfait manifestement à la conservation des probabilités
de transition

< ψ1|ψ2 > =

∫
ψ∗

1(~r)ψ2(~r)d
3~r

<Rψ1|Rψ2 > =

∫
ψ∗

1

(
R−1~r

)
ψ2(R

−1~r)d3~r

=

∫
ψ∗

1(~r)ψ2(~r)d
3~r =< ψ1|ψ2 > .

Dans ce cas particulier, on a en fait un résultat plus fort, à savoir la conservation
des amplitudes de transition elles-mêmes

<Rψ1|Rψ2 > = < ψ1|ψ2 > .

Introduisons l’opérateur U(R) ∈ H (ensemble des opérateurs linéaires sur H) tel
que U(R)|ψ >= |Rψ > . Alors

<R ψ| = < ψ|U+(R) .

et l’on a donc

< ψ1|U+(R) U(R)|ψ2 > = < ψ1|ψ2 > .

U(R) est donc un opérateur unitaire.
Toutefois, exiger de façon générale qu’à toute loi de symétrie soit associée un

opérateur unitaire est une exigence beaucoup trop forte. On peut aussi se contenter
de < ψ1|ψ2 >=<S ψ1|Sψ2 >

∗.
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3.4 Théorème de Wigner

Soit S une transformation des rayons de H qui conserve les probabilités de tran-
sition. Alors il existe un opérateur U(S) agissant sur H qui

1) induit la transformation S. Ceci signifie que si |ψ > est un représentant du
rayon |ψ >, alors U(S) |ψ > est un représentant du rayon |Sψ >.

2) cet opérateur est soit unitaire et linéaire :

U(S) (λ1|ψ1 > +λ2|ψ2 >) = λ1 U(S)|ψ1 > +λ2 U(S)|ψ2 >

< ψ1|ψ2 > = < U(S)ψ1|U(S)ψ2 >

soit antiunitaire et antilinéaire

U(S) (λ|ψ1 > +λ2|ψ2 >) = λ1
∗U(S)|ψ1 > +λ2

∗U(S)|ψ2 >

< ψ1|ψ2 >
∗ = < U(S)ψ1|U(S)ψ2 >

remarque : l’adjoint d’un opérateur A est défini par

< ψ1|A+ψ2 > = < Aψ1|ψ2 > .

Cette condition ne peut être vérifiée par un opérateur antilinéaire car le membre
de droite serait linéaire en |ψ1 > alors que le membre de gauche est antilinéaire en
|ψ1 >, d’où la définition < ψ1|A+ψ2 >=< Aψ1|ψ2 >

∗=< ψ2|Aψ1 >.
Quelques remarques :
• U(S) est défini à une phase globale près.
• Dans les deux cas, U(S)U+(S) = U+(S)U(S) = 1l.
• La symétrie triviale |ψ >→ |ψ > est représentée par l’opérateur identité U =

1l, qui est linéaire et unitaire. Par continuité toute symétrie qui peut être rendue
triviale par changement continu de paramètres (ex : angle pour une rotation, distance
pour une translation, vitesse pour une transformation de Lorentz pure) doit être
représentée par un opérateur linéaire et unitaire.

Les symétries représentées par un opérateur antilinéaire et antiunitaire font in-
tervenir le renversement du temps.

On trouvera une démonstration de ce théorème dans le tome 1 du livre de S.
Weinberg, chapitre 2, appendice A [4].

3.5 Conséquence du théorème de Wigner

Considérons un système physique qui admet un groupe de symétrie G. Soit
g1, g2, · · · les éléments deG. D’après le théorème de Wigner à tout élément g ∈ G cor-
respond un opérateur U(g) agissant surH qui est soit unitaire soit antiunitaire. Nous
disposons donc de deux représentants du rayon |g1g2ψ > qui sont U(g1)U(g2)|ψ >
et U(g1g2)|ψ >. Ces deux représentants ne peuvent différer que par un facteur de
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phase, donc U(g1)U(g2)|ψ >= eiϕψ(g1, g2)U(g1, g2)|ψ >. En fait la phase ϕψ(g1, g2)
ne dépend pas (sauf exception due à une règle de supersélection) de l’état |ψ >.

Preuve:

Soient |ψa >, |ψb > deux états qui ne sont pas proportionnels entre eux. Considérons
l’état |ψab >= |ψa > +|ψb > . Par linéarité (ou antilinéarité) de U,

eiϕabU(g1g2)(|ψa > +|ψb >) = U(g1)U(g2)(|ψa > + |ψb >) (3.1)

= U(g1)U(g2)|ψa > +U(g1)U(g2)|ψb >
= eiϕaU(g1g2)|ψa > + eiϕbU(g1g2)|ψb > . (3.2)

Comme tout opérateur unitaire ou antiunitaire possède un inverse (son adjoint),
lui-même unitaire ou antiunitaire, en multipliant l’équation précédente par U−1(g1g2)
on obtient

e±iϕab (|ψa > +|ψb >) = e±iϕa |ψa > +e±iϕb |ψb >
où le signe + (resp.-) correspond au cas linéaire (resp. antilinéaire). Comme |ψa >
et |ψb > sont linéairement indépendants, on en déduit que eiϕab = eiϕa = eiϕb .

Ainsi on peut écrire

U(g1)U(g2) = eiϕ(g1,g2)U(g1g2) (3.3)

Quelques remarques :

• si ϕ = 0, U(g) fournit par définition une représentation du groupe G

• dans le cas général on parle de représentation à une phase près, ou représenta-
tion projective.

Exemple: particule chargée plongée dans un champ magnétique bidimensionnel →
représentation projective du groupe des translations (niveaux de Landau).

• la démonstration précédente est prise en défaut s’il n’est pas possible de pré-
parer le système dans l’état |ψa > +|ψb >. Par exemple on ne peut préparer un
système à partir de la somme de deux états de moment angulaire total entier et
demi-entier respectivement.

Il existe alors une règle de supersélection qui divise les états en différentes
sous-classes. Les phases ϕ(g1, g2) peuvent alors dépendre de la classe sur laquelle
U(g1)U(g2) et U(g1g2) agissent.

En fait, tout groupe de symétrie qui possède intrinsèquement des représentations
projectives peut toujours être étendu (groupe de recouvrement) de façon à ce que
ses représentations puissent être définies comme non projectives.

Exemple: voir plus loin le cas de SO(3) et SU(2).
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Chapitre 4

Groupes et algèbres de Lie

Nous avons vu dans le chapitre précédent le rôle particulier joué par les symétries
en mécanique quantique. Nous proposons à présent de donner quelques éléments de
théorie des groupes, utiles dans de nombreux domaines de la physique. Les groupes
discrets jouent un rôle important dans de nombreux domaines de la physique (cris-
tallographie par exemple), y compris en physique des hautes energies (groupe de
permutation et principe de Pauli). Les groupes continus ont cependant joué un rôle
particulier dans l’histoire de la physique subatomique, et nous allons essentiellement
nous limiter à leur étude dans ce chapitre. L’exposé sera loin d’être systématique,
tant sur le plan de l’exhaustivité que de la rigueur mathématique. On pourra se
référer aux ouvrages cités en référence pour plus de détail, en particulier à l’ouvrage
de Barut et Raczka[5] qui est très exhaustif et rigoureux tout en étant accessible à
un physicien.

4.1 Généralités

4.1.1 Groupe continu, groupe de Lie, algèbre de Lie

G est un groupe continu de dimension n si et seulement si

• il existe une correspondance bi-univoque entre G et un sous-ensemble de IRn :
g ∈ G↔ ~a ∈ IRn. ex. : rotation de IR3 caractérisée par un angle et un vecteur unitaire

• ∀α, β ∈ IRn, si g(~α), g(~β) ∈ G, g(~α)g(~β) ∈ G. Il existe donc ~γ ∈ IRn t.q.

g(~α)g(~β) = g(~γ) ~γ = φ(~α, ~β). Par hypothèse, φ est une fontion continue de ~α, ~β

• g−1(~α) peut s’écrire g(~α ′) avec ~α ′ = f(~α) où par hypothèse f est fonction
continue de ~α

G est un groupe de Lie si et seulement si G est un groupe continu pour lequel φ et
f sont analytiques. Pour simplifier les notations, on notera α le vecteur ~α.

37
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Notons que les définitions qui viennent d’être donnée ne sont pas les plus gé-
nérales. On s’est en fait limité ici aux groupes linéaires. Pour un matématicien, un
groupe se définit sur une variété. Pour donner une image géométrique simple de cette
notion, imaginons que le groupe considéré soit de dimension 2, et que sa variété soit
la sphère S2. Cela signifie qu’un élément donné du groupe et son voisinage peuvent
être repérés de façon continue et bijective (on dira qu’il y a homéomorphisme) par
une sous partie de IR2. Ce voisinage et la bijection correspondante jouent le rôle d’une
carte permettant de se repérer au voisinage d’un point de la sphère. Bien entendu,
au voisinage d’un autre point de la sphère, il faudra utiliser une autre carte. L’en-
semble des cartes constitue un atlas (c’est le même vocabulaire qu’en géographie !).
Pour une groupe de Lie, les changements de cartes associées à la variété constituée
par le groupe sont supposés analytiques. Dans de nombreux domaines de la phy-
sique, une telle définition est trop générale, et se limiter au cas où la variété est IRn

lui-même suffit (l’atlas est alors constitué d’une seule carte sur IRn en entier, et on
parle alors de groupe linéaire). Le lecteur attentif pourra cependant constater qu’un
grande partie des résultats énoncés dans ce chapitre sont des résultats basés sur des
propriétés locales des groupes de Lie, pour lesquelles le passage des groupes de Lie
linéaires au cas général est uniquement un jeu d’écriture.

remarque :
un choix usuel pour l’application de IRn sur G est de choisir que g(0) = e où e
est l’élément neutre de G, que l’on notera également 1 en utilisant une notation
multiplicative pour la loi de groupe.

4.1.2 Générateurs

D’après la définition donnée ci-dessus d’un groupe de Lie, ayant fixé un élément
de IRn et l’élément correspondant du groupe, on peut effectuer un développement en
série localement au voisinage de ce point de IRn et donc de l’élément correspondant
du groupe. A cause de la structure de groupe, il suffira de mettre en pratique cette
idée au voisinage de l’identité. On pose donc

g(α) = 1 + iαaTa +O(α2) . (4.1)

Les Ta (au nombre de n puisque l’on peut différentier dans n directions possibles sur
IRn) sont appelés générateurs du groupe. Avec cette définition, ils sont hermitiens si
le groupe est unitaire, ce qui sera souvent le cas en physique.

4.1.3 Algèbre de Lie

Notons ~e a = (0, · · ·0, 1, 0 · · ·0) les vecteurs de base de IRn, où le coefficient non
nul est en a−ième position. Dans la limite où |t| ≪ 1, considérons le produit

g(
√
t ~e b)g(

√
t ~e a)g−1(

√
t ~e b)g−1(

√
t ~e a) (4.2)

=
[
1 + i

√
t Tb +O(t)

] [
1 + i

√
t Ta +O(t)

] [
1− i

√
t Tb +O(t)

] [
1− i

√
t Ta + O(t)

]
,
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où l’on a utilisé le fait que si g(α) = 1 + iαaTa +O(α2), alors g−1(α) = 1− iαaTa +
O(α2).

A l’ordre t, le produit (4.2) est égal à 1 + t(TaTb − TaTb). Comme ce produit
appartient lui-même au groupe G, il existe ~γ ∈ IRn t.q.

g
(√

t ~e b
)
g
(√

t ~e a
)
g−1

(√
t ~e b

)
g−1

(√
t ~e a

)
= g(t~γ)

En composant membre à membre, on obtient donc

1 + t (TaTb − TaTb) + o(t) = 1 + it γc Tc + o(t)

i.e. TaTb − TaTb = γcTc. Le coefficient γc dépend de a et b : on le notera donc f c
ab ,

d’où
[Ta, Tb] = if c

ab Ta (4.3)

Les coefficients f c
ab sont appelés constantes de structure du groupe.

L’ensemble des générateurs Ta, muni du commutateur [ , ] qui joue le rôle
d’un produit, forme une IR−algèbre, appelée algèbre de Lie du groupe.

Identité de Jacobi

On déduit immédiatement de la définition (4.3), en utilisant les propriétés d’antisy-
métrie du commutateur, que

[Ta, [Tb, Tc]] + [Tb, [Tc, Ta]] + [Tc, [Ta, Tb]] = 0

i.e., en terme des constantes de structure du groupe :

f e
bc f d

ae + f e
ca f d

be + f e
ab f

d
ce = 0

Remarques :

• d’après la définition (4.3), f c
ab = −f c

ba

• contrairement au nom “constante de structure”, les f c
ab ne sont pas des constantes :

elles dépendent de la base T1, · · · , Tn choisie pour l’algèbre g. Soient X, Y ∈ g avec
X = αa Ta et Y = βb Tb

↑ ↑
coord. vecteur de base

Posons Z = [X, Y ] . Alors Z =
[
αaTa, β

bTb
]

= αaβbif c
ab Tc = γc Tc, d’où γc =

if c
ab α

aβb .

αa : coordonnée = vecteur contravariant
Ta : vecteur de base = vecteur covariant

} se transforment par changement de base
(voir plus loin l’exemple du groupe de
Lorentz pour la notion de calcul covariant)
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4.1.4 Quelques définitions utiles

Nous présentons ici quelques structures qui seront utiles dans la suite, en parti-
culier pour comprendre l’importance de la compacité discutée plus loin.

Algèbre de Lie réelle :

IR-espace vectoriel g de dimension n (n ≥ 1) muni d’un produit bilinéaire [ , ]
antisymétrique et vérifiant l’identité de Jacobi. [ , ] doit donc vérifier :

1) [a, b] ∈ g ∀ a, b ∈ g

2) ∀ (a, b, c) ∈ g3, ∀ (α, β) ∈ IR2, [αa+ βb, c] = α[a, c] + β[b, c]

3) [a, b] = −[b, a] ∀ (a, b) ∈ g2

4) identité de Jacobi : [a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0

On parle alors d’algèbre de Lie abstraite, puisqu’il n’est pas nécessaire de la
construire à partir d’un groupe de Lie.

Théorème : toute algèbre de Lie abstraite est isomorphe à une algèbre de Lie de
matrices dont le crochet de Lie est défini par le crochet de Lie usuel [a, b] = ab− ba.
La théorie des algèbres de Lie abstraite ne fait donc pas apparaître de nouvelles
structures.

Algèbre de Lie complexe :

C-espace vectoriel g de dimension n (n ≥ 1) muni d’un produit bilinéaire [ , ]
antisymétrique et vérifiant l’identité de Jacobi.

Cela signifie que dans le point 2) de la définition d’une algèbre de Lie réelle, il
faut maintenant considérer (α, β) ∈ C2.

Conséquence : les constantes de structure peuvent maintenant être complexes.

exemple de IR-algèbre de Lie : SO(3) et SU(2) ont pour algèbre de Lie su(2) :

[σi
2
,
σj
2

]
= i εijk

σk
2

Remarques :
• autres notations, utilisées en particulier en mathématiques :

Xa =
∂

∂ta
X(0, · · · , ta, · · · , 0)

∣∣∣∣
ta=0

= iTa

[Xa, Xb] = [iTa, iTb] = C c
ab Tc = C c

ab iTc donc f c
ab = −C c

ab
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donc

[Xa, Xb] = C c
ab Xa

Xa=iTa←→ [Ta, Tb] = if c
ab Tc , avec f

c
ab = −Cc

ab .

Les Ta sont des générateurs hermitiens pour un groupe unitaire

De manière équivalente, on peut définir une algèbre de Lie comme l’espace vectoriel
(sur IR ou C) engendré par les Xa.

• lexique : lorsque l’on ne précise pas le corps de l’algèbre de Lie considérée, il
est sous-entendu que l’on considère la IR−algèbre de Lie.

Extension complexe gc d’une algèbre de Lie g :

1) gc est l’extension complexe de l’espace vectoriel g, i.e. formée des éléments
z = x+ iy pour x, y ∈ g

2) Le crochet de lie dans gc est

Z = [Z1, Z2] = [X1 + iY1, X2 + iY2]

= [X1, X2]− [Y1, Y2] + i[X1, Y2] + i[Y1, X2]

≡ X + iY

g, algèbre de Lie complexe de dimension n, de base {X1, · · · , Xn}, peut être consi-
dérée comme une algèbre de Lie réelle de dimension 2n, de base {X1, iX1, · · · , Xn, iXn}.
On note cette algèbre de Lie gR.

Forme réelle gr d’une algèbre de Lie gc :

algèbre de lie dont l’extension complexe est gc (gr et gc ont même dimension,
l’une par rapport à IR, l’autre par rapport à C). Une algèbre de lie sur C possède de
nombreuses formes réelles !

On se servira un peu plus loin de cette liberté, en particulier pour la notion de
compacité.

Remarque : dans le cas où l’on considère l’algèbre de Lie sur IR, le changement
Xa ↔ iTa consiste simplement à prendre deux formes rélles de la même algèbre de
Lie sur C. Ceci n’a aucun effet sur la structure (en particulier cela ne change pas la
compacité : voir plus loin cette notion).
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4.2 Quelques résultats sur les groupes et algèbres

de Lie

4.2.1 Lien entre groupe de Lie et algèbre de Lie correspon-
dante

Nous avons construit la notion d’algèbre de Lie comme un espace tangent au
groupe. réciproquement, on peut se demander si l’on peut reconstruire tout ou par-
tie du groupe connaissant son algèbre de Lie. Nous allons successivement examiner
cette question localement puis globalement.

Sous-groupe à un paramètre d’un groupe de Lie

C’est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie G constitué des éléments T (t) avec
t ∈ IR variant entre −∞ et +∞, t.q. ∀ s, t, T (s)T (t) = T (s+ t).

T (t)T (s) = T (s)T (t) donc tout sous-groupe à un paramètre est abélien

Exemple: SO(3) Considérons les matrices

A(t) =




1 0 0
0 cos t sin t
0− sin t cos





Posons a1 =




0 0 0
0 0 1
0−1 0


 . Alors a2k+1

1 = (−1)ka1 et a2k
1 = (−1)k




0 0 0
0 1 0
0 0 1




donc A(t) = exp t a1

Ce résultat est général :

Théorème :
Tout sous-groupe à un paramètre d’un groupe de Lie G formé de matrices n× n

s’obtient par exponentiation de matrices n× n : A(t) = exp tȦ(0).

Preuve : soit B(t) = A(t) exp[−tȦ(0)]

Alors Ḃ(t) =
(
Ȧ(t)− A(t)Ȧ(0)

)
exp[−tȦ(0)]Or

Ȧ(t) = lim
s→0

A(t+ s)− A(t)

s
= lim

s→0
A(t)

A(s)− A(0)

s
= A(t)Ȧ(0)

Ainsi ∀t, Ḃ(t) = 0 , et donc B(t) = B(0) = 1, d’où A(t) = exp tȦ(0) .

Relation entre l’algèbre de Lie réelle g d’un groupe de Lie G et ses
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sous-groupes à un paramètre :

Théorème :

∀a ∈ g, A(t) = exp t a (−∞ < t < +∞) forme un sous-groupe à un paramètre
de G.

Théorème :

Tout élément d’un groupe de Lie G dans un petit voisinage de l’identité appar-
tient à un sous-groupe à un paramètre de G. Cela signifie que tout élément de G
peut s’écrire comme l’exponentielle d’un élément de son algèbre de Lie. Cette cor-
respondance est bi-univoque.

Les théorèmes suivants permettent d’étendre le résultat à l’ensemble du sous-
groupe connexe de G (problème global).

composante connexe d’un groupe de Lie G :

C’est l’ensemble des éléments du groupe qui peuvent être obtenus l’un de l’autre
par variation continue de ses paramètres.

Théorème :

La composante connexe H de G qui contient l’identité est un sous-groupe inva-
riant de G, i.e. ∀ A ∈ H , ∀X ∈ G,XAX−1 ∈ H . On l’appelle souvent le sous-groupe
connexe de G.

Venons en maintenant au problème global :

Théorème :

Si G est un groupe de Lie compact, tout élément X de son sous-groupe connexe
s’écrit sous la forme X = exp a où a ∈ g. En particulier si G est compact et connexe,
tout élément de G est l’exponentielle d’un élément de g.

Remarque : la correspondance n’est pas forcément bi-univoque : on peut avoir ea = eb

pour a 6= b.

Exemple : pour SO(3), exp(θa1) = exp[(θ + 2πn)a1] pour n = ±1,±2, · · ·

Théorème :

Tout élément du sous-groupe connexe d’un groupe de Lie G peut s’écrire comme
le produit fini d’exponentielles de son algèbre de Lie réelle g.

Exemple : groupe de Lorentz restreint L↑
+.
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4.2.2 Structure des algèbres de Lie et groupes de Lie ; carac-
térisation de Cartan

Commençons par donner quelques définitions et propriétés concernant les struc-
tures des groupes et algèbres de Lie.

groupe abélien : ∀ X1, X2 ∈ G, X1X2 = X2X1

algèbre de Lie abélienne : ∀ a, b ∈ g, [a, b] = 0

sous-algèbre de Lie g′ d’une algèbre de Lie g :
sous-ensemble de g, de base e1, · · · , ek, muni du même crochet de Lie et formant
lui-même une algèbre : csij = 0, i, j ≤ k, s > k. g′ est dite propre si au moins un
élément de g /∈ g′, i.e. dim g′ < dim g

sous-algèbre invariante g′ d’une algèbre g : (ou idéal)
∀ a ∈ g′ et ∀ b ∈ g, [a, b] ∈ g′, soit encore csij = 0, i ≤ k, s > k, j

quelconque

Théorème :
Si G et G′ sont deux groupes de Lie et g et g′ leurs algèbres de Lie correspondantes,
et si G′ est un sous-groupe de G, alors g′ est une sous-algèbre de g.

Si G′ est un sous-groupe invariant de G, alors g′ est une sous-algèbre invariante
de g.

Preuve :
Soient b un vecteur tangent à la courbe analytique B(t) de G

et a′ un vecteur tangent à la courbe analytique A(t) de G′ .
Alors [a′, b] est tangent à la courbe C(t) = A(

√
t)B(
√
t)A(
√
t)−1B(

√
t)−1

Comme G′ est un sous-groupe invariant, B(
√
t)A(
√
t)−1B(

√
t)−1 ∈ G′ , et donc C(t)

est une courbe analytique de G′ . Ceci prouve que [a′, b] est tangent à une courbe
analytique de G′ , et donc que [a′, b] ∈ G′ .

Théorème :

Soit g l’algèbre de Lie réelle correspondant au groupe de Lie linéaire G. Alors chaque
sous-algèbre de g est l’algèbre de Lie d’exactement un sous-groupe de Lie connexe
de G.

algèbre de Lie simple : g est dite simple si elle n’est pas abélienne et ne possède
pas de sous-algèbre de Lie propre invariante.

algèbre de Lie semi-simple : g est dite semi-simple si elle ne possède pas de sous-
algèbre de Lie abélienne invariante.
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groupe de Lie simple : il ne possède pas de sous-groupe connexe de Lie propre
invariant. G peut donc posséder des sous-groupes discrets invariants (par définition
H est discret si et seulement si H est un groupe fini ou si H possède un nombre
infini dénombrable d’éléments entourés chacun d’un voisinage sans éléments dans
H).
Exemple : SU(N)
L’élément g = e exp

(
2πi
N

)
appartient à SU(N) . g engendre un sous-groupe discret

cyclique invariant d’ordre N , ZN .

groupe de Lie semi-simple : il ne possède pas de sous-groupe de Lie abélien
propre connexe et invariant.

Exemples :
• Le groupe de Poincaré n’est pas semi-simple, puisque le sous-groupe des trans-

lations est invariant

[Pµ, Pρ] = 0

[Pρ, Jµν ] = i (gµρ Pν − gνρ Pµ)
• SO(3) est simple
• SO(4) = SO(3) × SO(3) est semi-simple.

Nous allons maintenant présenter une caractérisation, due à Cartan, des algèbres de
Lie semi-simples.

Tenseur de Cartan-Killing

gρσ = C β
ρα C α

σβ

(= −f β
ρα f

α
σβ )

Notons que ce tenseur est égal à Tr(adXρ adXσ) en terme de la représentation ad-

jointe définie plus loin par

∣∣∣∣
X → adX
adX(Y ) = [X, Y ])

Théorème : (Cartan) Une algèbre de Lie est semi-simple si et seulement si det g 6= 0
(cf Barut p. 15-16).

Preuve de det g 6= 0⇒ algèbre de Lie semi-simple :
Montrons que si H est une sous-algèbre abélienne invariante de L alors det g = 0 .
On indexe par un indice latin i, j, · · · ≤ p les éléments de H

gαi = C i
αβ C

β
iγ

C β
iγ = 0 si β > p donc gαi = C γ

αj C
j

iγ

C γ
αj = 0 si γ > p donc gαi = C k

αj C
j

ik

Comme H est abélienne, C j
ik = 0 donc ∀α, ∀i ≤ p, gαi = 0 . D’où det g = 0 .

g permet de définir un calcul covariant. Ainsi Cρστ = gατ C
α

ρσ .
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4.2.3 Algèbre de Lie compacte

Définition : Une algèbre de Lie L est dite compacte s’il existe sur L une forme
quadratique ( , ) définie positive qui satisfait ([X, Y ], Z) + (Y, [X,Z]) = 0.

La forme de Cartan-Killing (X, Y ) = Tr(adX adY ) = gℓsx
ℓys (X = xℓXℓ,

Y = ysXs) satisfait cette condition.
Ainsi, si le tenseur g de Cartan-Killing d’une algèbre de Lie b semi-

simple est positive (ou négative) définie, alors L est compacte.

Théorème : L’algèbre de Lie d’un groupe de Lie compact (au sens topologique) est
compacte. (cf Barut 3-8 (p 109)) (rappel : sur IRn un compact est un fermé borné).

De façon générale, une forme quadratique définie sur une algèbre de Lie complexe
est indéfinie. Donc (puisque c’est le cas en particulier pour la forme associée à g),
toute algèbre de Lie complexe est non compacte.

exercice 4.1

On considère les transformations E2 du plan euclidien dans lui-même

{
x′ = x cos θ − y sin θ + a
y′ = x sin θ + y cos θ + b .

Introduisant le vecteur X = (x, y, 1), on a X ′ = MX où M =




cos θ − sin θ a
sin θ cos θ b

0 0 1



.

Montrer que les générateurs s’écrivent

Xθ =




0−1 0
1 0 0
0 0 0



 Xa =




0 0 1
0 0 0
0 0 0



 Xb =




0 0 0
0 0 1
0 0 0





et qu’il vérifient 



[Xθ, Xa] = Xb

[Xθ, Xb] = −Xa

[Xa, Xb] = 0

Montrer que gµν =



−2 0 0

0 0 0
0 0 0


 et que E2 n’est pas semi-simple.

exercice 4.2

Montrer que C = gρσXρXσ est un opérateur de Casimir, c’est-à-dire qu’il commute
avec tous les éléments de l’algèbre de Lie
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[C,Xτ ] = gρσ [XρXσ, Xτ ] = gρσXρ [Xσ, Xτ ] + gρσ [Xρ, Xτ ]Xσ

= gρσXρC
λ

στ Xλ + gρσC λ
ρτ XλXσ = gρσC λ

στ XρXλ + gσρC λ
στ XλXρ

= gρσC λ
στ (XρXλ +XλXρ) = gρσ gλν Cνστ (XρXλ +XλXρ) = 0

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
antisymétrique en ρ, λ symétrique en ρ, λ

Une algèbre de Lie compacte est une forme réelle particulière Lr d’une algèbre
de Lie complexe.

Théorème :
Pour une algèbre de Lie compacte semi-simple, C ℓ

rs peut être repré-
senté par un tenseur d’ordre 3 covariant, complètement antisymétrique.

Preuve :

Crsℓ = C t
rs gtℓ

= C t
rsC

n
tmC

m
ℓn = −C t

smC
n

tr C
m

ℓn − C t
mrC

n
ts C

m
ℓn

= C t
smC

n
rt C

m
ℓn + C t

mrC
n

ts C
m

nℓ

Cette dernière expression est invariante sous les permutations circulaires, et antisy-
métrique en r, s. Donc Crsℓ est complètement antisymétrique.

D’autre part, puisque L est compacte, il est toujours possible par changement de
base d’écrire gtℓ = δtℓ (en effet g est symétrique, réelle et définie positive), et donc
Crsℓ = C ℓ

rs .

Dans le cas plus général d’une algèbre de lie semi-simple complexe quelconque,
par une transformation réelle orthogonale on peut toujours diagonaliser g, qui a des
valeurs propres non nulles. Il suffit ensuite de multiplier tous les générateurs qui
correspondent dans cette base à des éléments diagonaux de g négatifs par i pour
obtenir g sous la forme gtℓ = δtℓ. Ceci correspond à prendre une forme réelle parti-
culière de l’algèbre de Lie initiale.

Exemple : O(3,1) → O(4)

figure
hyperboloïde à 3 + 1 dimensions ellipsoïde à 4 dimensions

Le chapitre 8 sera consacré à l’étude détaillée du groupe de Lorentz. En par-
ticulier, nous construirons son algèbre de Lie. Elle est constituée de 6 générateurs :

J1, J2, J3 générateurs des rotations
K1, K2, K3 générateurs des boosts

qui satisfont les relations de commutation [Ji, Jj] = iεijkJk
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[Ki, Kj ] = −iεijkJk
[Ji, Kj] = iεijkKk

Cette IR−algèbre est non compacte. Ceci est directement relié au fait que le groupe

de Lorentz est non compact : les rapidités φ qui codent les boosts eφ~n·
~k suivant l’axe

~n varient de −∞ à +∞, qui est un domaine non compact de IR.

On pose

~M =
1

2

(
~J + i ~K

)

~N =
1

2

(
~J − i ~K

)





avec ~M et ~N on construit une algèbre de Lie sur IR.
C’est une forme réelle compacte de même
extension complexe que SO(3,1)

L’algèbre de Lie ainsi obtenue satisfait les relations de commutation suivantes :





[Mi,Mj] = iεijkMk

[Ni, Nj ] = iεijkNk

[Mi,Mj] = 0

C’est l’algèbre de Lie de SU(2) × SU(2) . La construction des représentations cor-
respondantes est alors standard (voir chapitres 5, 6 et 9).

Résumé :

groupe SO(3,1) → algèbre so(3,1) : • non compacte
(sur IR) • possède des

représentations
projectives ց complexification

so(4,C )
algèbre su(2) × su(2) (sur IR) • compacte ր complexification

• ne possède que des
vraies représentations

Nous espérons avoir convaincu le lecteur sur cet exemple que l’introduction de no-
tions aussi complexes (dans tous les sens du terme) est pertinente physiquement !

La compacité est donc un outil puissant :
– elle permet d’obtenir toute la composante connexe de l’identité d’un groupe

à partir de l’exponentielle de son algèbre de Lie (dans le cas général on a
seulement accès à un voisinage de l’identité)

– l’étude des représentations des groupes compacts est beaucoup plus simple
(voir plus loin)

En outre, tous les résultats classiques valables pour les groupes finis (application
à la cristallographie par exemple) s’étendent sans difficulté aux groupes compacts.
En effet, la somme sur les éléments d’un groupe fini peut être remplacée par une
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intégrale : pour tout groupe G compact, il existe une mesure de Haar unique t.q.

1) ∀ f continue sur G, ∀ h ∈ G,
∫
G
f(g)dg =

∫
G
f(hg)dg =

∫
G
f(gh)dg

2)
∫
G
dg = 1 : le volume du groupe est fini

Les théories de jauge non abéliennes sont basées sur les groupes compacts.

4.2.4 Classification

Théorème : ∀ g, g = ⊕ générateurs abéliens ⊕ sous-algèbres simples

Les algèbres de Lie simples complexes sont complètement classifiées (Killing, Car-
tan). Nous illustrons cette classification à l’aide de quelque groupes de Lie classiques.

• Transformations unitaires : U(N) et SU(N)

Soient ξ et η ∈ CN qui se transforment sous l’action de matrices complexes N ×N
(notées GL(N,C)) suivant

ηa → η′a = Ua
b η

b

ξa → ξ′a = Ua
b ξ

b

matrice
↑

Ua
b = (U)ab (tU)ab = U b

a

︸︷︷︸
notation
covariante

Par définition, U(N) est l’ensemble des matrices qui laissent invariant ηaξa (=t ηξ) .

Sous l’action d’une matrice de U(N), ηaξa devient η′aξ′a = U
a

b η
b Ua

c ξ
c = ηa ξa

donc U
a

b U
a
c = δac soit encore tU

b

aU
a
c = δac , ce qui signifie matriciellement que

tUU = 1l i.e. U+U = 1. On montre de la même façon que UU+ = 1 .

Remarque : il n’est bien sûr pas indispensable d’utiliser les notations covariantes
pour ce calcul élémentaire. Le seul intérêt est ici de se familiariser avec ces mani-
pulations, utiles pour l’étude générale des représentations irréductibles de SU(N) à
l’aide des tableaux de Young. Nous verrons en détail dans le chapitre 6 le cas par-
ticulier des spineurs de SU(2), qui présentent un grand intérêt en physique quantique.

L’algèbre de Lie de U(N) s’obtient aisément en écrivant la condition d’unitarité
sous la forme (1 + iTa)(1− iT+

a ) ≈ 1 + i(Ta − T+
a ) qui conduit donc à Ta = T+

a :
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les générateurs de U(N) sont donc formés des matrices hermitiennes, au
nombre de N2.

Les transformations particulières ξa → eiαξa appartiennent à U(N), et corres-
pondent au sous-groupe U(1), de générateur

1l =




1
·
·

1




N×N

.

On se ramène à un groupe simple, en imposant que les générateurs soient orthogo-
naux à 1lN×N , i.e. δbc(Ta)bc = 0 soit (Ta)bb = 0 ou encore TrTa = 0 .

Ceci définit l’algèbre de Lie de SU(N), qui est formée de N2 − 1 générateurs (voir
ci-dessous).

Remarque : à la condition Tr Ta = 0 au niveau de l’algèbre correspond la condi-
tion detU = 1 pour le groupe. Pour U(N), U+U = 1 conduit à (detU)2 = 1 donc
detU = ±1).

Nombre de générateurs :

N coefficients réels diagonaux
N(N − 1)

2
coefficients non diagonaux complexes

}
⇒ N + 2

N(N − 1)

2
= N2

paramètres ,
ce qui donne le nombre de générateurs de U(N) ,

Pour SU(N), la condition supplémentaire detU = 1 , qui est équivalente à
TrT = 0 , correspond donc à un paramètre en moins, ce qui laisse finalement N2−1
paramètres réels.

Résumé

spécial matrices N ×N
(det = 1) ց ւ

SU(N) N2 − 1 générateurs = matrices hermitiennes N ×N ,
↑ de trace nulle
unitaire

La C−algèbre de Lie correspondant à l’extension complexe de la IR−algèbre de
Lie que nous venons de construire est ainsi constituée des matrices complexes N×N
de trace nulle. Elle est notée sl(N,C) ou encore AN−1. C’est une sous-algèbre de Lie
de l’algèbre de Lie gl(N,C) constituée des matrices complexes N ×N .

• Transformations orthogonales : O(N) et SO(N)

Soient η, ξ ∈ IRn.
Par définition, O(N) = est l’ensemble des matrices réelles A qui laissent invariant

ηaξa (=t ηξ)
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Ceci s’écrit →t AA = AtA = 1, c’est-à-dire, au nievau de l’algèbre de Lie,
T a +t T a = 0, qui correspondent aux matrices antisymétriques N ×N .

Remarque : O(N) contient des transformations discrètes, qui n’ont pas d’analogue
dans l’algèbre de Lie. On se débarasse de ces transformations en considérant SO(N)
qui impose la contrainte detA = 1

Nombre de générateurs :

Chaque élément de O(N) possède N2 éléments de matrice.

La contrainte →tAA = AtA = 1 impose donc
N(N − 1)

2
conditions d’orthogo-

nalité ~ei · ~ej = 0 (i 6= j) .

Les N conditions d’orthogonalité ~ei ·~ei = 1 réduisent le nombre de générateurs :
au total, o(N) possède

N2 −
[
N +

N(N − 1)

2

]
=
N(N − 1)

2
générateurs.

La C−algèbre de Lie correspondante est donc constituée des matrices com-
plexes N × N anti-symétriques, et notée o(N,C). Dans la classification de Cartan,
o(2N + 1,C) est notée BN et o(2N,C) est notée DN .

Remarque:

O(N) n’est pas connexe (à cause des symétries miroirs, discrètes)
SO(N) est connexe
SO(N) n’est pas simplement connexe pour N ≥ 3

On a vu dans le chapitre 3 qu’en mécanique quantique, les états physiques sont
décrits par des rayons (qui sont par définition des vecteurs de l’espace de Hilbert à
une phase près). Les opérations de symétrie, qui préservent par définition les proba-
bilités de transition (mais pas forcément les amplitudes de probabilité), sont codées
sur l’espace de Hilbert par des opérateurs unitaires ou anti-unitaires (c’est le théo-
rème de Wigner). L’espace de Hilbert fournit alors un espace de représentation à une
phase près du groupe de symétrie G, ce qui est très pénible mathématiquement. On
étudie plutôt, comme on le verra dans le chapitre 7, le groupe de recouvrement G̃ du
groupe de symétrie qui est (en un sens à préciser mathématiquement) le groupe le
plus simple qui ait la même algèbre de Lie que G, et qui est simplement connexe
(tous les chemins sur le groupe peuvent se contracter en un point). On montre alors

que les représentations de G̃ induisent automatiquement les représentations
projectives de G. G̃ peut en principe posséder lui-même des représentations pro-
jectives, s’il possède ce que l’on appelle des charges centrales. Une telle situation
n’arrive pas dans le cas des algèbres de Lie semi-simples.
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Exemples : (qui seront détaillés respectivement aux chapitres 5,6 et 8,9)
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non simplement connexe simplement connexe

SO(3) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ SU(2)

spin entier = représentation spin entier = représentation

spin demi-entier 6= représentation spin demi-entier = représentation

SO(3,1) −−−−−−−−−−−−→ SL(2,C)↔ SU(2)× SU(2)

(groupe de Lorentz) spineurs spineurs

(1
2
, 0) (0, 1

2
)

︸ ︷︷ ︸
↓

bispineurs (indispensables si l’on rajoute la symétrie P)

→ équations d’onde relativistes (ex. : éq. de Dirac)

• Groupes symplectiques : N pair η, ξ ∈ IRn

Sp(N) ≡ groupe des matrices qui préserve le produit scalaire antisymétrique

ηaEabξ
b Eab =




0 | 1l
−− | −−
−1l | 0




տ ր
blocs N

2
× N

2

L’algèbre de Lie correspondante possède
N(N + 1)

2
générateurs.

La C−algèbre de Lie est notée sp(N,C), ou encoreCN dans la classification de Car-
tan.

exemple d’application : crochets de Poisson

• Groupes exceptionnels : G2, F4, E6, E7, E8 .

Utilisés dans certains modèles d’unification des interactions fondamentales, par
exemple en théorie des cordes.

Bien entendu, nous n’avons pas épuisé, comme le lecteur attentif l’aura compris,
toute les IR−algèbres de Lie simples dans ce qui vient d’être présenté. En effet, à
chaque C−algèbre de Lie simple que nous venons de décrire correspondent plusieurs
formes réelles. On trouvera le détail de cette classification dans Barut (Chap. 1, 5).
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4.3 Représentations

4.3.1 Généralités

Définition :

Soit V un espace vectoriel sur IR ou C, de dimension n.
Une représentation linéaire d’un groupe G dans V est un homomorphisme T de G
dans le groupe GL(n) des opérateurs linéaires et inversibles de V . On a donc

∀ g1, g2 ∈ G, T (g1g2) = T (g1)T (g2) .

En particulier T (e) = 1l et T (g−1) = T (g)−1 ,
où e et 1l sont les éléments neutres de G et de GL(n).
V est appelé espace de représentation, et n = dim V est la dimension de la repré-
sentation. T (g) s’écrit donc comme une matrice n×n. Il faut surtout pas confondre
cet dimension avec celle du groupe. De façon générale, un groupe donné possède
plusieurs représentations, de dimensions différentes.

Représentations unitaires

Si ∀ g ∈ G , les opérateurs T (g) sont unitaires, la représentation est dite unitaire.

Représentations équivalentes

Deux représentations T et T ′ sont dites équivalentes si et seulement si il existe
un opérateur S inversible t.q.

∀ g ∈ G , , T ′(g) = S−1T (g)S .

S est appelé opérateur d’entrelacement.

Exemples de représentation :

1) S2 : groupe de permutations de deux objets.
Une représentation de dimension 2 est fournie par

e→ D(e) =

(
1 0
0 1

)

p→ D(p) =

(
0 1
1 0

)

2) groupe des tresses Bn

n− 1 générateurs σ1, σ2, · · · , σn−1
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σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 1 ≤ i < n− 1

σiσj = σjσi |i− j| ≥ 2

σiσ
−1
i = σ−1

i σi = e

PSfrag replacemen

1 2 i

· · · · · ·

ni+ 1

= σi

qui correspond géométriquement à l’échange des brins i et i+ 1.

1 2 i

· · ·· · ·

ni+ 1

= σ−1
i

qui code l’opération inverse.

On vérifie alors aisément que les relations algébriques de définition du groupe
des tresses a bien l’interprétation géométrique attendue. En particulier, la première
des relations correspond à l’équivalence topologique des deux successions d’échanges
i↔ i+ 1 , i+ 1↔ i+ 2 puis i↔ i+ 1 d’une part, et i+ 1↔ i+ 2 , i↔ i+ 1 puis
i+ 1↔ i+ 2 d’autre part, comme on peut le constater sur la figure ci-dessous :
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1 2 i

· · ·· · ·

ni+ 1 i+ 2

= σi σi+1 σi

est identique à

1 2 i

· · ·· · ·

ni+ 1 i+ 2

= σi+1 σi σi+1

Ce groupe des tresses joue un rôle important dans de nombreux domaines de la
physique, en particulier dans la théorie des modèles intégrables.

On vérifiera qu’une représentation de B3 est fournie par

σ1 =

(
−t 1
0 1

)
σ2 =

(
1 0
t −t

)

Somme directe de deux représentations :

Soient T1(g) et T2(g) deux représentations d’un même groupe G de dimensions
p1, p2. La somme directe de ces représentations est donnée par les matrices
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T (g) =




T1(g) 0

0 T2(g)





de dimension p1 + p2.
T (g) agit dans l’espace somme directe ξ1 ⊕ ξ2.

Produit tensoriel de deux représentations :

Le produit tensoriel des représentations T1 et T2, caractérisées par les éléments
de matrice < n1|T1(g)|n′

1 > et < n2|T2(g)|n′
2 > est donnée par les matrices produit

tensoriel T (g) = T1(g)⊗ T2(g), soit encore

< n1n2|T (g)|n′
1n

′
2 > = < n1|T1(g)|n′

1 >< n2|T2(g)|n′
2 >

4.3.2 Représentations réductibles et irréductibles

Définitions :

Une représentation d’un groupe G est dite réductible si elle est équivalente à une
représentation T de G qui peut s’écrire, ∀ g ∈ G,

T (g) =




A | B
−− | −−
0 | C




A est une matrice nA × nA donc il existe un sous-espace de V de dimension nA
invariant sous T (g), ∀ g ∈ G.

Irréductibilité d’une représentation :

Une représentation d’un groupe G est dite irréductible si elle n’est pas réductible
( !), ce qui ce traduit encore par le fait qu’il n’existe pas de sous-espace invariant par
T (g) , ∀ g ∈ G , autre que ∅ et V .

Complète réductibilité d’une représentation :

Une représentation est dite complètement réductible si elle est équivalente à une
représentation de la forme

T (g) =



T11(g) O

T22(g)
O Tnn(g)


 , ∀ g ∈ G ,

où T11, T22, · · · sont irréductibles, i.e. si elle est équivalente à une représentation qui
est une somme directe de représentations irréductibles de G.
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Théorème

SiG est un groupe fini ou un groupe de Lie compact, alors toute représentation
réductible est complètement réductible. La propriété est également vraie pour toute
représentation réductible d’un groupe de Lie connexe, non compact et semi-simple,
de même que pour toute représentation réductible unitaire d’un groupe quelconque.

4.3.3 Lemme de Schur

1) Soient deux représentations irréductibles T et T ′ . S’il existe un opé-
rateur V tel que ∀ g ∈ G, V T (g) = T ′(g)V , alors soit V est un isomorphisme
(et alors V −1T ′V = T i.e. T et T ′ sont équivalentes), soit V = 0.

Corollaire :

2) Soit une représentation irréductible sur C. Si M commute avec
toutes les matrices de cette représentation, alors M = λI (M est une ho-
mothétie).

Preuve :

2) ∀ g ∈ G, T (g)M = MT (g) .

Soit Eλ le sous-espace propre de M pour la valeur propre λ (existe car le corps est
C). ∀ v ∈ Eλ, M T (g) v = T (g)Mv = λT (g) v donc T (g)(Eλ) est stable par M , ∀ g.

Donc T (g) =




|

−− | −−
0 |



, et si Eλ 6= E, la représentation est réductible,

↑
si Eλ 6= E

ce qui est absurde. Donc Eλ = E, i.e. M = λE.

1) Supposons que V 6= 0 .

Alors V T (g) = T ′(g)V ⇒ ∀ x ∈ Ker V , V T (g)(x) = T ′(g)V (x) = 0. Donc
T (g)KerV ⊂ Ker V : Ker V est un sous-espace invariant de E. Comme T (g) est
irréductible, Ker V = 0 (sinon Ker V = E, et alors V = 0, ce qui est absurde).

De même ∀ g ∈ ImV , ∃ x t.q. y = V x donc T ′(g)V x = T ′(g)y = V T (g)x . Ainsi
T ′(g)y = V y′ avec y′ = T (g)x i.e. T ′(g)ImV ⊂ ImV . ImV est donc un sous-espace
invariant par T ′(g) (pour tout g). Comme V 6= 0 , ImV 6= ∅ . L’irréductibilité de T ′

implique que ImV = E. Donc V est bijective.

Réciproque :
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Soit une représentation T unitaire (ou plus généralement satisfaisant
aux conditions du théorème de complète irréductibilité).

Si ∀ M , ∀ g ∈ G, [T (g),M ] = 0⇒ M = λI, alors T est irréductible.

On a ainsi un critère puissant pour prouver l’irréductibilité d’une représentation.

Preuve :

Si la représentation est réductible, elle l’est complètement par hypothèse, et
∃H ⊂ E invariant par T (g), ∀ g ∈ G tel que

∀ g, T (g) =




| 0
−− | −−
0 |


 .

Les matrices qui commutent avec les T(g) sont de la forme



λ1I | 0
−− | −−
0 | λ2I


 qui dif-

fère de λI en général. Donc la représentation ne peut pas être réductible.

autre preuve de 2) : sur C, M a au moins une valeur propre λ (λ 6= 0 car M est
inversible d’après le lemme de Schur).

MT = TM donc (M − λ1l)T = T (M − λ1l)

Mais comme M − λ1l est singulier, M = λ1l d’après le lemme de Schur.

Corollaire

3) Une représentation irréductible sur C d’un groupe abélien est né-
cessairement de dimension 1.

En effet, soit g′ ∈ G. Alors [T (g′), T (g)] = 0, ∀ g ∈ G. Donc T (g′) = λ(g′)1l. La
représentation se décompose donc en dim D copies de la représentation de dimen-
sion 1 : g 7→ λ(g).

Rem. : il est essentiel que le corps soit C (algébriquement clos) et non IR.

Contre-exemple : la représentation sur IR de SO(2) par D(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
est

irréductible (pourtant ∀ α , [D(α), D(θ)] = 0).
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4.3.4 Unitarité des représentations

Théorème 1 : Si G est un groupe fini ou un groupe de Lie compact, alors
toute représentation de G est équivalente à une représentation unitaire.
De plus toute représentation irréductile est de dimension finie.

Théorème 2 : Si G est un groupe de Lie simple non compact, alors G ne
possède pas de représentation unitaire de dimension finie en dehors de la
représentation triviale D(A) = 1, ∀ A ∈ G.

Théorème 3 : Si G est un groupe de transformations de IR3 et si la représentation
D possède un système de fonctions de base, alors D est unitaire si les fonctions de
base forment un système orthonormal.

Théorème 4 :
⋆ Si D et D′ sont deux représentations équivalentes de G t.q. D′(A) = S−1D(A)S

(∀ A ∈ G) et si D est unitaire et S est unitaire, alors D′ est unitaire.
⋆ Réciproquement si D et D′ sont toutes deux unitaires, alors S peut toujours

être choisie unitaire.

4.3.5 Représentation d’une algèbre de Lie g

Soit V un espace vectoriel sur IR ou C. On dit que D est une représentation
linéaire de g dans l’espace vectoriel V si

[D(A), D(B)] = D([A,B])

D(αA+ βB) = αD(A) + βD(B)

Théorème :

Une représentation DG d’un groupe G induit par différentiation une représenta-
tion DA de son algèbre de Lie.

Preuve:

Il suffit de définir DA(Ta) par DG(1 + t Ta + o(t)) = 1 + tDA(Ta) + o(t) , ce qui est
équivalent à poser que

DA(Ta) =
d

dt
DG(et TA)

∣∣∣∣
t=0

.

Pour montrer que l’on a ainsi construit une représentation de g, considérons la
courbe C(t) = A(

√
t)B(
√
t)A(
√
t)−1B(

√
t)−1 = 1 + t [Ta, Tb] + o(t) , où A(t) et B(t)

sont des courbes analytiques de G de vecteurs tangents respectifs Ta et Tb . On a
donc DG(C(t)) = DG(1 + t[Ta, Tb] + o(t)) , soit encore

DA([Ta, Tb]) =
d

dt
DG(C(t))

∣∣∣∣
t=0

.
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Or par morphisme de DG ,

DG(C(t)) = DG(A(
√
t))DG(B(

√
t))D−1

G (A(
√
t))D−1

G (B(
√
t))

qui s’écrit encore, après développement en série,

DG(C(t)) = 1 + t [DA(Ta), DA(Tb)] + o(t) ,

d’où
d

dt
DG(C(t))

∣∣∣∣
t=0

= [DA(Ta), DA(Tb)],

ce qui prouve que DA([Ta, Tb]) = [DA(Ta), DA(Tb)] .

Deux exemples importants de représentations :

• représentation fondamentale : (pour un groupe de matrices)

Pour un groupe de matrices sous-groupe de GL(N, IR) (ou de GL(N,C)), elle est
définie par D(A) = A . L’espace vectoriel de la représentation est donc IRN (ou CN),
et sa dimension est N, qu’il ne faut pas confondre avec la dimension du groupe.
Cette relation définit aussi bien la représentation fondamentale du groupe que de
son algèbre.

• représentation adjointe :

⋆ sur le groupe :

Sur le groupe G, l’application g → ad g définie par ad g(h) = ghg−1 est une
représentation de G sur lui-même.

Preuve:

∀g1, , g2 ∈ G , ∀h ∈ G , ad(g1 g2)(h) = (g1 g2) h (g1 g2)
−1 = g1 (g2 h g

−1
2 ) g−1

1

= adg1(ad2(h))

ce qui prouve que l’on a bien construit un morphisme.

Remarque:

Le lecteur attentif aura constaté que l’éventuelle structure linéaire du groupe (si
le groupe est un groupe de matrices) ne joue ici aucun rôle : dans le cas général, on
dira que l’on a une représentation (linéaire ou non) du groupe.

⋆ sur l’algèbre :
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A cette représentation sur le groupe correspond la représentation X → adX dé-
finie par adX(Y ) = [X, Y ] .

Preuve:

Il suffit de différentier exp(tX)Y exp(−tX) en t = 0 pour en déduire l’expression
de la représentation adjointe sur l’algèbre de Lie. Le théorème précédent assure que
l’on a bien une représentation. Il est cependant instructif de le vérifier directement
de deux façons différentes :

– de manière intrinsèque, il faut montrer que [adX1, adX2] = ad[X1, X2] .

∀Y ∈ g , [adX1, adX2](Y ) = adX1adX2(Y )− adX2adX1(Y )

= [X1, [X2, Y ]]− [X2, [X1, Y ]] = [X1, [X2, Y ]] + [X2, [Y,X1]] = −[Y, [X1, X2]]

soit encore [adX1, adX2](Y ) = [[X1, X2], Y ] , ce qui prouve le résultat.

– matriciellement, en définissant les constantes de structure par
[Xi, Xj] = C k

ij Xk dans la base Xa on peut construire cette représentation par
[D(Xi)]

k
j = C k

ij , soit
∑
k

[D(Xi)]
k
jXk = [Xi, Xj] qui se visualise sous la forme

j

‖
‖
‖




n×n

= D(Xi)

տ∑
k

[D(Xi)]
k
jXk = image du vecteur Xj

Sous cette forme, il suffit donc de vérifier que [D(Xi), D(Xj)]
α
β = D([Xi, Xj])

α
β .

Preuve:

D([Xi, Xj ])
α
β = [D(C k

ij Xk)]
α
β = C k

ij [D(Xk)]
α
β .

Or D(Xi)
α
γD(Xj)

γ
β −D(Xj)

α
γD(Xi)

γ
β = C α

iγ C
γ

jβ − C α
jγ C

γ
iβ

= −C α
γi C

γ
jβ − C α

γj C
γ

βi

= C γ
ij C

α
γβ = C γ

ij [D(Xγ)]
α
β

ce qui prouve le résultat.

Avec les notations des physiciens, correspondant à [Ta, Tb] = if c
ab Tc , D(Ta)

b
c =

if b
ac ou encore ad Ta(Tb) = [Ta, Tb].

Remarque:
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• Pour une algèbre de Lie semi-simple compacte, comme on l’a vu plus haut, on
pourra écrire plus simplement

ւ A comme adjoint
D(Ta)bc = −ifabc que l’on note aussi (TAa )bc = −ifabc

• La dimension de la représentation adjointe est égale à la dimension
du groupe. En revanche les générateurs Xa peuvent être dans une représentation
complètement arbitraire. La seule chose qui compte finalement est que leur nombre
soit la dimension du groupe (qu’il ne faut surtout pas confondre avec la dimension
d de la représentation des générateurs Xa (i.e. les Xa sont des matrices d× d)). On
obtient ainsi différentes formes isomorphes de la représentation adjointe.

Exemple : SU(2) (qui sera étudié en détail dans le chapitre 5)

représentation fondamentale : matrices
~σ

2
(3 matrices 2× 2)

représentation adjointe : c’est la représentation vectorielle que l’on peut aussi
fabriquer à partir des rotations infinitésimales (Jk)ij = −εkij = −iεijk (3 matrices
3× 3).

En tant que matrice, TAa agit comme une matrice n × n (n = dimension du
groupe). En revanche si l’on décide de décrire TAa comme un opérateur construit à
partir d’une représentation donnée (en général la représentation fondamentale) de
dimension d, alors

TAa (Tb) = [Ta, Tb] Ta : pour a fixé, c’est une matrice d× d
տ n indices possibles

Notations usuelles dans la littérature : ad ⇔ TA ⇔ T pour l’adjointe
T f ⇔ t pour la fondamentale

Il est assez usuel d’utiliser les indices i, j, k pour les coefficients des générateurs de
la (des) représentation(s) fondamentale(s), et a, b, c pour les coefficients des généra-
teurs de la représentation adjointe.

Dans les théories de Yang-Mills, nous verrons que les champs de jauge appa-
raissent naturellement comme se transformant sous le groupe de jauge suivant la
représentation adjointe du groupe.

Normalisation

gab = Tr
(
TAa TAb

)
par définition de g

Dans le cas d’une algèbre de Lie semi-simple compacte, on a vu que l’on peut toujours
choisir les générateurs pour que gab soit multiple de l’identité :

Tr
(
TAa TAb

)
= C(A) δab
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On peut montrer que pour toute représentation r, le fait d’avoir fait ce choix pour
les générateurs de la représentation adjointe conduit à ce que

Tr (T ra T
r
b ) = C(r) δab .

Ceci repose sur le fait que TrT raT
r
b est une forme invariante. Or un théorème montre

que la seule forme invariante (à un facteur multiplicatif près) est la forme de Killing.

Remarque : [T ra , T
r
b ] = ifabc T

r
c donc fabc = − i

C(r)
Tr {[T ra , T rb ]T rc }



Chapitre 5

Groupe des Rotations

5.1 Définition

Par définition, le groupe des rotations SO(3) est le groupe des transformations
de IR3 qui préservent le produit scalaire et l’orientation :

• detR = 1 ← S

• ∀ x, y RikxkRiℓyℓ = xkyℓδkℓ

⇔ RikRiℓ = δkℓ ⇔ tRR = 1l ← O

Remarque:

O(N) est définie de manière équivalente en exigeant que ∀ x ∈ IRN , la norme de x
est invariante, ou en exigeant que ∀ x, y ∈ IRN , le produit scalaire x · y est invariant.

Forme explicite :

Considérons une rotation autour de ~n d’angle ω

~n

~r

~r ′

~ω

Dans le cas où ~r est perpendiculaire à l’axe de rotation,

~r ,⊥ = ~r⊥ cosω + sinω ~n ∧ ~r⊥ .

65
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Dans le cas général, en utilisant la décomposition

~r = ~r// + ~r⊥ avec ~r// = ~n · (~r · ~n) et ~r⊥ = ~r − ~n(~r · ~n) ,

la rotation d’axe ~n laisse invariante ~r// et l’on a donc

~r ′ − ~n(~r · ~n) = [~r − ~n(~r · ~n)] cosω + sinω ~n ∧ [~r − ~n(~r · ~n)]

soit
~r ′ = ~n(~r · ~n) + cosω[~r − ~n(~r · ~n)] + sinω ~n ∧ ~r (5.1)

Une rotation est complètement déterminée par la donnée d’un angle ω tel que
0 ≤ ω ≤ π et d’un vecteur unitaire ~n.

Remarque:

Rπ(~n) = Rπ(−~n). La variété du groupe est donc une boule de diamêtre π dont on
identifie les points diamétralement opposés.

5.2 Algèbre de Lie de SO(3)

Le groupe SO(3) est déterminé par les conditions tRR = 1l avec detR = 1 .
D’après le chapitre 4, l’algèbre de Lie de SO(N) est constituée des matrices antisy-
métriques N ×N. On prendra comme base

L1 =




0 0 0
0 0−1
0 1 0


 L2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 L3 =




0−1 0
1 0 0
0 0 0




soit (Lk)ij = −εijk . On vérifie que [Li, Lj ] = εijkLk . En terme des générateurs
hermitiens, Ji = i Li, et

[Ji, Jj] = iεijkJk . (5.2)

5.3 Groupe SU(2) : définition et paramétrisation

Le groupe de Lie SU(N) est par définition le groupe des matrices unimodulaires

N ×N , i.e.

{
U+U = 1
detU = 1

Nous allons montrer qu’une paramétrisation de SU(2) est donnée par

U = cos θ
2
− i~σ · ~n sin θ

2
= exp−iθ~n·~σ

2
(5.3)

où θ est un angle réel, ~n est vecteur tri-dimensionnel unitaire (~n 2 = 1) et
~σ = (σ1, σ2, σ3) sont les matrices de Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0−i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0−1

)
. (5.4)
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On notera dans toute la suite

C = iσ2 =

(
0 1
−1 0

)

Propriétés des matrices de Pauli :

• hermiticité :
σ+
i = σi (5.5)

• produit :
σiσj = δij + iεijkσk (5.6)

d’où l’on déduit la relation très utile

(~σ · ~a)(~σ ·~b) = ~a ·~b+ i~σ · (~a ∧~b) (5.7)

puisque

(~σ · ~a)(~σ ·~b) = (σiai)(σjbj) = aibj (δij + iεijkσk) = ~a ·~b+ i~σ · (~a ∧~b)

• Propriétés de C :
C = C∗ = −C−1 = −C+ = −C̃ (5.8)

• Transposition et conjugaison complexe :

C−1σ̃iC = −σi et donc C−1σ∗
iC = −σi (5.9)

• pour toute matrice A (2× 2), un calcul explicite permet de vérifier que

CAC−1Ã = detA 1l (5.10)

Donc pour un élément de SL(2,C) , la condition detU = 1 donne alors CUC−1Ũ =

1, soit encore, en multipliant à gauche par C−1 et à droite par C , UC−1ŨC = 1 ,
d’où

U−1 = C−1ŨC . (5.11)

Dans le cas particulier où U ∈ SU(2) , on aura donc

U † = U−1 = C−1ŨC . (5.12)

Venons-en maintenant à la preuve de la paramétrisation (5.3).
D’après le chapitre 4, la forme exponentielle s’obtient aisément si l’on admet que

le groupe est compact et connexe et qu’il peut donc s’obtenir par exponentiation
de son algèbre de Lie. En anticipant sur ce qui va suivre, où l’on étudiera l’algèbre
de Lie de SU(2), considérons donc la courbe de SU(2) défnie par t 7→ etA avec
etA

+

etA = 1. On a, en différentiant en 0, A+ +A = 1 soit, en posant A = iβ, β = β+.
Une base des matrices hermitiennes est fournie par les matrices {σ1, σ2, σ3} . On en

déduit donc que U = exp−iθ~n · ~σ
2

.
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Il est instructif de montrer ce résultat de façon pédestre.

Toute matrice 2×2 à coefficients dans C peut se mettre sous la forme U = a0− i~a ·~σ
(indépendance linéaire de 1l, σ1, σ2, σ3 sur le corps C). En utilisant la relation (5.12),
on a donc

C−1(a0 − i~a · ~̃σ)C = a∗0 + i~a∗ · ~σ

soit a0 + i~a · ~σ = a∗0 + i~a∗ · ~σ , d’où l’on déduit que a0 et ~a sont réels. En écrivant
explicitement

U = a01l− i~a · ~σ =

(
a0 − ia3 −a2 − ia1

a2 − ia1 a0 + ia3

)
,

on vérifie immédiatement que detU = a2
0 + a2

3 + a2
1 + a2

2 soit encore a2
0 + ~a 2 = 1 , ce

qui montre que (a0,~a) appartient à la sphère S3 .

On peut donc poser





a0 = cos
θ

2

~a = ~n sin
θ

2

0 ≤ θ ≤ 2π (5.13)

Notons que les transformations particulières de SU(2) correspondant à θ = 2π et ~n
quelconque correspondent toutes à l’élément U = −1l qui n’est pas égal à l’identité,
alors que la rotation correspondante, lorsqu’elle agit sur des vecteurs de IR3, est clai-
rement égale à l’identité ! Nous reviendrons plus loin sur ce paradoxe apparent.

D’après ce qui précède, la variété du groupe SU(2) est donc une boule de rayon
2π dont on identifie tous les points du bord. SU(2) est donc un groupe à 3 paramètres
réels : θ, ~n .

On peut relier les deux formes obtenues dans (5.3), ce qui permettra de justifier
que l’angle θ est le même. Pour évaluer le développement en série

exp−iθ~n · ~σ
2

=

∞∑

k=0

(−iθ
2

)k
(~n · ~σ)k

k!
,

il suffit de calculer les puissances successives de (~n ·~σ) . En utilisant la relation (5.7),
on obtient immédiatement que (~n · ~σ)(~n · ~σ) = ~n 2 = 1. Ainsi

exp−iθ~n · ~σ
2

=
∞∑

k=0

(−iθ
2

)2k
1

(2k!)
+

∞∑

k=0

(−iθ
2

)2k+1
1

(2k + 1)!
~n · ~σ

=
∞∑

k=0

(−1)k
(
θ

2

)2k
1

(2k!)
− i

∞∑

k=0

(−1)k
(
θ

2

)2k+1
1

(2k + 1)!
~n · ~σ

= cos
θ

2
− i ~n · ~σ sin

θ

2

ce qui démontre le résultat (5.3).
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5.4 Homomorphisme du groupe SU(2) sur le groupe

SO(3)

5.4.1 Théorème

Il existe un homomorphisme (ou morphisme) du groupe SU(2) sur le groupe des
rotations SO(3) défini par

±U → R(U) tel que

∀~x ∈ IR3, ~x 7→ ~x ′ = R(U) ~x

avec ~x ′ · ~σ = U ~x · ~σ U−1

(5.14)

Preuve :

Il s’agit de montrer que pour U ∈ SU(2) donné, la transformation R(U) définie ci-
dessus est bien une rotation. On remarque que U ~x ·~σ U−1 peut s’écrire ~x ′ ·~σ et non
x01l + ~x ′ · ~σ puisque Tr U~x · ~σU−1 = 0 alors que Tr1l 6= 0 . La définition précédente a
donc un sens. De plus, nous venons de voir dans la partie 5.3 que ~x ′2 = − det ~x ′ ·~σ .
On déduit donc de la définition de ~x ′ que ~x ′2 = − detU~x · ~σU−1 = − det ~x · ~σ =
~x 2. Ceci prouve que la transformation (3) conserve les longueurs, et donc qu’elle
appartient à O(3). Il reste à prouver qu’elle conserve aussi l’orientation des trièdres.
On utilise pour cela la relation

(~x, ~y, ~z) =
1

2i
Tr [(~σ · ~x) (~σ · ~y) (~σ · ~z)] .

Preuve :

Tr(~σ · ~x)(~σ · ~y)(~σ · ~z) = xiyjzkTr σiσjσk . Or Tr σiσjσk = Tr(δij + iεijk′σk′)σk =
iεijk′Tr σk′σk . Comme Tr σk′σk = 2δkk′ , on en déduit que Tr(~σ · ~x)(~σ · ~y)(~σ · ~z) =
2iεijkxiyjzk ce qui démontre le résultat.

On obtient alors immédiatement (~x ′, ~y ′, ~z ′) = (~x, ~y, ~z) en utilisant l’invariance de la
trace par permutation cyclique.

Il reste à vérifier la structure de morphisme, c’est-à-dire que
∀U, V ∈ SU(2), R(U V ) = R(U)R(V ) , ce qui se démontre immédiatement en com-
parant l’action de R(U V ) et de R(U)R(V ) sur un vecteur arbitraire de IR3 .

5.4.2 Caractérisation

A l’élément U = cos θ
i
− i~σ ·~n sin θ

i
de SU(2) correspond la rotation

d’angle θ autour de l’axe ~n .
(5.15)
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Preuve:

[U,~σ · ~n] = 0 donc U ~σ ·~n−~σ ·~nU = 0 soit encore U~σ ·~nU−1 = ~σ ·~n , ce qui montre
que ~n est conservé dans la rotation.

Soit ~V⊥~n . Alors ~V se transforme sous l’action de R(U) en ~V ′ tel que

~σ · ~V ′ =

(
cos

θ

2
− i~σ · ~n sin

θ

2

)
~σ · ~V

(
cos

θ

2
+ i~σ · ~n sin

θ

2

)

= cos2 θ

2
~σ · ~V +

i

2

[
~σ · ~V , ~σ · ~n

]
sin θ + ~σ · ~n ~σ · ~V ~σ · ~n sin2 θ

2
.

Le second terme se simplifie grâce à la relation [~σ · ~V , ~σ ·~n] = 2i~V ∧~n . En utilisant la

relation ~σ · ~V ~σ ·~n = i~σ · ~V ∧~n , le dernier terme peut se réorganiser grâce à l’identité
i~σ · ~n~σ · (~V ∧ ~n) = −~σ · (~n ∧ (~V ∧ ~n)) . On obtient donc finalement

~σ · ~V ′ = cos θ~σ · ~V + sin θ ~σ · (~n ∧ ~V ) ,

d’où ~V ′ = cos θ~V +sin θ ~n∧ ~V , ce qui prouve que ~V ′ se déduit de ~V par une rotation
d’angle θ autour de ~n.

La paramétrisation U = exp−iθ~n·~σ
2

a donc une interprétation géométrique im-
médiate.

5.4.3 Formules d’inversion

On pose x̃ = xiσi. Alors

xi = 1
2
Tr σix̃ (5.16)

et
R(U)i j = 1

2
Tr(σi U σj U

†) . (5.17)

Preuves:

• la relation (5.16) est immédiate en utilisant la relation (5.6).

• la relation (5.17) se démontre en calculant l’image R(U) ~x de ~x par la rotation
R(U) et en vérifiant qu’elle est bien donnée par ~x′ défini en accord avec (5.14) :

R(U)i j x
j =

1

2
Tr(σi U σj U

†) xj =
1

2
Tr(σi U x̃U

†) =
1

2
Tr(σi x̃

′) = ~x′ .

5.4.4 Elements conjugués

∀ V ∈ SU(2), les classes d’éléments conjugués s’écrivent

V U(θ, ~n)V −1 = U(θ, ~n′)

où ~n′ se déduit de ~n par la rotation R(V ) : ~n′ = R(V )~n .

(5.18)
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Preuve:

V U(θ, ~n)V −1 = V

(
cos

θ

2
− i~σ · ~n sin

θ

2

)
V −1

= cos
θ

2
− i sin θ

2
~σ · ~n′

où ~σ · ~n′ = V ~σ · ~n V −1 .
Les classes d’éléments conjugués sont donc caractérisées par le même angle.

Cette propriété est très utile en pratique pour écrire l’élément de SU(2) qui code
une rotation d’angle donné et d’axe quelconque en fonction d’un élément déjà connu
de SU(2) codant une rotation de même angle autour d’un autre axe.

5.5 Forme infinitésimale

Cherchons la forme des matrices unitaires 2× 2 infiniment voisines de l’identité.
A partir de la forme exponentielle (5.3) déjà obtenue plus haut, le résultat est immé-
diat. Il est cependant instructif d’obtenir directement le résultat. Une matrice 2× 2
la plus générale est au voisinage de 1l de la forme U = 1l + ε0 + ~ε · ~σ avec ε0, ε ∈ C
La contrainte detU = 1 conduit donc à ε0 = 0 à cause de la relation importante

det(1 + εX) = 1 + εTr X +O(ε2) , (5.19)

Preuve : Il suffit de diagonaliser la matrice X .

La contrainte d’unitarité s’écrit (1l + ~ε ·~σ)(1l + ~ε ∗ ·~σ) = 1l soit encore ~ε+ ~ε ∗ = 0 ,
d’où l’on déduit que ~ε est imaginaire pur. Après redéfinition de ~ε, on a donc

U = 1l− i ~ε · ~σ
2

= 1l− i ε ~n · ~σ
2

(5.20)

que nous aurions bien sûr pu obtenir directement par développement au premier
ordre de (5.3). Ce résultat correspond d’après la paramétrisation générale à une
rotation infinitésimale d’angle ε autour de l’axe ~n, qui s’écrit d’après (5.1)

~V ′ = R(U) ~V = ~V + ε ~n ∧ ~V
La relation (5.20) montre que les matrices de Pauli sont les générateurs de SU(2).

L’algèbre de Lie est donc définie par les relations de commutation
[σi

2
,
σj
2

]
= iεijk

σk
2

(5.21)

Cette algèbre de Lie est isomorphe à l’algèbre de Lie du groupe SO(3), comme
on peut le voir par comparaison immédiate avec les relations de commutation (5.2)

satisfaites par les générateurs de SO(3) (définis par R~n(ω) = 1−i ~J ·~nω). Ce résultat
ne doit pas nous étonner puisque nous avons montré dans la partie 5.4 qu’il existe
un morphisme entre SU(2) et SO(3) , qui est bijectif dans un voisinage de l’identité
(l’indétermination ±U ne pose de problème que lorsque l’on s’éloigne suffisamment
de l’identité).
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5.6 Représentations de SU(2)

A l’élément U = 1l− i~ε · ~σ
2

voisin de l’identité dans SU(2) correspond

D(U(ε1, ε2, ε3)) = 1l− i(ε1J1 + ε2J2 + ε2J3)

dans la représentation D . Les J1, J2, J3 sont générateurs de la représentation (ils sont
hermitiques puisque U et doncD(U) sont unitaires). Pour une rotation infinitésimale
autour de l’axe ~n on a

D (U(~ε, ~n)) = 1l− iε ~J · ~n
Considérons une autre matrice V ∈ SU(2), on a alors

V U(ε, ~n)V −1 = U(ε, ~n′) où ~n′ = R(V )~n

Dans la représentation D ceci s’écrit

D(V ) D(U(ε, ~n)) D(V −1) = D(U(ε, ~n′))

D(V )(1l− iε ~J · ~n)D−1(V ) = 1− iε ~J · ~n′

i.e. D(V ) ~J · ~n D−1(V ) = ~J · ~n′ = ~JR(V )~n

D(V ) Ji ni D
−1(V ) = Ji Rij nj

D(V ) Jj D
−1(V ) = Rij Ji (5.22)

Montrons réciproquement que la donnée de cette loi de transformation pour les
opérateurs ~J implique la structure d’algèbre de Lie. Soit V un élément de SU(2)
codant une rotation infinitésimale d’angle α autour de ~t , i.e.

V = 1l− iα
2
~σ · ~t et donc D(V ) = 1l− iα ~J · ~t

La relation (5.22) s’écrit au premier ordre en α

(
1l− iα ~J · ~t

)
Jj

(
1l + iα ~J · ~t

)
= Rij Ji .

Les éléments de matrice de R s’obtiennent facilement en écrivant que

~q ′ = R(V )~q = ~q + α~t ∧ ~q

soit
q′i = qi + α εikj tk qj = Rij qj ,

d’où
Rij = δij − α εijk tk .

On en déduit, en égalant les termes du 1er ordre, que

iα[ ~J · ~t, Jj] = αεijk tk Ji
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soit encore
[Jk, Jj] = −iεijk Ji = iεkji Ji .

On retrouve les règles de commutation bien connues du moment cinétique :

[Ji, Jj ] = i εijk Jk . (5.23)

Les constantes de structures sont données par f k
ij = −C k

ij = εijk . Ces règles sont
valables quelle que soit la représentation considérée, par définition de la représen-
tation d’une algèbre de Lie (cf. chapitre 4). En particulier, elles sont satisfaites par
les générateurs de SU(2) (voir (5.2) et de SO(3) (voir (5.21), qui constituent deux
représentations particulières de SU(2), sur lesquelles nous allons revenir maintenant.

Exemples de représentation de SU(2) :

• représentation spinorielle :

L’espace de la représentation est à 2 dimensions : dans cette représentation

D(U) = U et ~J = ~σ
2

. (5.24)

• représentation adjointe, ou vectorielle :

Dans cette représentation de dimension 3, chaque élément de SU(2) agit sur lui-
même suivant la représentation adjointe adU(V ) = U V U−1 . Cette structure a djà
été examinée dans la relation (5.18) : elle provient directement du morphisme de
SU(2) sur SO(3) . Dans la définition de ce morphisme, la relation

~x ′ · ~σ = U ~x · ~σ U−1

peut encore s’écrire

~x · ~σ ′ = U ~x · ~σ U−1 soit ~σ ′ = U ~σ U−1

à condition de poser
~σ ′ = tR(U)~σ ,

i.e. de considérer que les vecteurs de base ~σ se transforment, de manière duale (c’est
bien la propriété des vecteurs de base de façon générale !), comme des vecteurs de
IR3 sous l’action de SO(3) .

Ainsi la représentation adjointe est donnée par

D(U) = R(U) , (5.25)

d’où le nom de représentation vectorielle. Ceci est possible puisque l’algèbre de Lie
su(2) a même dimension que IR3 .

Remarquons que la relation (5.22) est une généralisation de la relation

U ~x · ~σ U−1 = ~σ ′ = tR(U)~σ ,
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comme nous en avons déjà fait la remarque page 63, la dimension de l’espace
sur lequel les générateurs ~J agissent ne joue aucun rôle dans la définition de la
représentation adjointe du groupe (ici SU(2)). L’équation (5.22) s’écrit toujours

D(V ) ~JD−1(V ) = tR(V ) ~J , quelque soit la forme explicite de ~J . On obtient ainsi
des réalisations isomorphes de la représentation adjointe.

Il n’est pas inutile de se convaincre de façon pédestre des résultats que nous
venons d’obtenir. Pour une rotation infinitésimale on a

Rij = δij − αεijk tk

donc par comparaison avec D(U) = 1− iα ~J · ~t on obtient (Jk)ij = −iεijk en accord
avec la définition vue page 63 de la représentation adjointe :

(Jk)ij = D(−iXk)
i
j = −iC i

kj = if i
kj = +iεkji

= −iεijk .

Autre forme équivalente des générateurs de la représentation adjointe, que l’on ob-
tient facilement par changement de base :

J2 =
1√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 J2 =

1√
2




0−i 0
i 0−i
0 i 0


 J3 =




1 0 0
0 0 0
0 0−1


 . (5.26)

• Moment orbital (représentation de dimension infinie) :

Considérons l’espace des fonctions d’ondes de carré intégrable L2(IR3).
On définit la représentation

Rψ = D(R)ψ

telle que
Rψ(~r) = ψ(R−1~r) (rotation active).

Cette représentation est unitaire, puisque

∫
|Rψ(~r)|2d3~r =

∫
|ψ(R−1~r)|2d3~r

=

∫
|ψ(~r)|2d3~r1 (~r1 = R−1~r) ,

comme nous l’avions déjà vérifié page 33. Pour une rotation infinitésimale, nous
pouvons écrire

Rψ(~r) = ψ
(
~r − α~t ∧ ~r

)
= ψ(~r)− α

(
~t ∧ ~r

)
· ~∇ψ(~r)

= ψ(~r)− α
(
~r ∧ ~∇ψ

)
· ~t

d’où
~J = 1

i
~r ∧ ~∇ noté ~L = ~r ∧ ~p . (5.27)
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Forme exponentielle :

Pour finir, montrons que les opérateurs D(U) d’une représentation unitaire de SU(2)
peuvent se calculer connaissant U et les générateurs de la représentation. On a

D (U(ε, ~n)) D (U(θ, ~n)) = D (U(ε + θ, ~n)) (5.28)

donc

D (U(ε, θ, ~n))−D (U(θ, ~n)) = [D (U(ε, ~n))− 1]D(U(θ, ~n))

= −iε ~J · ~nD(U(θ, ~n))

d’où
d

dθ
D(U(θ, ~n)) = −i ~J · ~nD(U(θ, ~n))

et

D (U(θ, ~n)) = exp−iθ ~J · ~n . (5.29)

Remarque : on n’aura pas l’équivalent de (5.28) pour le groupe de Lorentz restreint
L↑

+, ce qui explique pourquoi on ne pourra écrire tout élément de L↑
+ comme l’ex-

ponentielle d’un élément de son algèbre de Lie.

5.7 Représentations unitaires irréductibles de SU(2)

SU(2) est un groupe compact, donc d’après le théorème général énoncé page
4.3.4 , les représentations de SU(2) sont équivalentes à des représentations
unitaires, et toute représentation irréductible est de dimension finie.

5.7.1 Spectre

La structure d’algèbre de Lie

[Ji, Jj] = iεijk Jk (5.30)

implique que le Casimir J2 ≡ ~J 2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 commute avec tous les générateurs

Ji , comme on peut le vérifier directement. C’est une conséquence immédiate du
résultat général démontré dans l’exercice 4.2. D’après le Lemme de Schur, J2 est
donc un multiple de l’identité, que l’on écrira sous la forme J2 = j(j + 1)1l avec
j(j + 1) positif. On peut choisir de prendre j réel positif sans perte de généalité.

L’algèbre de Lie de SU(2) que nous avons considéré est l’algèbre de Lie réelle
définie par les constantes de structure (5.30). Il est techniquement pratique d’intro-
duire une autre algèbre de Lie réelle ayant la même extension complexe que celle de
SU(2). On pose donc

J± = J1 ± iJ2 . (5.31)
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L’algèbre de Lie réelle formée à partir des générateurs J± et J3 a alors pour structure

[J3, J+] = J+ , [J3, J−] = −J− et [J+, J−] = 2J3 . (5.32)

On vérifie immédiatement que

J+J− = J2 − J3 (J3 − 1)

J−J+ = J2 − J3 (J3 + 1) . (5.33)

Soit |jm > un état propre de J2 et J3 de valeurs propres respectives j(j + 1) et m
(remarque : si J2 et J3 ne forment pas un Ensemble Complet d’Observables Com-
mutantes, |jm > est un état particulier choisi une fois pour toute dans le sous-espace
de moment cinétique (jm)).

On peut alors écrire
J3|jm >= m |jm > ,

et

J−J+|jm > = J2|jm > −J3 (J3 + 1) |jm > (5.34)

= [j(j + 1)−m(m+ 1)] |jm > = (j −m)(j +m+ 1)|jm >

d’où
< jm|J−J+|jm > = (j −m)(j +m+ 1) =‖ J+|jm >‖2 ,

qui est par définition positif ou nul. On en déduit donc que
(j −m)(j +m+ 1) ≥ 0 , d’où

−j − 1 ≤ m ≤ j . (5.35)

On peut reproduire le même raisonnement avec l’opérateur J+J−, ce qui permet de
montrer que (j +m)(j −m+ 1) ≥ 0 , d’où l’on déduit que

−j ≤ m ≤ j + 1 (5.36)

puisque ‖ J−|jm >‖2≥ 0 . Les inégalités (5.35) et (5.36) donnent finalement

−j ≤ m ≤ j . (5.37)

De plus, comme v = 0⇔‖ v ‖= 0, on en déduit que

J+|jm >= 0⇔ (j −m)(j +m+ 1) = 0 soit (puisque m ∈ [−j, j]) m = j (5.38)

et

J−|jm >= 0⇔ (j +m)(j −m+ 1) = 0 soit (puisque m ∈ [−j, j]) m = −j .
(5.39)

Dans le cas où m 6= j, le vecteur non nul J+|jm > est un vecteur de moment ciné-
tique (j,m+ 1).
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Preuve:

J2 étant un Casimir, J2J+|jm >= J+J
2|jm > = j(j+ 1)J+|jm > . De plus (5.32)

implique que J3J+ = J+(J3 + 1) ce qui donne après action sur le ket |jm > ,

J3J+|jm >= J+(J3 + 1)|jm > = (m+ 1)J+|jm > .

On montre de même que J−|jm > est un vecteur de moment cinétique (j,m− 1).

Considérons à présent la suite de vecteurs obtenus par application répétée de J+ sur
|jm > :

J+|jm >, J2
+|jm >, · · · , Jp+|jm >

pour −j ≤ m ≤ j :

⋆ si m = j, J+|jm >= 0
⋆ si m < j, J+|jm > est un vecteur non nul de moment cinétique
(j,m+ 1) donc nécessairement m+ 1 ≤ j
⋆ si m+ 1 = j, J2

+|jm >= 0
⋆ si m+ 1 < j, J2

+|jm > 6= 0, de moment cinétique (j,m+ 2)
etc...

Les vecteurs de cette suite doivent tous s’annuler à partir d’un certain rang : sinon
on serait parvenu à former des vecteurs propres de J3 dont la valeur propre serait
arbitrairement grande, et en particulier supérieure à j.

Donc ∃ p ∈ IN tel que Jp+|jm > 6= 0 , de moment cinétique (j,m + p) et vérifiant
Jp+1

+ |jm >= 0. Ainsi m+ p = j, ce qui prouve que j −m ∈ IN.
On peut de même agir de façon répétée sur |j m > à l’aide de J−. On en déduit
alors que j +m = q ∈ IN ,
d’où les p+ q + 1 états

vecteur de plus haut poids

Jq−|jm >, Jq−1
− |jm >, · · · , J−|jm >, jm >, J+|jm >, · · · ,

︷ ︸︸ ︷
Jp+|jm >

m− q = −j −j + 1 n− 1 m m+ 1 m+ p = j
où l’on a indiqué sous chaque vecteur la valeur propre de J3 .
La valeur propre de J2 pour chacun de ces états est j(j+1) . Comme p ∈ IN et q ∈ IN ,
on en déduit que p+ q = j +m+ j −m = 2j ∈ IN et donc que

j est entier ou demi-entier .

5.7.2 Vecteurs propres de J2 et J3 et construction des sous-
espaces invariants E (j)

Il nous reste à normaliser les 2j + 1 vecteurs précédents. Supposons que |jm >
soit de norme 1.

• si m = j, J+|jm >= 0
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• m < j, notons |j m+ 1 > le vecteur de norme 1 qui vérifie

J+|j m >= cm|j m + 1 > . Comme ‖ J+|j m >‖2= j(j + 1) − m(m + 1) , en
choisissant cm ∈ IR+ on aura

J+|j m >=
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j m+ 1 > .

Si l’on fait agir J− à gauche dans l’égalité précédente, on aura donc, en utilisant
(5.34),

J−J+|j m >= [j(j + 1)−m(m+ 1)] |j m > =
√
j(j + 1)−m(m+ 1) J−|j m+1 >

d’où

J−|j m+ 1 >=
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j m > .

On peut répéter les manipulations précédentes sur |j m+ 1 > :

• si m+ 1 = j, J+|j m+ 1 >= 0

• sinon on forme |j m+ 2 > de norme 1,

• etc... jusqu’au vecteur de plus haut poids |j j >.

De même par action répétée de J− .

Les opérateurs J+ et J− sont généralement appelés opérateurs d’échelle, puis-
qu’ils permettent respectivement de monter ou de descendre le long de l’échelle des
états propres de J3 .

On obtient ainsi une suite de 2j + 1 vecteurs orthonormés |j − j >, · · · , |j j > qui
sous-tendent l’espace E (j) de la représentation irréductible Dj de dimension 2j + 1 .
Ces vecteurs satisfont les relations

< j m|j m′ >= δmm′

J3|j m >= m|j m >

J+|j m >=
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j m+ 1 >

J−|j m >=
√
j(j + 1)−m(m− 1) |j m− 1 > . (5.40)

5.8 Angles d’Euler

Les angles d’Euler permettent de paramétrer une rotation quelconque. C’est un
outil classique de la mécanique du solide, qui permet de coder la position arbitraire
d’un objet à l’aide de trois angles.
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x

y

z

α

β

γ

y′

Z

Considérons une courbe dessinée en continu sur la figure ci-dessus, que l’on
cherche à amener dans la position finale tracée en traits pointillés-tiretés, grâce
à une transformation de SO(3) dont nous souhaitons trouver une paramétrisation.
Nous allons pour cela utiliser 3 transformations successives :

• rotation d’angle α autour de Oz : R(U(α, z))

• rotation d’angle β autour de Oy′ (Oy′ est le transformé de Oy par R(U(α, z)) :
R(V ) avec V = U(α, z)U(β, y)U−1(α, z) , d’après la relation (5.18)

• rotation d’angle γ autour de OZ (OZ est le transformé de Oz par la succes-
sion des rotations R(U(α, z)) puis R(U(α, z)U(β, y)U−1(α, z)), i.e. transformé par
R(U(α, z)U(β, y)) ≡ R(T ) .
Cette rotation s’écrit donc R(W ) avec W = T U(γ, z)T−1 , soit encore

W = U(α, z)U(β, y)U(γ, z)U−1(β, y)U−1(α, z)

Au total, la rotation complète s’écrit R = R(U) avec

U = W V U(α, z)

= U(α, z)U(β, y)U(γ, z)U−1(β, y)U−1(α, z)U(α, z)U(β, y)U−1(α, z)U(α, z)

soit encore
U = U(α, z) U(β, y) U(γ, z) . (5.41)
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Remarques:
• la convention utilisée ici est différente de celle de Wigner (où γ ↔ α)

• OZ, transformé de Oz , s’obtient aussi par la rotation
R(U(α, z)U(β, y)U−1(α, z)) (puisque la première rotation R(U(α, z)) n’affecte pas
l’axe Oz).

On aurait alors T ′ = U(α, z)U(β, y)U−1(α, z) et W ′ = T ′U(γ, z)T ′−1 donc

U = W ′ V U(α, z) = U(α, z)U(β, y)U−1(α, z)U(γ, z)U(α, z)U−1(β, y)U−1(α, z)

×U(α, z)U(β, y)U−1(α, z)U(α, z)

= U(α, z)U(β, y)U−1(α, z)U(γ, z)U(α, z) .

Comme [U(α, z), U(γ, z)] = 0, on a encore U = U(α, z)U(β, y)U(γ, z), ce qui est
donc bien identique à (5.41).

• Domaine de variation des paramètres :

SO(3) :

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

α ∈ [0, 2π]
β ∈ [0, π]
γ ∈ [0, 2π]

SU(2) :

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

α ∈ [0, 2π]
β ∈ [0, π]
γ ∈ [0, 4π]

• autre point de vue :
R(U) avec U = U(α, z)U(β, y)U(γ, z) peut aussi être interprétée littéralement :
rotation d’angle γ par rapport à l’axe y, puis rotation d’angle β par rapport à l’axe
y, puis rotation d’angle α par rapport à l’axe z, tous ces axes étant ici les axes du
repère fixe initial.

Expression explicite :

U(α, z) =

(
e−iα/2 0

0 eiα/2

)

U(β, y) =

(
cosβ/2 sin β/2
− sin β/2 cosβ/2

)

U(γ, z) =

(
e−iγ/2 0

0 eiγ/2

)

d’où l’on déduit aisément que

U = U(α, z)U(β, y)U(γ, z) =



e−iα/2 cos β

2
e−iγ/2 −e−iα/2 sin β

2
eiγ/2

eiα/2 sin β
2
e−iγ/2 eiα/2 cos β

2
eiγ/2


 . (5.42)

Propriétés de symétrie de la paramétrisation d’Euler :

• transposition :

U ↔ Ũ ⇔
∣∣∣∣
(
α↔ γ
β ↔ −β

)
(5.43)
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car U = U(α, z)U(β, y)U(γ, z) et

Ũ = Ũ(γ, z) Ũ(β, y) Ũ(α, z) = U(γ, z)U(−β, y)U(α, z)

• inversion :

U ↔ U+ = U−1 ⇔
∣∣∣∣
(
α↔ −γ
β ↔ −β

)
(5.44)

car U−1 = U−1(γ, z)U−1(β, y)U−1(α, z) = U(−γ, z)U(−β, y)U(−α, z) .

5.9 Définition des matrices de rotation

Considérons un élément de SU(2) codé par les angles d’Euler (5.41) et sa repré-
sentation correspondante dans E (j) qui s’écrit, d’après (5.29),

D(U) = exp−iαJ3 exp−iβJ2 exp−iγJ3 . (5.45)

Par définition, les matrices de rotation sont définies par

Djmm′(U) =< jm|D(U)|jm′ > . (5.46)

On a donc
Djmm′(U) = e−imα < jm| exp−iβJ2|jm′ > e−im

′γ .

On pose par définition

djmm′(β) =< jm| exp−iβJ2|jm′ >= Djmm′(U(0, β, 0)) , (5.47)

d’où
Djmm′(U) = e−imα djmm′(β) e−im

′γ . (5.48)

Comme iJ2 = 1
2
(J+ − J−) , les djmm′ sont réels. Notons que

D(U)|jm >=
∑

m′

|jm′ > Djm′m(U)

en accord avec

< jm′′|D(U)|jm >=
∑

m′

δm′m′′ Djm′m(U) = Djm′′m(U) .

On notera la position des indices : les kets |j m′ > se transforment comme des vec-
teurs de base, et donc de manière duale sous l’action de D(U) .

Exemples:

• représentation fondamentale (j = 1
2
) :

d
1

2

mm′(β) =
[
exp

(
−iβσ2

2

)]

mm′

=

(
cos β

2
− sin β

2

sin β
2

cos β
2

)
=

(
d1/2 1/2 d1/2 −1/2

d−1/2 1/2 d−1/2 −1/2

)
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• représentation vectorielle (j = 1) :

R(β, y) =




cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β


 = exp(−iβJ2) .

Dans la base cartésienne,

J1 = i




0 0 0
0 0−1
0 1 0


 J2 = i




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 J3 = i




0−1 0
1 0 0
0 0 0




Les états propres de J3 dans cette base cartésienne sont : |1 0 >=




0
0
1



 ,

|1 1 >=
1√
2




−1
−i
0



 =
J1 + iJ2√

2
|1 0 > et |1 − 1 >=

1√
2




1
−i
0



 =
J1 − iJ2√

2
|1 0 > .

Les vecteurs |1 −1 > , |1 0 > et |1 1 > , définissent une nouvelle base dite standard,
dans laquelle les générateurs Ji ont la forme déjà mentionnée en (5.26).

exercice 5.1

Vérifier que dans cette base standard, les valeurs de d1
mm′(β) sont données par

m’ 1 0 -1
m

1 1
2
(1 + cosβ) − sinβ√

2
1
2
(1− cosβ)

0 sinβ√
2

cosβ − sinβ√
2

−1 1
2
(1− cos β) sinβ√

2
1
2
(1 + cosβ)

5.10 Transformation des états et des observables

sous une rotation

Nous nous proposons d’interpréter physiquement l’équation

D(U)|jm >=
∑

m′

Dj
m′m(U)|jm′ > . (5.49)

On a vu dans la partie 5.6 que

D(U) ~J · ~k D−1(U) = ~J · (R(U) ~k) , (5.50)
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donc
D(U) Jz D(U)−1 = JZ , (5.51)

où OZ est l’axe obtenu après la rotation R(U) de l’axe Oz. Cette formule exprime
comment se transforme l’observable Jz sous une rotation : si les états se transforment
selon

|Rψ >= D(U) |ψ >
alors les observables se transforment selon (5.51).

Conséquences :

• les valeurs moyennes sont invariantes :

Preuve:

<R ψ|JZ|Rψ >=< ψ|D†(U)D(U)JzD
−1(U)D(U)|ψ > =< ψ|Jz|ψ > .

• si |j m > est état propre de Jz, alors de façon équivalente, D(U)|jm > est état
propre de JZ , tout deux avec la valeur propre m.

Preuve:

D(U) JzD
−1(U) = JZ , i.e. D(U) Jz = JZ D(U)

soit, en agissant sur l’état |j m > , D(U) Jz|j m >= JZ D(U)|j m > , d’où

mD(U)|jm >= JZ D(U)|jm > ,

ce qui montre que D(U)|j m > est état propre de JZ .
Ces deux résultats traduisent le fait que si l’on tourne à la fois les états et les

axes, il ne se passe évidemment rien : pour matérialiser une rotation, il faut soit
faire tourner un état en ne touchant pas au repère (point de vue actif), soit faire
tourner le repère sans toucher au système (point de vue passif), mais certainement
pas faire les deux opérations en même temps.. !

La relation (5.49) exprime donc comment se transforment les vecteurs d’états
quand on change l’axe de quantification.

La relation (5.51) donne un autre point de vue sur l’équation (5.22) : le membre

de gauche traite l’opérateur ~J comme un opérateur se transformant sous l’action
d’une rotation, tandis que le membre de droite traduit le fait que cet opérateur
possède 3 composantes se transformant comme un vecteur sous l’action du groupe
des rotations. On appelle ~J un opérateur vectoriel. En termes des composantes
standards (J−, J0 = J3, J+) , on écrira la relation (5.22) sous la forme

D(U) JmD
−1(U) =

∑

m′

J jm′ Djm′m(U) , (5.52)

qui est une réalisation particulière (correspondant à j = 1) de la notion plus géné-
rale d’opérateur tensoriel irréductible de spin j (dans le cas général, un tel
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opérateur possède 2j + 1 composantes).

Exemples:

a - Rotation agissant sur une harmonique sphérique

L’état < ~r |ℓm > est un état propre de L2 , Lz. Cet état ψℓm(~r) est donné pour
sa partie angulaire par l’harmonique sphérique Yℓm(θ, ϕ) où θ, ϕ sont les angles
sphériques du vecteur ~n = ~r

r
. On posera par définition

< ~n|ℓm >= Yℓm(θ, ϕ) = Yℓm(~n) . (5.53)

Etudions la loi de transformation des harmoniques sphériques sous l’action du groupe
des rotations. Partons de la loi de transformation des états

D(U)|ℓm >=
∑

m′

|ℓm′ > Dℓ
m′m(U) .

Il vient
< ~n|D(U)|ℓm >=

∑

m′

Yℓm′(~n)Dℓ
m′m(U) .

Déterminons < ~n|D(U) :
Rψ(~r) = ψ(R−1~r )

est équivalent à

∀ψ, < ~r | Rψ > = < R−1~r |ψ > , i.e. < ~r |D(U)|ψ > = < R−1~r |ψ >

ce qui montre que
< ~n|D(U) =< R−1~n | .

Ainsi < R−1~n|ℓm >=
∑
m′

Yℓm′(~n)Dℓ
m′m(U) , soit

Yℓm(R−1~n) =
∑
m′

Dℓ
m′m(U)Yℓm′(~n) . (5.54)

Physiquement cette relation exprime par exemple comment se transforment les or-
bitales quand on fait tourner un atome (par exemple une orbitale p) :

figure

Seuls les états d’un moment angulaire donné interviennent dans la décomposition.

b - Rotation agissant sur un spineur
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Pour une fonction d’onde scalaire l’opérateur de rotation correspondant à une
rotation active d’angle θ et d’axe ~n s’écrit

D(U) = exp(−iθ~L · ~n) .

Certains états physiques, décrivant des systèmes possédant un spin intrinsèque 1
2
,

se transforment selon la représentation de générateurs

~J = ~L+
~σ

2
agissant dans Hr ⊗Hs .

L’état transformé par rotation s’écrira donc

|Rψ >= exp

[
−iθ

(
~L+

~σ

2

)
· ~n
]
|ψ > .

~L et ~σ opérant dans deux espaces différents, |ψ > s’écrira

|ψ >=
∑

σ

|1
2
, σ > |ψσ >∈ Hs ⊗Hr

où les états |1
2
, σ > sous-tendent la représentation spinorielle. On définit les fonctions

d’onde ψσ(r) par la relation

< ~r
1

2
σ′|ψ > =

∑

σ

<
1

2
σ′|1

2
σ >< ~r |ψσ >

=
∑

σ

δσσ′ψσ(~r) = ψσ′(~r) .

Déterminons la loi de transformation des fonctions d’onde sous l’action du groupe
des rotations :

< ~r
1

2
σ′|Rψ > = Rψσ′(~r) = < ~r

1

2
σ′| exp

[
−iθ

(
~L+

~σ

2

)
· ~n
]
|ψ >

=
∑

σ

< ~r
1

2
σ′| exp

[
−iθ

(
~L+

~σ

2

)
· ~n
]
|1
2
σ > |ψσ >

=
∑

σ

<
1

2
σ′| exp

(
−iθ~σ

2
· ~n
)
|1
2
σ >< ~r | exp(−iθ~L · ~n) |ψσ >

d’où
Rψσ′(~r) =

∑
σ

D
1/2
σ′σ(U)ψσ(R

−1~r) . (5.55)

Généralisation :

Une particule de spin s se transforme selon la représentation D s
m′m(U). Elle

est décrite par une fonction d’onde à 2s+ 1 composantes.

Exemple : une particule de spin 1 est un champ de vecteur dont les 3 composantes
standards ψ10(~r), ψ11(~r) et ψ1−1(~r) correspondent aux 3 composantes d’un champ
de vecteur Vi(~r) i = 1, 2, 3 dont on sait qu’il se transforme selon

RVi(~r) = Rij Vj(R
−1~r ) .
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5.11 Représentation à une phase près de SO(3)

Nous avons vu dans la partie 5.4 qu’aux deux éléments U et −U de SU(2)
correspondent la même rotation par morphisme. Cela a une conséquence immédiate
sur les représentations de SU(2) et de SO(3). Montrons que

Dj(−U) = (−1)2j Dj(U) . (5.56)

Preuve:

En utilisant la paramétrisation (5.42) de SU(2) en terme des angles d’Euler,
on constate que la transformation U → −U peut s’obtenir par le remplacement
γ → γ + 2π . En utilisant la relation (5.48), on a donc

D j
mm′(U) = e−imα−im

′γ d jmm′(β)

qui se transforme en

D j
mm′(−U) = e−imαe−im

′γd jmm′(β)e−im
′2π .

Or d’après l’analyse du spectre des représentations irréductibles Dj de SU(2) (voir
5.7.1), 2m a même parité que 2 j , d’où le résultat.

Conséquences :

• pour j entier, Dj(U) = Dj(−U). Donc Dj(U) forme une représentation de
SO(3).

• pour j demi entier Dj(U) = −Dj(−U). Donc Dj(U) ne forme pas une représen-
tation de SO(3).

Toutefois, en restreignant l’intervalle de variation des paramètres, on peut construire
une représentation à une phase près de SO(3) : nous allons le montrer explicitement
dans le cas j = 1

2
, pour lequel

Dj(U) = U .

Soit une rotation d’angle ϕ (0 ≤ ϕ ≤ π) autour de l’axe ~k. On lui associe

D(U) = U~k(ϕ) = cos
ϕ

2
− i~σ · ~k sin

ϕ

2
=

(
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

)

(donc −U ne peut apparaître puisque (0 ≤ ϕ ≤ π).

Effectuons deux rotations successives d’angles ϕ1 , ϕ2 autour de l’axe ~k

1) si 0 ≤ ϕ1 + ϕ2 ≤ π, à la rotation R1R2 sera associé

U~k(ϕ1 + ϕ2) =

(
e−

i
2
(ϕ1+ϕ2) 0

0 e
i
2
(ϕ1+ϕ2)

)
= U(ϕ1)U(ϕ2)
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et donc
U(R1R2) = U(R1)U(R2) .

2) si ϕ1 + ϕ2 > π, à la rotation R1R2 (qui est en fait une rotation d’angle

2π − (ϕ1 + ϕ2) autour de l’axe −~k) on associe

U−~k (2π − (ϕ1 + ϕ2)) = cos

(
π − ϕ1 + ϕ2

2

)
+ i~σ · ~k sin

(
π − ϕ1 + ϕ2

2

)

= −
[
cos

ϕ1 + ϕ2

2
− i~σ · ~k sin

ϕ1 + ϕ2

2

]

= −U−~k(ϕ1)U−~k(ϕ2)

donc
U(R1R2) = −U(R1)U(R2) .

La généralisation au cas de deux rotations d’axes quelconques (non identiques a
priori) est aisée en utilisant la paramétrisation d’Euler. On choisit pour axe Oz
l’axe de la première rotation d’angle ϕ1 . On a alors U(R1) = U~k(ϕ1) et U(R2) =
U(α, z) U(β, y) U(γ, z) . En utilisant le fait que la paramétrisation d’Euler est inva-
riante sous la transformation

(α→ α+ π, β → −β, γ → γ − π) ,

on peut restreindre le domaine de variation de γ à [0, π] .On définit alors U(γ, z) U(ϕ1, z)
en utilisant la règle définie ci-dessus, d’où l’on déduit que l’on a construit une re-
présentation de SO(3) à une phase près (qui est ±1 ici).

Le fait de choisir une rotation d’axe ~k pour la première rotation ne joue bien sûr
aucun rôle. On pourra s’en convaincre en utilisant la propriété (5.18) sous la forme

U(ϕ, ~n1) = V U(ϕ,~k)V −1

avec ~n1 = R(V )~k , et en écrivant la seconde rotation sous la forme

U(R2) = V U(α, z) U(β, y) U(γ, z) V −1 ,

ce qui permet de ramener la discussion au cas précédent.
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Chapitre 6

Représentations spinorielles de SU(2)

La méthode tensorielle est l’une des méthodes usuelles pour construire les repré-
sentations d’un groupe. Elle consiste à partir de la (les) représentation(s) fondamen-
tale(s) du groupe, puis à construire des représentations de dimensions plus élevées
par produit tensoriel, dont il s’agit ensuite d’extraire les représentations irréduc-
tibles. Dans ce chapitre, nous allons illustrer cette méthode sur le cas très important
physiquement du groupe SU(2).

6.1 Spineurs

Par définition, un spineur est un vecteur de C2, espace sur lequel agit la repré-
sentation fondamentale (appelée) aussi spinorielle) de SU(2).

6.1.1 Action contravariante

Pour tout U dans SU(2) on note Uα
β les éléments de matrice de U , de sorte

que D1/2(U) = U agit sur les spineurs ξ =

(
ξ1

ξ2

)
, ξ ∈ C2 selon la relation matricielle

usuelle

ξα → Uα
β ξ

β = ξ′
α

(6.1)

qui décrit l’action de U sur le spineur contravariant ξα .

6.1.2 Métrique

La matrice

Cαβ =

(
0 1
−1 0

)
∈ SU(2) . (6.2)

dont nous avons déjà étudié les propriétés en 5.3, permet de définir le produit scalaire
de 2 spineurs :

< φ, ξ > = tφC ξ = φαCαβξ
β = φ1ξ2 − φ2ξ1 .

89
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Ce produit scalaire est invariant sous les rotations R(U).

Preuve:

< φ, ξ >= det

(
φ1 ξ1

φ2 ξ2

)
U→
(
U

(
φ1

φ2

)
U

(
ξ1

ξ2

))
= U

(
φ1 ξ1

φ2 ξ2

)
. (6.3)

Comme detU = 1, < φ, ξ > est invariant.

Cette invariance ne doit pas nous surprendre :

< φ, ξ >= tφC ξ
U→ tφ tU C U ξ .

Or d’après la relation (5.11),
tU C U = C ,

d’où l’invariance immédiate de ce produit scalaire, ∀U ∈ SL(2,C) .

A une constante multiplicative près, C est le seul tenseur 2× 2 invariant sous
SL(2,C) .

Preuve:

Il s’agit de résoudre l’équation en G

∀U ∈ SL(2,C), tU GU = G . (6.4)

Comme SU(2) ⊂ SL(2,C) , on peut se limiter à résoudre l’équation pour U ∈
SU(2) . Il suffira alors de vérifier que la solution obtenue est valable sur tout SL(2,C) .

∀U ∈ SU(2) , U † U = 1 i.e. tU = Ū−1

donc (6.4) s’écrit encore Ū−1GU = G , soit

GU = Ū G . (6.5)

Soit U un élément de SU(2), paramétré suivant (5.3) sous la forme

U = cos
θ

2
− i~σ · ~n sin

θ

2
.

D’après la forme des matrices de Pauli (5.4),

σ̄1 = σ1 , σ̄2 = −σ2 , et σ̄3 = σ3 .

donc si ~n = (n1, n2, n3) , en notant ~̃n = (n1,−n2, n3) , (notation non orthodoxe qui
ne sera pas utilisée en dehors de cette preuve), on aura

Ū = cos
θ

2
+ i~σ · ~̃n sin

θ

2
.
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Cherchons G sous la forme

G = a0 1l + ~a · ~σ .
Alors (6.5) s’écrit encore

(
cos

θ

2
+ i~σ · ~̃n sin

θ

2

)
(a0 1l + ~a · ~σ) = (a0 1l + ~a · ~σ)

(
cos

θ

2
− i~σ · ~n sin

θ

2

)

soit explicitement

a0 cos
θ

2
+ ia0 ~σ · ~̃n sin

θ

2
+ ~a · ~σ cos

θ

2
+ i~̃n · ~a sin

θ

2
− (~̃n ∧ ~a) · ~σ sin

θ

2

= a0 cos
θ

2
− ia0 ~σ · ~n sin

θ

2
+ ~a · ~σ cos

θ

2
− i~n · ~a sin

θ

2
− (~n ∧ ~a) · ~σ sin

θ

2
.

On en déduit par identification des termes proportionnels à 1l que ~̃n ·~a = −~n ·~a pour
tout ~n , i.e. que a1 = a3 = 0 . Ceci implique que ~̃n ∧~a = ~n ∧~a , d’où l’on déduit par
identification des termes proportionnels à σi (i = 1, 2, 3) que a0 = 0 , ce qui montre
que G est multiple de C .

D’après la relation (5.12), la solution obtenue pour U ∈ SU(2) est bien solution
de l’équation (6.5) pour tout U ∈ SL(2,C) , ce qui achève la preuve.

Remarques:

• les éléments d’une matrice sont notés Uα
β à l’exception de la matrice C qui

définit la métrique, dont les éléments de matrice sont notés Cαβ , ce qui va permettre
de définir un calcul covariant cohérent. Les éléments de matrices de tU sont notés
(tU)αβ = Uβ

α .

• < φ, φ >= 0 donc on ne peut utiliser ce produit scalaire pour définir une
norme sur les spineurs. On verra plus loin comment construire une norme adaptée.

• Ces spineurs interviennent pour décrire des particules de spin 1
2

non rela-
tivistes : les fonctions d’onde solution de l’équation de Pauli, qui sera étudiée au
chapitre 12, se transforment comme ces spineurs.

6.2 Calcul tensoriel

Un calcul tensoriel peut être défini grâce à la métrique C .

6.2.1 spineur covariant

Etant donné un spineur contravariant ξα se transformant suivant (6.1), on définit
le spineur covariant ξα par

ξα = Cαβ ξ
β . (6.6)
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Par définition

Cαβ ≡
(
C−1

)
αβ

i.e. CαβCβα′ = δαα′ =

(
1 0
0 1

)
.

D’après les propriétés de la matrice C (voir (5.8)), (C−1)αβ = −Cαβ donc Cαβ =

(C−1)αβ = −Cαβ . On peut donc en déduire que

ξα = Cαβ ξβ . (6.7)

Preuve: Cβ′αξα = Cβ′αCαβ ξ
β = δβ

′

β ξ
β = ξβ

′

.

Ainsi, on monte ou on descend les indices à l’aide de Cαβ ou Cαβ . En particulier,
puisque Cαβ = −Cβα ,

< φ, ξ >= φαCαβ ξ
β = φα ξα = −φαCβα ξβ

= −Cβα φα ξβ
= −φβ ξβ = −φβ Cαβ ξα = φβ C

βα ξα (6.8)

6.2.2 action d’une rotation sur un spineur covariant

Montrons que sous l’action de SU(2) ,

ξα se transforme comme ξ
α
. (6.9)

Preuve:

ξ′α = Uα
β ξ

β = Uα
β C

βα1 ξα1

donc ξ′α2
= Cα2α U

α
β C

−1
βα1

ξα1
.

D’après les propriétés vue en (5.8), CUC−1 = tU−1 . Cette propriété s’écrit

Cα2α U
α
β (C−1)βα1

=
(
tU−1

)α2

α1
, i.e. Uα1

α2
=
(
U−1

)α1

α2
.

Pour U ∈ SU(2), U−1 = U † donc tU−1 = U et CUC−1 = U , ce qui donne ici
Cα2α U

α
β C

−1
βα1

= U
α2

α1
, d’où ξ′α2

= U
α2

α1
ξα1

. Les U
α2

α1
sont les éléments de matrice

de U , qui est bien la matrice de transformation de ξ̄ : ξ
′α2

= U
α2

α1
ξ
α1

.

6.2.3 Equivalence des représentations U et Ū

Pour tout U ∈ SU(2) , CUC−1 = U donc les représentations données par U et
U sont équivalentes. Ainsi

La représentation U agissant sur les spineurs contravariants est équivalente à
la représentation Ū agissant sur les spineurs covariants.
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Ceci est très spécifique au groupe SU(2). Ce n’est pas vrai en général pour
SU(N), dès que N > 2. Par exemple, pour SU(3) utilisé comme groupe de jauge
de QCD, les représentations fondamentales 3 et 3̄ correspondants aux quarks et aux
antiquarks ne sont pas équivalentes. De même, comme on le verra au chapitre 9, ce
n’est pas vrai sur SL(2,C)

Remarque:

On a vu plus haut que C est la seule métrique invariante sous SL(2,C) . D’autre
part, si G est la métrique qui fait passer des spineurs contravariants aux spineurs
covariants, et que l’on souhaite imposer que les spineurs covaraints se tranforment
sous la représentation complexe conjuguée Ū , alors si ξ′ = U ξ pour ξ contravariant,

Gξ′︸︷︷︸ = GU G−1
︸ ︷︷ ︸ Gξ︸︷︷︸

spineur covariant Ū spineurcovariant

donc G doit satisfaire Ū = GU G−1 . On retrouve donc la même équation qui nous
a servi à définir une métrique invariante sous SU(2) et l’on en déduit que G doit
être proportionnel à C .

6.2.4 Norme sur les spineurs

La remarque précédente permet de déduire que la seule norme (à une constante
multiplicative près) invariante sous SU(2) et définie positive est

‖ξ ‖2= tξξ = ξ1ξ
1
+ ξ2ξ

2
(6.10)

Elle sert de définition pour la densité de probabilité des particules non relativistes
de spin 1/2.

Preuve (pour le lecteur admirateur de St Thomas) :

• de façon pédestre :

‖ξ ‖2 = tξ ξ = (tξ)α ξ
α

= ξα ξ
α

ξ′α ξ
′α

= Uα
α′ ξα

′

U
α

α1
ξ
α1

.

Or U α
α′ U

α

α1
= Uα

α′

(
tU
)α1

α
= δα1

α′ donc ‖ξ ‖2→‖ξ′‖2= ξαξ
α

=‖ξ ‖2.

• L’invariance de ce produit scalaire est bien sûr directement liée au fait que ξα
se transforme comme ξ

α
:

(
ξ1
ξ2

)
=

(
0 +1
−1 0

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
+ξ2

−ξ1

)
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donc

‖ξ ‖2 = ξ1ξ
1
+ ξ2ξ

2
= −ξ2 ξ

1
+ ξ1 ξ

2
= − det

(
ξ
1
ξ1

ξ
2
ξ2

)

SU(2)−→ − detU

(
ξ
1
ξ1

ξ
2
ξ2

)

= − det

(
ξ
1
ξ1

ξ
2
ξ2

)

car detU = 1.
Le lecteur avisé aura sans doute remarqué que la preuve de l’invariance de ‖ ξ ‖2

que nous venons de donner est exactement la même que celle présentée en (6.3). En
effet, d’après (6.8),

< φ , ξ >= det (φα , ξα ) = det (φα , ξα )

et comme φα se transforme comme φ̄α , le résultat est immédiat.

6.3 Tenseurs spinoriels

6.3.1 Tenseurs de rang quelconque

Nous allons à présent généraliser la notion de spineur covariant et contravariant.
Nous avons pour le moment manipulé les objets suivants :

ξα =

(
ξ1

ξ2

)
spineur contravariant

ξα =

(
ξ1
ξ2

)
spineur covariant

Soit ψαβ un tenseur spinoriel (ou spineur) contravariant de rang 2 (i.e. qui possède
2 indices de type contravariant). Par définition, il se transforme comme ξαφβ .

Avec Cαβ on fabrique des spineurs covariants de rang 2

ψαβ = Cαα1
Cββ1

ψα1β1

ou mixte

ψ α
β = Cββ1

ψαβ1 .

La généralisation à des tenseurs de rang quelconque est immédiate : par produits
de spinuers contravariants et (ou) covariants on fabrique des tenseurs spinoriels
(ou spineurs) de rang quelconque, se transformant suivant les types d’indices qu’il
portent :

Ψ′α1···αm
β1···βn = Uα1

α′

1
· · ·Uαm

α′

m
U

β′

1

β1
· · ·U β′

n

βn
Ψ
α′

1···α′

m

β′

1···β′

n
. (6.11)
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6.3.2 Tenseurs antisymétriques

Comme α = 1, 2, les seuls tenseurs antisymétriques sont de rang 2. Ce sont les
produits d’une constante par Cαβ. C

αβ a été défini par Cαβ = (C−1)αβ de sorte que

CαβC
βα = δγα est bien le spineur unité, i.e. le spineur symétrique de rang 2 tel que

δ1
1 = δ2

2 = 1 et δ1
2 = δ2

1 = 0.

6.3.3 Norme sur les tenseurs spinoriels

Le produit scalaire naturel sur les tenseurs spinoriels se définit suivant

‖ψ‖2=
∑

αβ···

∣∣ψαβ···
∣∣2 = tψψ

par extension immédiate de (6.10).

Preuve:

• il suffit d’utiliser le fait que Ψ̄αβ··· se transforme come Ψαβ··· . En écrivant
Ψαβ··· = ξαΦβ · · · on a

‖ψ‖2= (−1)rang Ψ det(ξ̄α, ξα) det(Φ̄α,Φα) · · ·

d’où le résultat par extension de la preuve de la page 94.

• de façon pédestre,

ψαβ··· → Uα
α1
Uβ

β1
· · ·ψα1β1··· et tψαβ··· = ψαβ··· .

De plus

ψ
αβ··· → U

α

α1
U
β

β1
· · ·ψα1β1···

donc

tψψ = ψαβ···ψ
αβ··· → ψ′αβ···ψ

αβ···
= Uα

α1
Uβ

β1
· · ·ψα1β1···U

α

α′

1
U
β

β′

1
· · ·ψα

′

1β
′

1···

or Uα
α1
U
α

α′

1
= Uα

α1
U

†α′

1
α =

(
U † U

)α′

1

α1
= δ

α′

1
α1 d’où le résultat.

6.3.4 Opérations sur les tenseurs spinoriels

On peut définit deux types d’opérations covariantes sur les tenseurs spinoriels :
• multiplication de deux tenseurs de rangs m et n , ce qui donne un tenseur de

rang m+ n

• contraction de deux indices du même type par le tenseur métrique, ce qui
abaisse de rang du tenseur de 2 unités.
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Exemple:

Cνµψ
νρσκµ
λ = ψνρσκλν est un tenseur de rang 4.

Cνµψ
µν = ψνν est un scalaire (spineur de rang 0)

Comme C est antisymétrique, la contraction d’un tenseur sur 2 indices symétriques
donne le tenseur nul. L’opération de contraction est covariante. C’est la seule qui
permette d’abaisser de façon covariante le rang d’un tenseur.

6.4 Représentations irréductibles de SU(2)

6.4.1 Lien avec les tenseurs spinoriels

Les spineurs complètement symétriques sur tous les indices forment les espaces
de représentations irrédutibles de SU(2).

Preuve:

soit u un spineur de rang n, u ∈
(
C2
)⊗n

(
D1/2

)⊗n
: u 7−→ Uα1

β1
· · ·Uαn

βn
uβ1···βn

si n > 1, cette représentation est réductible :

vα3···αn = Cα1α2
uα1···αn

= u12α3···αn − u21α3−αn

∼
(
ξ1φ2 − ξ2φ1

)
︸ ︷︷ ︸

ηα3 · · · θαn

scalaire invariant

L’espace des v est invariant par (D1/2)⊗n, donc (D1/2)⊗n est réductible. Seuls les
espaces de tenseurs complètement symétriques n’ont pas de sous-espaces invariants
(puisque la contraction d’indices symétriques donne le tenseur nul).

La dimension de l’espace de représentation des spineurs complètement symé-
triques d’ordre n est n+ 1 . On symbolise ces tenseurs par la notation Ψ{n} .

Preuve:

considérons une composante donnée du tenseur, par exemple ψ121 pour un ten-
seur symétrique de rang 3. Seul compte (à cause de la symétrie complète) le nombre
d’indices 1 d’une part, 2 d’autre part. Dans cet exemple ψ121 = ψ112 = ψ211 est la
composante où 1 apparaît deux fois et 2 une fois. Plus généralement, toute compo-
sante du tenseur uα1···αn se ramène à l’une des n+ 1 composantes suivantes :

n n− k k n

u

︷ ︸︸ ︷
11 · · ·1, · · · , u

︷ ︸︸ ︷
1 · · ·1

︷ ︸︸ ︷
2 · · ·2, · · · , u

︷ ︸︸ ︷
2 · · ·2
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ce qui prouve le résultat.

Méthode pratique pour décomposer n’importe quel tenseur spinoriel de rang n
sur les espaces de représentations irréductibles (qui sont constitués des spineurs
complètement symétriques de rang n, n− 2, n− 4, · · · ) :

• on symétrise ψαβγ··· complètement → tenseur symétrique de rang n

• on contracte le tenseur initial sur un couple d’indices, de toute les façons
possibles parmi les divers couples d’indices possibles, et l’on symétrise complètement
chacun des tenseurs obtenus → tenseurs symétriques de rang n− 2

• on contracte le tenseur initial sur 2 couples d’indices, on symétrise, etc ...

On peut symboliser cette procédure par

ψn = ψ{n} + Cψ{n−2} + CCψ{n−4} + · · ·

Exemple:

considérons un tenseur ψαβ (n = 2)

• on symétrise sur αβ :

ψ{2} =
1

2

(
ψαβ + ψβα

)

• on contracte ψαβ sur 2 indices (ici on n’a pas le choix !) Cαβψ
αβ est automa-

tiquement symétrisé ici car c’est un scalaire. On obtient donc la décomposition

ψαβ =
1

2

(
ψαβ + ψβα

)

︸ ︷︷ ︸
+

1

2

(
ψαβ − ψβα

)

︸ ︷︷ ︸

ψ{2} = Cαβ · scalaire︸ ︷︷ ︸
ψ{0}

CαβCβα′ = δαα′ donc ψ{0} s’obtient par contraction de ψαβ − ψ{2} (ou de ψαβ

puisque ψ{2} est symétrique) :

ψ{0} =
1

2

(
ψα

′β′ − ψβ′α′

)
Cα′β′ = Cαβ ψ

αβ .

ψαβ =
1

2

(
ψαβ + ψβα

)

︸ ︷︷ ︸
+Cαβ ψα

′β′

Cα′β′︸ ︷︷ ︸

ψ{2} ψ{0}

spineur qui correspond

à la représentation vectorielle
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6.4.2 Lien avec les représentations Dj

Les tenseurs symétriques de rang 2j étant obtenus par produit tensoriel de 2j
spineurs puis symétrisation, les générateurs Ji de SU(2) agissant sur ces tenseurs se
définissent également par produit tensoriel, sous la forme :

Ji = J
1/2
i ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ J1/2

i ⊗ 1 · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ · · · 1⊗ J1/2
i (6.12)

où J
1/2
i agit sur l’espace H1/2 de la façon usuelle :

J
1/2
+ ξ1 = 0 , J

1/2
− ξ1 = ξ2 , J

1/2
3 ξ1 = 1

2
ξ1 ,

J
1/2
+ ξ2 = ξ1 , J

1/2
− ξ2 = 0 , J

1/2
3 ξ2 = −1

2
ξ2 .

(6.13)

Les générateurs Ji satisfont les relations de commutation de l’algèbre de Lie de SU(2)

de manière immédiate, par application des relations de commutation des J
1/2
i .

Nous allons maintenant prouver le résultat important suivant, qui fait le lien
entre les tenseurs spinoriels et les représentations D(j) de SU(2) :

Les tenseurs symétriques de rang 2j sous-tendent la représentation de dimen-
sion 2j + 1 du groupe SU(2). Les vecteurs

Φjm =

√
(2j)!

(j +m)!(j −m)!
ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸

j+m j−m
forment une base sous-tendant la représentation D(j) de SU(2) .

Preuve:

En utilisant (6.13) on obtient

J+ ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ = (j −m)ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ ,
j+m j−m j+m+1 j−m−1

J− ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ = (j +m)ψ1 · · ·1︸ ︷︷ ︸ 2 · · · 2︸ ︷︷ ︸ ,
j+m j−m j+m−1 j−m+1

J3 ψ1 · · ·1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ = [(j +m)1
2
− (j −m)1

2
] ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ = m ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ .

j+m j−m j+m j−m j+m j−m

D’apr‘es cette dernière relation, on peut poser

Φjm = cm ψ1 · · · 1︸ ︷︷ ︸ 2 · · ·2︸ ︷︷ ︸ .
j+m j−m

Alors
J+ Φjm =

√
j(j + 1)−m(m+ 1) Φj m+1 = (j −m)

cm
cm+1

Φj m+1
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et
J− Φjm =

√
j(j + 1)−m(m− 1) Φj m−1 = (j +m)

cm
cm−1

Φj m−1

qui donne donc les deux relations équivalentes

cm =

√
j(j + 1)−m(m+ 1)

j −m cm+1 =

√
j +m+ 1

j −m cm+1

cm =

√
j(j + 1)−m(m− 1)

j +m
cm−1 =

√
j −m+ 1

j +m
cm−1 .

Si l’on suppose que ψ2···2 est normalisé à 1, alors c−j = 1 . On en déduit que

cm =

√
(2j)!

(j +m)!(j −m)!

d’où le résultat.

6.5 Retour sur le morphisme SU(2)→ SO(3)

Nous allons réexaminer le morphisme SU(2) → SO(3) à la lumière de ce que
nous avons vu dans ce chapitre.

~̃x ′ = U~̃xU−1 s’écrit

~̃x ′α
β = Uα

γ ~̃x
γ
δ
(
U−1

)δ
β

= Uα
γ U

β

δ ~̃x
γ

δ (1)

car U−1 = U+ donc

~̃x ′αβ = Cββ′

~̃x ′α
β′

= Cββ′

Uα
γ ~̃x

γ

δ

(
U−1

)δ
β′

= Cββ′

Uα
γ Cδδ′ ~̃x

γδ′

U−1δ
β′

or Cββ′

Cδδ′U
−1δ
β′ = Cδ′δU

−1δ
β′ Cβ′β

(ce sont des C nombres et on utilise le fait que Cδ′δ = −Cδδ′ et Cββ′

= −Cβ′β)
= Cδ′δU

−1δ
β′ (C−1)β′β

= tU δ′

β

donc ~̃x ′αβ = Uα
γ ~̃x

γδ′
tU δ′

β = Uα
γ U

β
δ′~̃x

γδ′

Nous venons d’étudier un exemple particulier de transformation d’un tenseur
contravariant de rang 2. Avant de généraliser la notion de tenseur, examinons la
relation (1) : elle met en évidence la relation D1/2 ⊗D1/2 = D0 ⊕D1

~̃x ′αβ = Uα
γ U

β
δ ~̃x

γδ
s’écrit encore

~̃x ′αβ = Uα
γ U

β
δ

[
1

2

(
~̃x
γδ

+ ~̃x
δγ
)

︸ ︷︷ ︸
+

1

2

(
~̃x
γδ − ~̃xδδ

)

︸ ︷︷ ︸

]
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tenseur spinoriel Cγδ× scalaire
symétrique d’ordre 2 → D0

correspond à D1 (se transforme comme < φ, ξ >)

Uα
γ U

β
δ C

γδ = Uβ
δ CδγU

α
γ = (UC tU)

β
α

or CUC−1 = tU−1

donc C tUC−1 = U−1

UC tU = UU−1C = c
or (C)βα = Cβα = C−β c.q.f.d.
(ou encore x̃αβ = 1

2

(
xαβ′xαβ

)
+ 1

2

(
xαβ = xαβ

)
︸ ︷︷ ︸
∼ Cα

β = δαβ
→ double copie deD0)

se transforme bien comme un vecteur
Rem. : ⋆ tξξ est un scalaire

⋆ ~V = tξ~σξ est un vecteur : V ′
i =

(
tξ~σξ

)′
i
= tξU+σiUξ

or U−1σiU = Rijσj = U+σiU donc V ′
i = tξRijσjξ = RijVj

autre méthode :
Vi = tξσiξ = tξασ

α
iβξ

β = ξ
α

︸︷︷︸σ
α
iβξ

β

se transforme comme φα sous SU(2)
∼ φασ

α
iβξ

β ∼ σαβi ξβα

or σαβi Cβα = σαiα = Tr σi = 0 donc seule la partie symétrique de ξβα contribue
c.q.f.d.

On a la formule explicite (cf p SL-3) xi = 1
2
Tr σix̃ = 1

2
σαiβ~̃x

β

α qui inverse le mor-
phisme.



Chapitre 7

Notion de groupe de recouvrement

7.1 Quelques définitions

⋆ éléments conjugués

Un élément T ′ d’un groupe G est dit conjugué d’un autre élément T de G s’il
existe un élément X de G tel que T ′ = XTX−1.

⋆ classe

Une classe d’un groupe G est un ensemble d’éléments mutuellement conjugués,
i.e. c’est l’ensemble, pour T donné dans G, des XTX−1 avec X variant dans tout
G, en ne gardant que les éléments distincts.

Th 1

a) chaque élément de G appartient à une et une seule classe

b) l’identité de G forme une classe à elle seule.

Th 2

Si G est abélien, chaque élément de G forme une classe à lui tout seul.

Construction de la notion de groupe quotient

Déf. : sous-groupe invariant (ou sous-groupe normal, ou diviseur normal)

Un sous-groupe H de G est un sous-groupe invariant si XhX−1 ∈ H ∀ h ∈ H ,
∀ X ∈ G.

Th 1

Un sous-groupe H d’un groupe G est un sous-groupe invariant si et seulement si
H est entièrement constitué de classes complètes de G.

Classe à droite (gauche) modulo un groupe (coset en anglais)

101
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Déf. : Soit H un sous-groupe de G. Pour tout t ∈ G, l’ensemble des ht pour h
variant dans tout H est appelé la classe à droite de t modulo H , et notée Ht.

De même l’ensemble des th pour le variant dans H est la classe à gauche de t
modulo H , et notée tH .

Th 1
(a) Si t ∈ H , alors Ht = H
(b) Si t /∈ H , alors Ht n’est pas un sous-groupe de G.
(c) Tout élément de G appartient à une classe à droite
(d) Deux éléments ht et h′t de Ht sont différents, pourvu que h 6= h′.

En particulier siH est un sous-groupe fini d’ordre s,Ht contient s éléments distincts.
(e) Deux classes à droite modulo H sont soit identiques, soit sans élément com-

mun
(f) Si t′ ∈ Ht, alors Ht′ = Ht.
(g) Si G est un groupe fini d’ordre g et H un sous-groupe de G d’ordre s, alors

le nombre de classes distinctes à droite modulo H est égal à g/s.

Th 2
Les classes à droite et à gauche modulo H d’un groupe G sont identiques (i.e.

Ht = tH ∀ t ∈ G) si et seulement si H est un sous-groupe invariant de G.

groupe quotient
Soit H un sous-groupe invariant d’un groupe G.
Considérons l’ensemble des classes à droite modulo H .

Déf. : produit de classes à droite modulo H
Le produit de deux classes à droite modulo H , Ht1, et Ht2, où H est un sous-

groupe invariant de G, est défini par Ht1 ·Ht2 = H(t1t2).

Th
L’ensemble des classes à droite d’un groupe G modulo un sous-groupe invariant

H forme un groupe (en le munissant du produit précédent). On l’appelle groupe
quotient (factor group en anglais) et on le note G/H .

Groupe de recouvrement universel (ou revêtement universel)

Définition : sous-groupe discret d’un groupe de Lie linéaire
Un sous-groupe H d’un groupe de Lie linéaire G est dit discret si
a) H est un groupe fini

ou b) H possède un nombre infini dénombrable d’éléments, tel qu’il existe un voi-
sinage de l’identité de G qui ne contienne aucun élément de H (excepté e elle-même).

Connexité
Un espace topologique X est connexe si on ne peut l’écrire sous la forme X =

X1 ∪X2 avec X1, X2 ouverts et X1 ∩X2 = ∅.
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Connexité par arc : X est connexe par arc si ∀ x, y ∈ X, il existe une application
continue f : [0, 1]→ X t.q. f(0) = x et f(1) = y. En pratique connexité = connexité
par arc.

Définitions

⋆ chemin : soit X un espace topologique

Une application continue de [0, 1] dans X est appelée chemin de point de départ
x0 et de point final x1 si α(0) = x0 et α(1) = x1. Si α(0) = α(1) = x0, le chemin est
appelé boucle de point de base x0.

figure

⋆ produit de chemins

Soient α, β : [0, 1]→ X, des chemins tels que α(1) = β(0). Le produit de α et β,
noté α ∗ β, est le chemin défini par

α ∗ β(s) =

{
α(2s) 0 ≤ s ≤ 1

2

β(2s− 1) 1
2
≤ s ≤ 1

figure

⋆ chemin inverse : à α : [0, 1]→ X on associe α−1 t.q. α−1(s) = α(1− s)

⋆ homotopie

Soient α, β : [0, 1]→ X des boucles de base x0. Elles sont dites homotopes (noté
α ∼ β) s’il existe une application continue f : [0, 1]× [0, 1]→ X t.q.

f(s, 0) = α(s) ; f(s, 1) = β(s) ∀ s ∈ [0, 1]

f(0, t) = f(1, t) = x0 ∀ t ∈ [0, 1]

figure

Proposition

α ∼ β est une relation d’équivalence

On note [α] la classe d’homotopie de la boucle α

le produit ∗ entre chemins définit alors naturellement le produit entre classes :
[α] ∗ [β] = [α ∗ β]

Théorème : soit X un espace topologique.

L’ensemble des classes d’homotopie des boucles de point de base x0 ∈ X, noté
M1(X, x0), est un groupe. C’est le groupe fodnamental (ou premier groupe d’homo-
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topie) de X en x0.

Ex. : cercle S1 M1(S
1) ∼= Z∠

tore T 2 = S1 × S1 M1(T
2) ∼= Z∠ ⊕ Z∠

plus généralement, T n = S1 × S1 × · · · × S1

︸ ︷︷ ︸ M1(T
n) ∼= Z∠ ⊕ · · · ⊕ Z∠︸ ︷︷ ︸

n n
cylindre X = S1 × IR M1(X) ∼= Z∠ ⊕ {e} ∼= Z∠

Th. : soit X un espace connexe par arc, et x0, x1 ∈ X.
Alors M1(X, x0) et M1(X, x1) sont isomorphes.

Définition :
Un espace X connexe par arc possédant un groupe fondamental trivial est dit

simplement connexe.

Exemples : topologie des groupes SU(2) et SO(3)

Soit U =

(
α β
γ δ

)
∈ SU(2) U+ =

(
α γ

β δ

)
U−1 =

(
δ −β
−γ α

)

(car αδ − βγ = 1)
donc U+ = U−1 ⇔ δ = α et γ = −β
d’où l’écriture générique des matrices de SU(2) : U =

(
α β

−β α

)

comme detU = 1, |α|2 + |β|2 = 1

Donc chaque élément de SU(2) est défini par la donnée de deux nombres
complexes (α, β), tels que |α|2 + |β|2 = 1, et réciproquement.

posons

∣∣∣∣
α = α1 + iα2

β = β1 + iβ2
; alors |α|2 + |β|2 = 1 s’écrit |α1|2 + |α2|2 + |β1|2 + |β2|2 = 1

Donc SU(2), comme espace topologique, est homotomorphe à la sphère unité S3

de IR4.
La connexité par arc et la simple connexité de S3 impliquent donc celle de SU(2).

Cas de SO(3)

A chaque point de S3 correspond toujours une rotation. Cependant aux points
(1, 0, 0, 0) et (−1, 0, 0, 0) correspondent l’identité de SO(3). Donc une courbe sur la
sphère S3 commençant en (1, 0, 0, 0) et finissant en (−1, 0, 0, 0) est en fait une boucle
de base 1l dans SO(3). Il n’y a clairement aucune façon de déformer continûment
cette boucle en le point (1, 0, 0, 0), donc SO(3) n’est pas simplement connexe. On
montre qu’il est doublement connexe : M1(SO(3)) ∼= Z∠/2Z∠ = {1,−1}, la rotation
d’angle 2n étant un représentant de la classe non topologiquement triviale, tandis
que la rotation d’angle 4n est un représentant de la classe triviale.
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Avant de parvenir au théorème important concernant le groupe de recouvrement
universel d’un groupe, il nous reste à introduire un dernier concept :

Déf. : centre Z d’un groupe G
Le centre Z d’un groupe G est par définition le sous-groupe de G qui contient

tous les éléments commutant avec chacun des éléments de G.

Propriété immédiate : tout sous-groupe de Z (et Z lui-même) est abélien et constitue
un sous-groupe invariant de G. Un tel sous-groupe est appelé sous-groupe invariant
central de G.

Th. 1 :
Si G est un groupe de Lie connexe, alors il existe un groupe de Lie simplement

connexe G̃ (qui est unique à isomorphisme près) tel que

a) G est analytiquement isomorphe à un groupe quotient G̃/K, où K est un sous-

groupe invariant central discret de G̃, isomorphe au groupe fondamental M1(G) de
la variété sous-jacente à G

b) si G est lui-même simplement connexe alors G est isomorphe à G̃

c) les algèbres de Lie de G et G̃ sont isomorphes

d) chaque représentation de l’algèbre de Lie de G̃ est associée à une représentation

du groupe G̃ suivant la relation

∀ a ∈ g , Γg(a) =

[
d

dt
ΓG (exp(ta))

]

t=0

G̃ est appelé groupe de recouvrement universel de G.
Chaque représentation Γ eG de G̃ (cf d)) fournit une représentation ΓG de G à

l’aide de ΓG(TK) = Γ eG(T ) (∀ T ∈ G) si et seulement si Γ eG(T ) = 1 ∀ T ∈ K.
Sinon on obtient une représentation projective de G.

Th. 2 :
Si les algèbres de Lie g1 et g2 de deux groupes de Lie simplement connexes G̃1

et G̃2 sont isomorphes, alors G̃1 et G̃2 sont analytiquement isomorphes.

Conséquence de ces deux théorèmes :
Pour chaque algèbre de Lie réelle g il existe un groupe de Lie simplement connexe

G̃, qui est unique (à isomorphisme près), tel que chaque groupe de Lie G ayant pour

algèbre de Lie isomorphe g est isomorphe à G̃/K, où K est un sous-groupe invariant

central discret de G̃. G̃ est alors appelé groupe de recouvrement universel de g.

Th. 3
Si g1 et g2 sont deux algèbres de Lie réelles de groupe de recouvrement universels

G̃1 et G̃2, alors le groupe de recouvrement universel de g1⊕g2 est isomorphe à G̃1⊗G̃2.

Ex. : application du th. 2 à SU(N)



106 CHAPITRE 7. NOTION DE GROUPE DE RECOUVREMENT

SU(N) (N = 2, 3, 4 · · · ) est simplement connexe
Déterminons le centre de SU(N) noté Z
Comme l’ensemble des matrices N × N unitaires de déterminant 1 forme une

représentation unitaire irréductible de SU(N), d’après le lemme de Schur u ∈ Z ⇒
u = α1lN . det u = 1 donc αN = 1. Donc Z est le groupe fini d’ordre N d’éléments
e2n

ip
N 1lN , p = 0, · · · , N − 1

N = 2 : Z = {1l2,−1l2} groupe de Lie compact d’algèbre de Lie isomorphe à
SU(2) : SU(2) et SU(2)/Z ≃ SO(3)

N = 3 : Z = {1l3, e2in/31l3, e4in/31l3} SU(3) et SU(3)/Z
N = 4 : Z = {1l4, i1l4,−1l4,−i1l4} SU(4) SU(4)/Z SU(4)/K avec K = {1l4,−1l4}

Application à la mécanique quantique

Toute représentation à une phase près continue unitaire de SO(3) est une représen-
tation vraie, continue, unitaire de son groupe de recouvrement universel SU(2).

Par conséquent pour tout système qui admet les rotations comme groupe de
symétrie, les vecteurs de l’espace de Hilbert se transforment non pas selon une
représentation unitaire de SO(3) mais selon une représentation unitaire de SU(2).

rep. unitaire SO(3) → spins entiers
SU(2) → spins entiers et demi-entiers

Ainsi l’existence de spins demi-entiers est-il conséquence directe du théorème de
Wigner.



Chapitre 8

Le groupe de Lorentz

Les équations de Maxwell qui rendent compte des phénomènes électriques et ma-
gnétiques ne sont pas invariantes sous le groupe de Galilée. Donc contrairement à
ce que stipule le principe de relativité galiléenne, il devrait être posible de mettre
en évidence un référentiel absolu (éther). Les expériences de Michelson et Morley
(1881) ont infirmé cette hypothèse : la vitesse de la lumière est absolument indépen-
dante de la direction de propagation. Le temps ne peut plus être considéré comme
absolu : la simultanéité de deux phénomènes dans un référentiel n’implique pas cette
simultanéité dans un autre référentiel, contrairement à la mécanique classique.

8.1 Intervalle d’espace-temps

Nous allons brièvement rappeler ici la notion d’intervalle d’espace-temps en rela-
tivité restreinte. Considérons tout d’abord un événement décrit par un observateur
lié à un référentiel inertiel par ses coordonnées d’espace-temps (t1, ~x1).

Exemple: émission d’un photon dans la désintégration

π0 → γγ

Le signal se propage à la vitesse de la lumière (photon). Il est détecté en (t2, ~x2).

Par définition l’intervalle entre ces événements est

(∆s)2 = c2 (t2 − t1)2 − (~x2 − ~x1)
2 ; ici (∆s)2 = 0 .

c ne dépend pas du référentiel donc (∆s)2 = 0 dans tous les référentiels inertiels
par rapport auxquels on peut décrire cette expérience.

L’intervalle infinitésimal s’écrit

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 . (8.1)

107
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Si ds2 = 0 dans un référentiel d’inertie K, alors ds′2 = 0 dans tout autre référentiel
d’inertie K ′.

Donc ds2 = a ds′ 2

En utilisant l’homogénéité du temps et de l’espace et l’isotropie de l’espace, on
montre que a = constante = 1.

exercice 8.1

le montrer (cf. Landau T.C. p. 12).

Un point de l’espace de Minkowski M est repéré par ses coordonnées dites
contravariantes xµ = (ct, ~x) .

Métrique : elle est donnée par la matrice

gµν =




1
−1

−1
−1


 . (8.2)

donc

(∆s)2 = gµν (x µ
2 − x µ

1 ) (x ν
2 − x ν

1 ) ,

qui est bien identique, avec cette définition de la métrique, à la notion d’invervalle
introduite plus haut.

On définit 3 types d’intervalles selon le signe de (∆s)2 :

(∆s)2 > 0 intervalle de genre temps
(∆s)2 < 0 intervalle de genre espace

(∆s)2 = 0 intervalle de genre lumière

exercice 8.2

Montrer, en reprenant l’exemple de l’émission d’une particule dans la désintégration
β− : m→ p+ e− + ν que l’intervalle séparant l’émission et la détection d’une parti-
cule est du genre temps ou lumière.
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8.2 Groupe de Poincaré et groupe de Lorentz

Ayant postulé que la vitesse de la lumière est indépendante du référentiel, nous
en avons déduit que l’intervalle ds2 est identique dans tous les référentiels iner-
tiels. Il nous faut à présent caractériser ces référentiels d’inertie, en déterminant les
transformations relativistes reliant ces référentiels entre eux. Ces transformations
possèdent une structure de groupe de symétrie d’espace-temps relativiste que nous
allons étudier dans ce chapitre et dans les deux suivants.

8.2.1 Caractérisation de P
Soient x les coordonnées d’un point de M, mesurées dans le référentiel K, et x′

les coordonnées du même point mesurées dans le référentiel K ′.
La condition d’invariance de l’intervalle infinitésimal

ds′ 2 = ds2 (8.3)

implique que

translation (4 paramètres réels)
ւ

x′α = Λα
βx

β + aα : groupe de Poincaré (10 paramètres réels)
տ

groupe de Lorentz (6 paramètres réels)

(8.4)

Preuve:

La condition (8.3) s’écrit

gαβ dx
′αdx′β = gµν dx

µdxν ,

i.e.

gαβ
∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν
dxµdxν = gµν dx

µdxν

donc

gαβ
∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν
= gµν . (8.5)

En prenant le déterminant membre à membre, on en tire donc

det g

(
det

∂x′

∂x

)2

= det g .

g étant régulière, on en déduit que det
∂x′

∂x
6= 0 : la transformation de Poincaré est

donc inversible.

En faisant agir
∂

∂xρ
sur (8.5) on obtient

gαβ
∂2x′α

∂xµ∂xρ
∂x′β

∂xν
+ gαβ

∂x′α

∂xµ
∂2x′β

∂xν∂xρ
= 0
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qui s’écrit symboliquement

A(µρ)ν + A(νρ)µ = 0 , (8.6)

où A est symétrique sur les indices entre parenthèses.

µ↔ ρ donne A(µρ)ν + A(µν)ρ = 0 (8.7)

ν ↔ ρ donne A(µν)ρ + A(νρ)µ = 0 . (8.8)

La combinaison (8.6) + (8.7) -(8.8) donne donc

gαβ
∂2x′α

∂xµ∂xρ
∂x′β

∂xν
= 0

d’où (puisque det
∂x′

∂x
6= 0) :

∂2x′α

∂xµ∂xρ
= 0

ce qui prouve que les x′ sont des fonctions linéaires des x .

On utilise les mêmes notations matricielles que celle vue dans le chapitre 6 pour
les matrices de SU(2) , i.e.

ւ indice de ligne
Λα

β

տ indice de colonne

On déduit de (8.5) et de (8.4) que Λ est une matrice réelle vérifiant

gαβ Λα
µΛ

β
ν = gµν (8.9)

Le groupe de Lorentz est bien un groupe :

Preuve:

• c’est immédiat d’après sa définition : le produit de 2 transformations homo-
gènes qui préservent ds2 est une transformation homogène qui préserve ds2 ; d’autre
part, l’inverse d’une transformation homogène préservant ds2 est une transformation
homogène préservant ds2 .

• algébriquement, si Λ et Λ′ sont deux éléments de L, alors

{
gαβΛ

α
µΛ

β
ν = gµν

gαβΛ
′α
µΛ

′β
ν = gµν .

On en déduit que

gαβ Λα
µΛ

′µ
µ′Λ

β
νΛ

′ν
ν′ = gµνΛ

′µ
µ′Λ

′ν
ν′ = gµ′ν′ ,

ce qui montre que Λ Λ′ ∈ L .
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La première des preuves précédentes s’étend immédiatement au cas du groupe
de Lorentz inhomogène (ou groupe de Poincaré), ce qui montre que P est un groupe.
La seconde preuve exige de connaître explicitement la loi de groupe de P , que nous
examinerons au chapitre 10.

Nombre de paramètres :

L dépend de 6 paramètres réels. (8.10)

Preuve:

Considérons une transformation infinitésimale
Λµν = gµν + ωµν , avec ‖ωµν ‖≪ 1 .

La contrainte gµνΛ
µρΛνσ = gρσ donne

gµν (gµρ + ωµρ) (gνσ + ωνσ) = gρσ

soit au premier ordre en ω,

gµν g
µρ gνσ + gµν g

µρ ωνσ + gµν ω
µρgνσ = gρσ

d’où
δρνg

νσ + δ ρ
ν ω

νσ + δσµω
µρ = gρσ + ωρσ + ωσρ = gρσ

et donc
ωρσ + ωσρ = 0 . (8.11)

ωµν est donc un tenseur réel 4× 4 antisymétrique : il dépend de 6 paramètres réels.

P dépend de 10 paramètres réels : (8.12)

il dépend des 6 paramètres réels décrivant L auquels il faut ajouter les 4 translations
d’espace-temps.

8.2.2 Structure du groupe de Lorentz

De (8.9) on déduit que det Λ = ±1 :

∣∣∣∣
det Λ = +1 : transformations propres
det Λ = −1 : transformations impropres

En considérant à nouveau (8.9) avec µ = ν = 0 , on obtient (Λ0
0)

2−
3∑
i=1

(Λi
0)

2
= 1 :

∣∣∣∣
Λ0

0 ≥ 1 : pas de renversement du temps (orthochrone)
Λ0

0 ≤ −1 : avec renversement du temps

On démontre (voir Gelfand p165) que
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Le groupe de Lorentz O(3, 1) possède 4 composantes connexes. Chacune est
doublement connexe. mais non simplement connexe.

Ces différentes composantes connexes sont reliées par des transformations dis-
crètes :

• transformation de réflexion (ou parité) :

P =




1
−1

−1
−1




• transformation de renversement du temps :

T =




−1
1

1
1




figure

L laisse invariante les 3 régions x2 > 0, x2 = 0 (cône de lumière) et x2 < 0

L↑
+ laisse invariante les 4 régions

∣∣∣∣
x2 > 0
x0 > 0

,

∣∣∣∣
x2 > 0
x0 < 0

, x2 = 0 , x2 < 0

figure

L↑
+ est le groupe de Lorentz restreint
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L↑
+ et L↑

− forment le groupe de Lorentz complet

L↑
+ et L↓

+ forment le groupe de Lorentz propre

exercice 8.3

Vérifier que le groupe de Lorentz restreint, le groupe de Lorentz complet et le
groupe de Lorentz propre sont bien des sous-groupes du groupe de Lorentz L .

Compacité :

Le groupe de Lorentz restreint L↑
+ est un groupe non compact.

Ceci est dû à l’existence des boost, ou tranformation de Lorentz spéciales, que
nous examinerons plus loin, qui sont codées par une rapidité variant de −∞ à +∞.

8.2.3 Vecteurs contravariants et covariants

On peut rapporter l’espace de Minkowski M à une base (e1, e2, e3, e4) notée

eµ (µ = 0, · · · , 3) .

Un quadrivecteur A arbitraire peut alors se décomposer dans cette base sous la
forme :

A = Aµeµ (convention d’Einstein)

Par définition le tenseur métrique (ou métrique) est relié aux vecteurs de base
par

eµ · eν = gµν

avec gµν donné par (8.2). On a alors

ds2 = dx · dx = dxµdxνeµ · eν = dxµdxνgµν ,

en accord avec la définition donnée plus haut. Dans toute la suite, sauf mention
contraire, on fera c = 1 , et donc x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z .

Coordonnées co- et contra-variantes :

A = Aµ eµ Aµ = A · eµ
տ composante contra-variante տ composante co-variante

en général Aµ 6= Aµ

Exemple : plan euclidien
figure
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Remarque: les eµ ne sont pas des quadrivecteurs puisqu’ils ne sont pas invariants
lorsque l’on change les axes (alors que par définition un quadrivecteur est un objet
à 4 composantes qui est invariant par changement d’axe).

Lien entre composantes covariantes et contravariantes :

Aµ = A · eµ = Aνeν · eµ = gµν A
ν

De la même manière que pour la métrique C de SU(2), (voir chapitre 6), on définit
gµν comme l’inverse de gµν : gµνgνρ = δµρ .

Comme gµν est son propre inverse, gµν = gµν .
Ainsi

Aµ = gµνA
ν

Aµ = gµνAν .
(8.13)

On peut donc écrire ds2 = gµνdx
µdxν = dxµdxµ = gµνdxµdxν

et A · B = AµBνgµν = AµBµ = AµB
µ .

8.2.4 Transformation d’un vecteur covariant

Examinons à présent la transformation par L d’un vecteur covariant :
de

gαβΛ
α
µΛ

β
ν = gµν ,

on tire
gαβ Λα

µ = gµν
(
Λ−1

)ν
β

donc (
Λ−1

)ν
β

= gβαΛ
α
µ g

µν .

Posons
Λ ν
β = gβα Λα

µ g
µν

ce qui revient à considérer Λα
µ comme un tenseur d’ordre 2 qui se transforme comme

AαAµ.

On a donc Λ ν
β = (Λ−1)

ν
β = ( tΛ−1)

β
ν et l’on peut vérifier explicitement que

Λ ν
β Λρ

ν = (Λ−1)
ν
β Λρ

ν = Λρ
ν (Λ−1)

ν
β = δρβ .

Remarques:

• ceci est l’analogue de CUC−1 = tU−1 pour SL(2, C), qui s’écrit Cα′αU
α
βC

ββ′

=

U−1β′

α′ = U β′

α′ .

• avec ces notations, puisque 1l = 1l−1 = t1l , on pourra écrire plus simplement

δµν = δ µ
ν = δνµ = δ ν

µ = δµν .
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Ainsi l’inverse d’une matrice se calcule simplement en montant et en
descendant les indices grâce à la métrique, puis en transposant.

Loi de transformation des composantes covariantes sous l’action de L :

x′µ = Λ ν
µ xν (8.14)

Preuve:

x = xµeµ = x′νe′ν = Λν
µx

µe′ν
donc eµ = Λν

µe
′
ν et e′µ = Λ ν

µ eν d’après ce qui précède.
Ainsi x′µ = x · e′µ = x · Λ ν

µ eν = Λ ν
µ xν .

Remarque: le fait que les composantes covariantes se transforment par tΛ−1 , qui
est la transposée inverse de la matrice de transformation des composantes contrava-
riantes, est dû à l’invariance de ds2 = dxµdxµ qui implique que tΛgΛ = g.

En effet, ceci s’écrit encore tΛ−1 = gΛ g−1 . Partant de v′ = Λ v pour v contra-
variant, on en déduit :

g v′︸︷︷︸ = gΛ g−1

︸ ︷︷ ︸ g ξ︸︷︷︸
vecteur covariant tΛ−1 vecteur covariant

C’est l’analogue de la preuve donnée page 93 dans le cas de SU(2) .

8.2.5 Calcul tensoriel

Nous pouvons maintenant de façon générale parler de covariance relativiste : les
grandeurs physiques qui décrivent l’état d’un système ne sont en général pas les
mêmes pour différents observateurs :
• les quantités scalaires ne dépendent pas du choix d’un référentiel particulier :

ce sont des fonctions φ définies sur M t.q. φ′(x′) = φ(x)
• les composantes contravariantes vµ d’un vecteur se transforment comme les

coordonnées (les translations n’ont d’effet que sur les coordonnées) :

v′µ = Λµ
νv

ν

(
=
∂x′µ

∂xν
vν
)

• les composantes covariantes vµ d’un vecteur se transforment comme xµ :

v′µ = Λ ν
µ xν

• tenseur de rang ( m︸︷︷︸ , n︸︷︷︸)



116 CHAPITRE 8. LE GROUPE DE LORENTZ

co- contra-

F ′ µ1···µn
α1···αm = Λ β1

α1
· · ·Λ βm

αm Λµ1

ρ1 · · ·Λµn
ρnF

ρ1···ρn
β1···βm

⋆ dérivation :
∂φ

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂φ

∂xν
avec Λ ν

µ =
∂xν

∂x′µ
,

donc
∂φ

∂xν
se transforme comme un vecteur covariant, noté ∂νφ

De la définition des coordonnées contravariantes xµ = (x0, ~x) on tire

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂x0
, ~∇
)

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂x0

,−~∇
)

attention aux signes : ~x est contravariant mais ~∇ est covariant.
La quadri-divergence d’un quadri-vecteur est le scalaire

∂µAµ = ∂µA
µ =

∂A0

∂x0
+ ~∇ · ~A

opérateur d’Alembertien : ⊓⊔ = ∂µ∂
µ =

∂2

∂x2
0

−∆

Retenons :
• que l’on passe de l’une à l’autre forme des tenseurs en montant et en descendant

les indices comme pour les quadri-vecteurs
• que la transformation se fait en mettant la matrice Λ à gauche du quadri-

vecteur et en sommant sur les indices voisins (l’un en haut et l’autre en bas).

8.3 Algèbre de Lie du groupe de Lorentz restreint

L↑+

8.3.1 Forme non covariante de générateurs

De la contrainte
ωβα = −ωαβ

on tire la relation matricielle ωβα = −ω β
α = −gαα′gββ

′

ωα
′

β′ .
En utilisant la forme explicite de la métrique gµν , qui s’écrit

giα′ = −δα′

i , g0β′

= δβ
′

0 ,

on en déduit l’écriture matricielle
{
ω0

i = ωi0
ωij = −ωji
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soit

ωµν =




0 dφ1 dφ2 dφ3

−−− −−− −−−
dφ1 | 0 −dθ3 +dθ2
dφ2 |+ dθ3 0 −dθ1
dφ3 | − dθ2 +dθ1 0




(8.15)

où le bloc 3× 3 correspond à la matrice 3× 3 d’une rotation infinitésimale dans le
sous-espace des rotations spatiales.

• Introduisons les générateurs J i (ce sont les générateurs des rotations ; nous le
justifierons explicitement dans le paragraphe 8.3.4) de la forme

J i =

(
0

J i3×3

)
(8.16)

où les matrices 3 × 3 J i3×3 sont les générateurs des rotations à 3 dimensions, qui
s’écrivent (J i3×3)kj = iǫijk . On a J+ = J. Explicitement,

J1
3×3 = i


 −1

1


 J2

3×3 = i




−1

1


 J3

3×3 = i




−1
1


 . (8.17)

• De même, on introduit les générateurs Ki (qui sont les générateurs des boosts :
voir paragraphe 8.3.3), sous de la forme (en ne représentant que les éléments non
nuls)

K1 = −i




0 1
1


 K2 = −i




0 0 1
0
1


 K3 = −i




0 0 0 1
0
0
1


 (8.18)

On a K+ 6= K.
Nous pouvons alors écrire (8.15) sous la forme

ω = id~φ · ~K − id~θ · ~J . (8.19)

Dans le cas d’une transformation finie, nous aurons le résultat suivant, justifié
aux paragraphes 8.3.3 et 8.3.4,

Boost pur Λ = ei
~φ· ~K

Rotation pure Λ = e−i
~θ· ~J .

Un boost pur est non unitaire car K†
i 6= Ki .

Dans le cas général, un élément quelconque de L↑
+ . pourra s’écrire Λ = Λ1Λ2 où

Λ1 est une rotation et Λ2 = ei
~φ· ~K est un boost (voir chapitre 9), mais Λ ne peut

s’écrire comme l’exponentielle d’un élément de son algèbre de Lie (sauf au voisinage
de l’identité), en raison de la non compacité de la composante connexe L↑

+ de L .
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8.3.2 Algèbre de Lie

Des formes explicites (8.16) et (8.18) des générateurs on tire immédiatement les
relations de commutation

[Ji, Jj ] = iεijkJk (8.20)

[Ki, Kj ] = −iεijkJk (8.21)

[Ji, Kj ] = iεijkKk (8.22)

exercice 8.4

le vérifier en utilisant les expressions intrinsèques

(Ji)
k
j = iεijk (8.23)

et
(Ki)

µ
ν = −i[δ0

νδ
µ
i + δµ0δ

i
ν ] . (8.24)

Conséquences importantes :

• la relation (8.20) prouve que le groupe des rotations est un sous-groupe de
L↑

+ . En revanche, on constate d’après (8.22) que les boosts ne constituent pas un

sous-groupe de L↑
+ .

• [J1, K1] = 0 donc une rotation effectuée autour de la direction de la vitesse
d’une transformation de Lorentz ne modifie pas cette transformation :

e−iθ1J1 eiφ1K1 eiθ1J1 = eiφ1K1

puisque la loi de transformation d’un opérateur T s’écrit T ′ = D(Λ)TD+(Λ) .

• l’équation (8.22) exprime que ~K = (K1, K2, K3) se transforme par rotation
comme les composantes d’un vecteur (voir la représentation adjointe de SO(3) dis-
cutée au chapitre 5)) : c’est un opérateur tensoriel d’ordre 1, ou opérateur vectoriel.

• l’équation (8.21) [Ki, Kj] = −iεijkJk exprime le fait que deux transformations
de Lorentz pures Λi et Λj le long des axes i et j engendrent une rotation lorsqu’on
effectue l’opération ΛiΛjΛ

−1
i . Ce résultat est à l’origine du phénomène de “préces-

sion de Thomas” : une succession de transformations de Lorentz pures appliquées à
une particule à spin peuvent ramener l’impulsion à sa valeur initiale (représentation
vectorielle) alors que le spin a tourné (représentation spinorielle).

• attention : comme [J,K] 6= 0,

Λ = exp
(
i~φ · ~K

)
exp

(
−i~θ · ~J

)
6= exp

(
−i~θ · ~J

)
exp

(
i~φ · ~K

)
.
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8.3.3 Tranformation de Lorentz pure

Considérons une transformation de Lorentz pure d’axe ~x engendré par K1, de
paramètre φ1 (transformation active)

eiK1φ1 =
∞∑

k=0

(iK1φ1)
2k

(2k)!
+ iK1

∞∑

k=0

(iK1φ1)
2k

(2k + 1)!

(iK1) =

(
σ1 0
0 0

)
donc (iK1)

2 =

(
1l2×2 0

0 0

)

puisque σ2
1 = 1l2×2 , donc

eiK1φ1 =
∞∑

k=0

(φ1)
2k

(2k)!
+ iK1

∞∑

k=0

φ 2k+1
1

(2k + 1)!

= ch φ1 + iK1 sh φ1

=




ch φ1 sh φ1 0 0
sh φ1 ch φ1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0




La relation ~x′ = eiK1φ1 ~x s’écrit donc
{
x′ 0 = ch φ1 x

0 + sh φ1 x
1

x′ 1 = sh φ1 x
0 + ch φ1 x

1 ⇔
{
x0 = ch φ1 x

′ 0 − sh φ1 x
′ 1

x1 = −sh φ1 x
′ 0 + ch φ1 x

′ 1 .

En considérant un point particulier tel que x1 = constante, on tire immédiatement

v =
dx′ 1

dx′ 0
= th φ : c’est la vitesse du point après boost, mesurée par rapport au

référentiel par rapport auquel il était fixe avant boost.

φ = Argth v est appelée rapidité.

On déduit de ce qui précède la paramétrisation





ch φ1 =
1√

1− v2

sh φ1 =
v√

1− v2

et

x′ 0 =
x0

√
1− v2

+
v√

1− v2
x1

x′ 1 =
v x0

√
1− v2

+
x1

√
1− v2

x1
(8.25)

qui est bien la forme usuelle d’une transformation spéciale de Lorentz.
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Cas général :

Considérons une transformation de Lorentz pure d’axe quelconque ~n (~n 2 = 1) et
de vitesse v (point de vue actif) en terme de matrices, (Ki)

µ
ν = −i[δ0

νδ
µ
i + δµ0 δ

i
ν ]

Montrons que ~x′ = eiφ~n·
~k ~x est donné par

x′ 0 = x0ch φ+ (~n · ~x) sh φ
~x

′

= ~x− ~n (~x · ~n) + (x0sh φ+ (~n · ~x)ch φ)~n
(8.26)

Preuve:

(
i ~K · ~n

)µ
ν

= + [δ0
νn

µ − δµ0nν ]
տ à cause de ~n · ~K = niKi (= niKi car dans nos conventions

Ki = Ki !)[(
i ~K · ~m

)2
]µ

ν

=
[
i ~K · ~n

]µ
ν′

[
i ~K · ~n

]ν′

ν

= + [δ0
ν′n

µ − δµ0nν′ ]
[
δ0
νn

ν′ − δν′0 nν
]

= + (n0nµδ0
ν − nµnν − δµ0 δ0

νn
2 + n0δ

µ
0n0)

= −nµnν + δµ0 δ
0
ν

puisque n2 = −1 . Enfin

[(
i ~K · ~n

)3
]µ

ν

= + [δ0
ν′n

µ − δµ0nν′ ]
[
−nν′nν + δν

′

0 δ
0
ν

]

= +nµδ0
ν − δµ0nν =

(
i ~K · ~n

)µ
ν
.

La série s’écrit donc

eiφ~n·
~k = δµν +

[
δ0
νn

µ − δµ0nν
] ∞∑

k=0

φ2k+1

(2k + 1)!

+
[
−nµnν + δµ0 δ

0
ν

] ∞∑

k=0

φ2k

(2k + 1)!
+ nµnν − δ µ

0 δ
0
ν

= δµν + nµnν − δµ0 δ0
ν +

[
δ0
νn

µ − δµ0nν
]
sh φ+

[
−nµnν + δµ0 δ

0
ν

]
ch φ .

Ainsi

x′ µ = xµ + nµ(x · n)− δµ0x0 +
[
x0nµ − δµ0 (n · x)

]
sh φ+

[
−nµ(n · x) + δµ0x

0
]
ch φ

ce qui prouve le résultat.

Remarque:

une transformation passive (changement de référentiel) du référentiel K vers le ré-
férentiel K ′ (animé d’une vitesse v par rapport à K) est une transformation active
(référentiel fixe, les points sont transformés) de vitesse −v.
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8.3.4 Rotation

A titre d’exercice, nous pouvons également déterminer la forme explicite d’une
rotation, que nous avons obtenue directement en (5.1).

Pour une rotation active d’axe ~z et d’angle θ3,

e−i
~θ· ~J = e−iθ3·J3 =

∞∑

k=0

(J3)
2k

(2k)!
(−iθ3)2k − iJ3

∞∑

k=0

(J3)
2k

(2k + 1)!
θ 2k+1
3 (−i)2k

=

∞∑

k=0

(+θ3)
2k

(2k)!
(−1)k

︸ ︷︷ ︸
+

∞∑

k=0

θ 2k+1
3

(2k + 1)!
(−1)k

︸ ︷︷ ︸
(−iJ3)

cos θ3 sin θ3

En effet,

J3 = i




0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 =




0 0
σ2

0 0




donc

J2
3 =




0
1l2×2

0




puisque σ2
2 = 1l2×2 . Ainsi

e−iθ3J3 =




1
cos θ3 − sin θ3
sin θ3 cos θ − 3

1




La rotation passive (rotation des axes) est obtenue en faisant θ → −θ.

Cas général :

Dans le cas d’une rotation quelconque d’axe ~n et d’angle θ (point de vue actif)
, montrons que

~x′ = e−iθ~n·
~J~x = (~x− ~n(~n · ~x)) cos θ + ~n ∧ ~x sin θ + ~n(~n · ~x)

en accord avec la relation (5.1).

Preuve:

Calculons

e−iθ~n·
~J =

∞∑

k=0

(−i~n · ~J)k

k!
θk .
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(
−i ~J · ~m

)k
j

= −i(J i)kjni = εijkn
i (dans ce calcul, il n’est pas utile de distinguer

les composantes co- et contra-variantes)

donc
(
(−i ~J · ~n)~x

)k
= εijkn

ixj = (~n ∧ ~x)k

(
−i ~J · ~n

)2

kk′
=
(
−i ~J · ~n

)
kj

(
−i ~J · ~n

)
jk′

= εijkn
iεi′k′jn

i′

qui s’écrit encore −δkk′ + nknk
′

(car ~n2 = 1)

(
−i ~J · ~n

)3

kk′
=
(
−i ~J · ~n

)
kj

(
−i ~J · ~n

)2

jk′

= εijkn
i
(
−δjk′ + njnk

′

)
= −εik′kni + εijkn

injnk
′

︸ ︷︷ ︸
0

(contraction d’un tenseur antisymé-
trique par un tenseur symétrique)

= −
(
−i ~J · ~n

)

kk′

donc

(
e−iθ~n·

~J
)
kj

= δkj + θ εijkn
i − θ2

2

(
δkj − nknj

)
− θ3

3!
εijkn

i +
θ4

4!

(
δkj − nknj

)
+ · · ·

=
(
δkj − nknj

)(
1− θ2

2
+
θ4

4
+ · · ·

)
+ nknj + εijkn

i

(
θ − θ3

3!
+ · · ·

)

soit (
e−iθ~n·

~J
)
kj

=
(
δ k
j − nkmj

)
cos θ + εijkn

i sin θ + nknj

d’où finalement

e−iθ~n·
~J~x = ~x′ = (~x− ~n(~n · ~x)) cos θ + ~n ∧ ~x sin θ + ~m(~n · ~x)

puisque εijkn
ixj = (~n ∧ ~x)k .

8.3.5 Forme covariante de l’algèbre de Lie de L↑+

Nous avons écrit en 8.2.2 une transformation infinitésimale sous la forme

Λ = 1l + ω

ou encore

Λµ
ν = gµν + ωµν ,

et montré que ωµν est antisymétrique, i.e. que ωµν dépend de 6 paramètres, ce qui
définit la dimension de l’algèbre de Lie.
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Plutôt que d’utiliser une paramétrisation non covariante de cette transformation
infinitésimale à l’aide de (d~θ, d~φ) , comme nous l’avons fait dans le paragraphe 8.3.1,
on peut utiliser ωµν comme collection de paramètres. Ceci nous conduit à introduire
la définition suivante, covariante, des générateurs de l’algèbre de Lie :

Λ = 1l− i

2
ωαβJαβ . (8.27)

Dans cette définition, les indices (α, β) jouent le rôle d’étiquetage des générateurs.
Ceux-ci sont eux-même des tenseurs, et portent donc également des indices. On
peut imposer Jαβ = −Jβα puisque les ωαβ sont antisymétriques, d’où le facteur
conventionnel 1

2
pour éviter le double comptage Tensoriellement, la relation (8.27)

s’écrit :

Λµν = gµν −
i

2
ωαβ (Jαβ)µν .

Donc

ωµν = − i
2
ωαβ (Jαβ)µν . (8.28)

On en déduit que les Jαβ sont des tenseurs antisymétriques (i.e. que (Jαβ)µν est
antisymétrique par rapport à (µν)).

Introduisons la base
(aµ′ν′)

µν = δµµ′δ
ν
ν′ − δνµ′δµν′ . (8.29)

C’est une base, dite canonique, des tenseurs antisymétriques, qui s’écrit encore

aµ′ν′ = eµ′ν′ − eν′µ′

où
(eµ′ν′)

µν = δµµ′δ
ν
ν′

est la base canonique des tenseurs de rang 2. Dans cette base, (8.28) s’écrit

− i
2

(
δ α
µ′ δ

β
ν′ − δ β

µ′ δ
α
ν′

)
(Jαβ)

µ
ν = δµµ′gνν′ − gνµ′δµν′ .

Le premier membre de cette égalité s’écrit encore− i
2

[
(Jµ′ν′)

µ
ν − (Jν′µ′)

µ
ν

]
= −i (Jµ′ν′)µν

par antisymétrie sur (µ′ν ′) .
Donc

(Jµ′ν′)
µ
ν = i

(
g µ
µ′ gνν′ − gνµ′gµν′

)
,

ou encore
(Jµ′ν′)µν = i (aµ′ν′)µν .

L’algèbre de Lie s’en déduit immédiatement :

[Jµν , Jρσ] = i (gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ) . (8.30)

Preuve:
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• directement, en utilisant la forme matricielle :

[Jµν , Jρσ]
α
β = (Jµν)

α
β′ (Jρσ)

β′

β − (Jρσ)
α
β′ (Jµν)

β′

β

= −
(
δ α
µ gνβ′ − gβ′µδ

α
ν

) (
δβ

′

ρ gσβ − gβρδβ
′

σ

)

+
(
δ α
ρ gσβ′ − gβ′ρδ

α
σ

) (
δβ

′

µ gνβ − gβµδβ
′

ν

)

= −gνρ
(
δ α
µ gσβ − δ α

σ gβ′µ

)
+ gµρ (−δ α

σ gνβ + δ α
ν gσβ)

−gµσ
(
−δ α

ρ gνβ + δ α
ν gβρ

)
+ gνσ

(
δ α
µ gρβ − δ α

ρ gβσ
)

= i (gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ)αβ
• en écrivant les générateurs sous la forme manifestement antisymétrique Jµν =

i(eµν−eνµ) = i(|µ >< ν|−|ν >< µ|), avec le produit scalaire minkowskien < α|µ >=
gαµ, on peut aisément retrouver l’équation précédente de manière intrinsèque. Le
lecteur non convaincu vérifiera préalablement que

(Jµν)αβ = i (< α|µ >< ν|β > − < α|ν >< µ|β >)

= i (gαµ gνβ − gαν gµβ)

en accord avec la forme obtenue plus haut. L’obtention des relations de commutation
de l’algèbre de Lie est alors immédiate :

[Jµν , Jρσ] = − (|µ >< ν| − |ν >< µ|) (|ρ >< σ| − |σ >< ρ|)

+ (|ρ >< σ| − |σ >< ρ|) (|µ >< ν| − |ν >< µ|) = −gνρ (|µ >< σ| − |σ >< µ|)
+ gµρ (|ν >< σ| − |σ >< ν||)−gµσ (|ν >< ρ| − |ρ >< ν|)+gνσ (|µ >< ρ| − |ρ >< ν|)

= i (gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ) .
On notera que dans ce calcul, la forme explicite des générateurs ne joue aucun rôle.
Seul compte leur propriété d’antisymétrie par rapport à leur index d’étiquetage, qui
provient elle-même de l’antisymétrie des ωµν , i.e. de la définition de L↑

+ . Ceci ne
doit pas nous surprendre : l’algèbre de Lie est la même quelque soit la représentation
choisie. Nous allons le vérifier explicitement sur la représentation régulière discutée
dans le paragraphe qui suit.

8.3.6 Représentation sur les fonctions scalaires (représenta-
tion appelée régulière)

∀ Λ ∈ L↑
+ on associe la transformation TΛ agissant sur les fonctions f(x) :

f(x)
TΛ→ (TΛf)(x) = f (Λ−1x) .

T est une représentation de L↑
+
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Preuve:

(TΛTΛ′f) (x) = TΛ′f
(
Λ−1x

)
= f

(
Λ′−1

Λ−1x
)

= f
(
(ΛΛ′)−1x

)

= (TΛΛ′f) (x)

ce qui prouve que TΛ T
′
Λ = TΛ Λ′ .

Générateurs de cette représentation :

A la transformation infinitésimale de Lorentz

x′µ = xµ + ωµνxν

correspond

(TΛf) (x) =

(
1− i

2
ωµνJµν

)
f(x) (facteur 2 à cause du double comptage)

où les Jµν sont des opérateurs différentiels. En utilisant la définition de T, on a donc

(
1− i

2
ωµνJµν

)
f(x) = f

(
Λ−1x

)
= f (xµ − ωµνxν)

= f(x)− ωµνxν∂µf

Donc

Jµν = i (xµ∂ν − xν∂µ) . (8.31)

On vérifiera aisément que ces générateurs satisfont l’algèbre de Lie (8.30).
Cette représentation est unitaire. La preuve est la même que celle dejà donnée

pages 33 et 74 pour la représentation de moment orbital du groupe des rotations.
Notons que L↑

+ n’est pas compact, et que la représentation unitaire de L↑
+ que nous

venons de construire est de dimension infinie, en accord avec les résultats généraux
énoncés au paragraphe 4.3.4.

8.3.7 Forme réelle compacte

Considérons les relations de commutation

[Jµν , Jρσ] = igνρJµσ − igµρJνσ − igνσJµρ + igµσJνρ
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En posant ∣∣∣∣
Ji = 1

2
εijkJjk(= J i) (⇔ Jjk = εijkJi)

Ki = J0i (= Ki = −J0i)

on obtient

[Ji, Jj ] = iεijkJk [Ki, Kj] = −iεijkJk [Jj, Kj ] = iεijkKk

qui est bien identique aux relations obtenues plus haut. Le lien entre générateurs
covariants Jµν et générateurs ( ~K, ~J) se résume sous la forme

J =




0 K1 K2 K3

−K1 0 J3 −J2

−K2 −J3 0 J1

−K3 J2 −J1 0


 .

Lien entre ωαβ et ~θ, ~φ :

en comparant

1− i

2
ωαβJ

αβ + o(ω) = (1− i ~θ · ~J)(1 + i ~φ · ~K) + o(θ, φ)

on a

− i
2
ωαβJ

αβ = i ~φ · ~K − i ~θ · ~J = i φiKi − i θiJ i

(car Ki = Ki et J i = Ji, puisque dans les conventions utilisées (cf. celles pour
~σ), Ki = Ki et Ji = J i désignent toujours les composantes contravariantes). Par
antisymétrie de Jµν on a donc

−1

2
i ωαβJ

αβ = −iω 0iJ
0i − i

2
ωjkJ

jk = −i φiJ0i +
i

2
θi εijkJ

jk

d’où

{
ω0i = φi

ωjk = −εijkθi ou encore

{
ω0i = −φi
ωjk = εijkθ

i .

Compactification

Il est possible de rendre l’algèbre de Lie compacte, en utilisant la méthode pré-
sentée page 47.
Posons {

Mi = 1
2
(Ji + iKi)

Ni = 1
2
(Ji − iKi)

. (8.32)

On obtient alors

[Mi,Mj ] = i εijkMk [Ni, Nj] = i εijkNk [Mi, Nj] = 0 .

Cette algèbre de Lie est donc identique à celle du groupe SU(2) × SU(2).
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L’algèbre de Lie ainsi obtenue est une forme réelle compacte de même extension
complexe que so(3, 1). ~M2 et ~N2 sont deux opérateurs quadratiques invariants. Ces

Casimirs commutent avec ~M et ~N , donc avec toute l’algèbre, et donc avec tout
élément du groupe de Lorentz restreint L↑

+. Dans le cas d’une représentation irré-
ductible, d’après le lemme de Schur, on a

~M2 = j1(j1 + 1)1l

~N2 = j2(j2 + 1)1l (8.33)

avec j1, j2 entiers ou demi-entiers
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Chapitre 9

Représentations spinorielles du

groupe de Lorentz

9.1 Introduction

Soit un système physique qui possède le groupe de Lorentz restreint comme
groupe de symétrie :

| < ψ|X > |2 = | < ψΛ|XΛ > |2

Alors le théorème de Wigner implique qu’il existe un opérateur U(Λ) défini à une
phase près tel que |ψn >= U(Λ)|ψ >.

Dans le cas du groupe de Lorentz restreint, la connexité du groupe implique
que ces opérateurs sont unitaires. Ils constituent une représentation du groupe de
Lorentz restreint à une phase près : U(Λ1)U(Λ2) = ±U(Λ1Λ2).

L’espace de Hilbert qui décrit un système quantique ayant pour groupe de sy-
métrie le groupe de Lorentz restreint est un espace de représentation unitaire du
groupe de recouvrement universel de L↑

+, qui est le groupe SL(2,C).

rappel : SL(2,C) est le groupe des matrices complexes A unidomulaires (detA =
+1) à deux dimensions.

L’introduction des spineurs quadrimensionnels est tout à fait analogue à la dé-
marche suivie pour les rotations (voir chapitres 5 et 6). Cette généralisation date de
la fin des années 20 (Van der Warden, Uhlenbeck et Laporte).

Les spineurs quadridimensionnels sont introduits comme espace de représentation
de dimension minimale de SL(2,C). La différence importante entre spineurs 3d et
4d est que dans ce dernier cas, deux représentations conjuguées l’une de l’autre ne
sont pas équivalentes.

129
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9.2 Homomorphismes du groupe SL(2,C) sur le groupe

L↑+

9.2.1 Préliminaires

• Toute matrice 2 × 2 à coefficients dans C peut s’écrire comme combinaison
linéaire à coefficients dans C de la matrice unité σ0 = 1l et des trois matrices de
Pauli.
• Toute matrice 2 × 2 hermitienne peut s’écrire comme combinaison linéaire à

coefficient réels de ces 4 matrices. Nous avons utilisé cette base pour paramétrer le
groupe SU(2) page 68.

Posons 




σµ = (1l, ~σ) = σ
˜
µ

σµ = (1l,−~σ) = σ
˜µ

, (9.1)

avec ~σ = (σ1, σ2, σ3) .
A tout quadrivecteur xµ on associe les matrices

x̃ = xµσµ = x0 + ~σ · ~x =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
(9.2)

et

x̃ = xµ σ
˜µ

= x0 − ~σ · ~x =

(
x0 − x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 + x3

)
. (9.3)

On déduit immédiatement de ces relations que
x̃ est hermitique ⇔ x

˜
est hermitique ⇔x réel

σµ = (1, ~σ)
σµ = (1,−~σ)

Propriétés

1) det x̃ = x2

En effet det x̃ = (x0+x3)(x0−x3)−(x1+ix2)(x1−ix2) = x02−x12−x22−x32

= x2

2) 1
2
Tr σµσν = δµν (correspond à la normalisation habituelle des générateurs de

l’algèbre de Lie)
En effet : xσiσj = δij + iεijkσk donc Tr σiσj = 2δij
• σiσ0 = σi donc Tr σiσ0 = Tr σi = 0
• σ0σ0 = σ0 Tr σ0σ0 = Tr σ0 = 2
3) xµ = 1

2
Tr σµx̃ puisque 1

2
Tr σµx̃ = 1

2
Tr σµx

νσν = δµνx
ν = xµ

9.2.2 Théorème

Il existe un homomorphisme du groupe SL(2,C) sur le groupe de Lorentz res-
treint L↑

+ défini par



9.2. HOMOMORPHISMES DU GROUPE SL(2,C) SUR LE GROUPE L↑
+ 131

±A→ Λ(A)
x′ = Λ(A)x
x̃′ = Ax̃A+

Preuve : A ∈ SL(2,C) donc det x̃′ = | detA|2 det x̃ = det x̃

d’où x′ 2 = x2

La transformation linéaire x→ x′ conserve les longueurs relativistes. C’est donc une
transformation de Lorentz.

Calcul des éléments de matrice Λ(A)µν

x′µσµ = AxρσρA
+ = AσρA

+xρ = Λµ
ρx

ρσµ
↑ x′ = Λ(A)x

donc Λµ
ρσµ = AσρA

+

Λµ
ρσµσν = AσρA

+σν

comme 1
2
Tr σµσν = δµν , 1

2
Λµ

ρTr σµσν = Λν
ρ = 1

2
Tr AσρA

+σν

• Montrons que les éléments de matrice sont réels :

(
Λν

ρ

)∗
=

1

2
Tr
(
AσρA

+σν
)+

=
1

2
Tr σνAσρA

+ =
1

2
Tr AσρA

+σν = Aνρ

• La transformation est orthochrone :

A0
0 =

1

2
Tr Aσ0A

+σ0 =
1

2
Tr AA+ > 0

• det Λ = +1 :
det Λ(A) est une fonction continue de A. Comme SL(2,C) est connexe, det Λ(A) ne
peut prendre qu’une seule des deux valeurs +1 ou −1 (x1 = Λ(A)x et x2 = x′2 donc
det Λ(A) = ±1).

Considérons un élément particulier : A = 1l

Λ(1l)νρ =
1

2
Tr σρσν = δρν donc Λ(1l) =




1
1

1
1


 et det Λ = 1 c.f .q.d.

Ainsi Λ(A) ∈ L↑
+. Il est immédiat que Λ(−A) = Λ(A).

• le noyau de ce morphisme se réduit à Z2 : soit A ∈ SL(2,C) t.q. Λ(A)µν = δµν
Alors ∀ x, x̃ = Ax̃A+.
Pour x = (1, 0, 0, 0), x̃ = 1 donc AA+ = 1, d’où A unitaire.
On a ainsi [x̃, A] = 0, ∀ x̃.
Ainsi A = λ1l
Comme detA = 1, A = ±1l c.q.f.d.
On peut construire un second homomorphisme de SL(2,C) sur L↑

+ en considérant

x
∼
= x0 − ~σ · ~x = xµ σ∼

µ σ
∼
µ= (1, ~σ) σ

∼µ
= (1,−~σ)
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±B → Λ(B)

x′ = Λ(B)x
x
∼
′ = B x

∼
B+

x
∼

=

(
x0 − x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 + x3

)
det x

∼
= x2

La preuve est identifique à la preuve précédente. En particulier l’expression de
Λ(B) est obtenue par :

x′µ σ∼
µ= Bxρ σ∼

ρ B+ = B σ
∼
ρ B+xρ (σ

∼
µ= σµ) σ

∼
µ= (1, ~σ)

= Λ ρ
µ xρσ∼

µ

donc Λ ρ
µ σ∼

µ = Bσ
∼
ρB+

Λ ρ
µ σ∼

µσ
∼
ν = Bσ

∼
ρB+σ

∼
ν

d’où Λ ρ
ν = 1

2
Tr Bσ

∼
ρB+σ

∼
ν

= Λ−1ρ
ν =

(
tΛ−1

(B)

)ν
ρ

or x
∼

1 = Bx
∼
B+ ⇔ x

∼
= B−1x

∼
′B−1+ donc Λ−1(B) = Λ(B−1)

soit tΛ(B)νρ = 1
2
Tr B−1σ

∼
ρB−1+σ

∼
ν

|| Λ
∼
(B)νρ =

1

2
TrB−1σ

∼
νB−1+σ

∼
ρ

En posant B = (A+)−1 on décrit la même transformation de Lorentz que celle définie
par x̃→ x̃′ = Ax̃A+ :

Λ
∼

(
A+−1

)ν
e =

1

2
Tr A+σ

∼
νAσ

∼
ρ

=
1

2
Tr Aσ

∼
ρA+σ

∼
ν (par permutation cyclique)

= Λ̃(A)νρ c.q.f .d.

Théorème : Tout élément Λ de L↑
+ se décompose de façon unique en un produit

Λ1Λ2, où Λ1 est une rotation et Λ2 une transformation de Lorentz spéciale.

Preuve : il suffit, d’après ce qui précède, de montrer que tout élément A de SL(2,C)
se décompose de façon unique en produit A = UH avec detH = detU = 1 et{
UU+ = U+U = 1 → rotation
H+ = H → boost

Or A+A = H2, donc H = (A+A)1/2 est la racine carrée définie positive unique
(qui existe toujours) de A+A, et U = A(A+A)−1/2. On a bien detH = 1 et detU = 1
c.q.f.d.
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9.3 Représentations spinorielles de L
↑
+

9.3.1 Identification des représentations spinorielles

D’après le paragraphe précédent, les matrices A engendrent une représentation
de L↑

+. Identifions-la

A = 1 + ε0 + ~ε · ~σ +O(ε2) ε0, ~ε ∈ C

detA = 1 donc ε0 = 0
Donc toute matrice de SL(2,C) proche de l’indentité peut s’écrire

A = 1 + ~ε~σ = 1 1
2
i
(
−~α− i~β

)
· ~σ (1)

Déterminons les générateurs de la représentation correspondante de L↑
+, notés Jµν ,

qui vérifient

A = 1− i

2
wµνJµν

avec

{
x′µ = xµ + ωµνxν = Λµνxν
x′0 + ~σ · ~x′ = (1 + ~ε · ~σ)(x0 + ~σ · ~x)(1 + ~ε · ~σ)+

d’où x′0 + ~σ · ~x′ = x0 + ~σ · ~x+ ~ε · ~σ(x0 + ~σ · ~x) + (x0 + ~σ · ~x)~ε ∗ · ~σ

Rappel :

~a · ~σ~b · ~σ = aiσjbjσj = aibj(δij + iεijkσk)

= aibi + iεijkaibjσk

= ~a ·~b+ i(~a ∧~b) · ~σ

donc ici x′0 + ~σ · ~x′ = x0 + ~σ · ~x+ x0(~ε+ ~ε ∗) · ~σ + (~ε+ ~ε ∗) · ~x+ i((~ε− ~ε ∗) ∧ ~x) · ~σ
~ε = i

2
(−~α− i~β)

∣∣∣∣
~ε+ ~ε ∗ = ~β
~ε− ~ε ∗ = −i~α

donc

{
x′0 = x0 + ~x · ~β = x − βixi
~x′ = ~x+ ~βx0 + ~α ∧ ~x donc x′i = xi + βix0 − εijkαkxj

Par comparaison avec x′µ = xµ + ωµνxν il vient

{
ω0i = −βi
ωij = +εijkα

k identique à L-2S (heureusement !)

A = 1− iω0iJ0i −
i

2
ωijJij

donc par comparaison avec (1) on a

J0i = −iσi
2

Jij = εijk
σk
2

(← εi′j′kσk = εi′j′kεijkJij = Ji′j′ − Jj′i′ = 2Ji′j′)
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d’où

∣∣∣∣
Ki = −iσi

2

Ji = σi
2

puisque

∣∣∣∣
Ki = J0i

Ji = 1
2
εijkJjk = 1

2
εijkεjkk′

σk′
2

ou encore

{
Mi = σi

2
représentation

(
1
2
, 0
)

Ni = 0
A ces générateurs infinitésimaux est associée la matrice

A = e−iαi
σi
i eβi

σi
2 ∈ SL(2,C) A = e−iθ~n·

~J eiφ~m·~k

Posant

∣∣∣∣
~α = θ~n
~β = φ~m

avec ~n2 = ~m2 = 1,

la transformation (~α, ~β = ~0) définit une rotation (active) autour de l’axe ~n d’angle

θ :

{
x′0 = x0

~x′ = ~x cos θ + ~n ∧ ~x sin θ + (1− cos θ)~n(~n · ~x) (cf L-19)

la transformation (~α = ~0, ~β) définit une transformation spéciale (active) de Lorentz

le long de l’axe ~m :

{
x′0 = x0 ch φ+ ~m · ~x sh φ
~x′ = ~x+ x0 ~m sh φ+ ~m(~m · ~x)(ch φ− 1)

La représentation
(
0, 1

2

)
est définie par Mi = 0, Ni = σi

2
soit Ki = iσi

2
, Ji = σi

2
et

la matrice de SL(2,C) associée s’écrit B = e−iαi
σi
2 e−βi

σi
2 . On vérifie bien que B =

A+ −1

. De plus J0i = iσi
2

et Jij = εijk
σk
2

. On dispose ainsi de deux représentations
du groupe de Lorentz.
Théorème :

Ces deux représentations son inéquivalentes.

Preuve:

Supposons les représentations équivalentes, alors ∀A, ∃ S t.q. (A+)−1 = SAS−1 ⇒
Trace A = Trace (A+)−1. Cette condition est violée pour certaines transformations
de SL(2,C) (elles ne doivent bien sûr pas appartenir à SU(2)).

Ex. : A =

(
2i 0
0 − i

2

)
Trace A = 3

2
i

A+ =

(
−2i 0
0 i

2

)
A+−1

=

(
i
2

0
0 −2i

)
Trace A+−1

= −3
2
i

9.3.2 Représentations de SL(2,C)

Par morphisme, on construira naturellement l’algèbre de Lie de sl(2,C) dans la
représentation D sous la forme :

A = 1l− i

2
ωαβJ

αβ
4×4 → D(A(ω)) = D(Λ) = 1l− i

2
ωαβJ

αβ

On en déduit que
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Jµν est un opérateur tensoriel antisymétrique à deux indices :

D−1(Λ)JµνD(Λ) = Λµ
ρΛ

ν
σJ

ρσ

Pour une transformation infinitésimale, cette relation se ramène à l’algèbre de
Lie D(Λ) = exp−1

2
iεγδJ

γδ

D−1(Λ)αβ
′

(Jµν)β′α′ D(Λ)α
′

β = Λµ
ρΛ

ν
σ (Jρσ)αβ

D(Λ)α
′

β = δα
′

β −
1

2
iεγδ

(
Jγδ
)α′

β

D(Λ) αβ′

= gαβ
′ − i

2
εγδ
(
Jγδ
)αβ′

donc D−1(Λ)αβ
′

= gαβ
′

+
i

2
εγδ
(
Jγδ
)αβ′

Ainsi

(
gβ

′α +
i

2
εγδ
(
Jγδ
)αβ′

)
(Jµν)β′α′

(
gα

′

β −
i

2
εγδ
(
Jγδ
)α′

β

)

=
(
δµρ + εµρ

)
(δνσ + ενσ) (Jρσ)αβ

qui s’écrit encore :

+
i

2
εγδ
(
JγδJµν − JµνJγδ

)α
β

= εµρJ
ρν + ενσJ

µσ

=
i

2
εγδ

[
−igγµJδν + igδνJµγ + igδµJγν − igγνJµδ︸ ︷︷ ︸

]α

β

on a fait apparaître la partie antisymétrique du
tenseur afin de pouvoir identifier terme à terme

donc
[
Jγδ, Jµν

]α
β

= i
(
gνδJµγ − gνγJµδ + gµδJγν − gµγJδν

)α
β

c.q.f .d.

Rem. : la relation de transformation du tenseur Jµν comme un opérateur tensoriel
antisymétrique de rang 2 généralise le fait que les générateurs des rotations et des
boosts sont des opérateurs vectoriels (tenseurs de rang 1) sur le groupe des rotations.

9.4 Spineurs quadridimensionnels

9.4.1 Spineurs contravariants et covariants

Par définition, c’est un objet à deux composantes complexes ξα (α = 1, 2) qui se
transforme de la façon suivante :

ξ → Aξ représentation notée D[1/2,0]
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Nous venons de voir que la représentation construite à l’aide de B = (A+)−1 est

inéquivalente à celle construite à l’aide de A. Comme CtA
−1
C−1 = A, les représen-

tations construites à l’aide de A+−1

et A sont équivalentes. Introduisons donc un
deuxième espace de représentation, constitué aussi de vecteurs avec deux compo-
santes complexes ηα̇ (α̇ = 1, 2), appelés spineurs pointés. Par définition la loi de
transformation correspondant à l’élément A de SL(2,C) est :

η → Aη D[0, 1
2
]

Donc ηα̇ se transforme comme ξ
α
.

La manipulation des indices non pointés et pointés se fait comme dans le cas
tridimensionnnel, par le tenseur Cαβ :

ξα = Cαβξ
β ηα̇ = Cα̇β̇η

β̇

donc

∣∣∣∣
ξ1 = ξ2

ξ2 = −ξ1

∣∣∣∣
η1̇ = η2̇

η2̇ = −η1̇

Examinons la façon dont se transforme ηα̇ :

η′ = Aη i.e. η′α̇ = A
α̇

β̇η
β̇

Cα̇′α̇η
′α̇ = Cα̇′α̇A

α̇

β̇C
−1

β̇β̇′′
Cβ̇′′β̇′η

β̇′

soit η′
α̇′

= A+−1 α̇′

β̇′′
ηβ̇′′

De même ξβ se transforme à l’aide de tA−1

9.4.2 Produit scalaire invariant

< ξ, ξ′ > = tξCξ′ = ξαξ′α = ξ1ξ′2 − ξ2ξ′1 est invariant sous SL(2,C) puisque
detA = 1 (ou encore : tACA = C car CAC−1 = tA−1 A ∈ SL(2,C) donc
tACAC−1 = 1 c.q.f.d.

< η, η′ > = tηCη′ = ηα̇η′α̇ = η1̇η′2̇ − η2̇η′1̇

Dans le cas tridimensionnel la combinaison positive ρ = ξ1ξ
1
+ ξ2ξ

2
= tξαξ

α
est un

invariant qui peut s’interpréter, si ξ est une fonction d’onde, comme une densité de
probabilité de présence.

Dans le cas quadridimensionnel, ce n’est pas un invariant, car A n’est pas unitaire
(sauf si c’est une rotation d’espace). Pour A quelconque, ξα → Aξα et ξ

α → Aξ
α

mais en général tA ·A 6= 1 sauf si A ∈ SU(2). Ceci n’est pas gênant pour l’interpré-
tation de ρ car en théorie relativiste, la densité de probabilité ne doit pas être un
scalaire mais plutôt la composante temporelle d’un quadrivecteur.
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9.4.3 Spineurs d’ordre supérieur

Ils se définissent par produits tensoriels des représentations fondamentales cons-
tituées des spineurs et des spineurs pointés (i.e. des spineurs d’ordre 1).

Ex. spineurs d’ordre 2 : ξαβ ∼ ξαθβ

φαβ̇ ∼ ξαηβ̇

ξα̇β̇ ∼ ηα̇ωβ̇

Rem. : les spineurs mixtes d’ordre 2 φαβ̇ correspondent aux quadrivecteurs xµ.

• L’ordre d’un spineur est indiqué par un couple de nombres (k, l) représentant
les nombres d’indices pointés et non pointés.

• Les indices pointés et non pointés ne peuvent se mélanger sous L↑
+, donc il

n’est pas nécessaire de spécifier l’ordre des indices.

• Covariance d’une égalité spinorielle : l’ordre doit être le même dans les deux
membres de l’égalité (en tenant compte de la conjugaison complexe).

ex. : ηαβ̇ = ξ
α̇β

est covariante

• la contraction de spineurs par le tenseur Cαβ n’a de sens que sur des indices
de même espèce (la contraction sur des indices de nature différente n’est pas cova-
riante) :

ξβCβαη
α → ξ′

β
Cβαη

′α = Aββ′ξ
β′

CβαA
α
α′ηα

′

Aββ′CβαA
α
α′ =

(
tACA

)β′

α′

or tACA = C C−1 tAC︸ ︷︷ ︸A = CA−1A = C

En revanche

ξβCβα̇η
α̇ → ξ′βCβα̇η

′α̇ = Aββ′ξ
β′

Cβα̇A
α̇

α̇′ηα̇
′

Aββ′Cβα̇A
α̇

α̇′

=
(
tACA

)β′

α̇′
= CA−1A 6= C

On obtient une succession de tenseurs de rang moindre en contractant par paires les
indices d’un tenseur.

9.4.4 Représentation irréductibles de SL(2,C)

Le résultat démontré pour les tenseurs 3d subsiste : les représentations irréduc-
tibles d’ordre supérieur de SL(2,C) sont données par les spineurs ξα1α2···αkβ̇1β̇2···β̇l

séparément symétriques sur les k indices α et l indices β̇.

Un spineur complètement symétrique de rang (k, l) possède (k+1) (l+1) compo-
santes indépendantes, ce qui constitue la dimension de la représentation irréductible
réalisée par ce tenseur spinoriel.
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Représentations irréductibles D[j1,j2] de dimension finie de SL(2,C) : elles sont carac-
térisées par deux nombres j1 et j2 entiers ou demi-entiers, sont de dimension (2j1+1)
(2j2 + 1), et données sur une base de polynôme homogène de degré 2j1 + 2j2

(
ξ1

ξ2

)
→ A

(
ξ1

ξ2

) (
ξ3

ξ4

)
→ A

(
ξ3

ξ4

)

|j1j2m1m2 > →
∑

m′

1m
′

2

D
[j1,j2]
m1,m′

1,m2,m′

2
(A)|j1j2m′

1m
′
2 >

avec mk = −jk,−jk + 1, · · · jk k = 1, 2

|j1j2m1m2 >=
(ξ1)j1+m1(ξ2)j1−m1(ξ3)j2+m2(ξ4)j2−m2

√
(j1 +m1)!(j1 −m1)!(j2 +m2)!(j2 −m2)!

donc D[j1,j2](A) = Dj1,0(A)⊗D[0,j2](A)

D[0,j](A) = D[j,0](A)

D[0,j](A) et D[j,0](A) sont inéquivalentes, l’équivalence a lieu si et seulement si
A ∈ SU(2).

D[0,0](A) = 1

D[ 1
2
,0](A) = A

D[0, 1
2
](A) = A

D[ 1
2
, 1
2
](A) = A⊗ A

multispineurs : aα1α2···αiβ̇1β̇2···β̇j ∈ C2⊗i ⊗ C2⊗j

sur lesquels
(
D[ 1

2
,0]
)⊗i
⊗
(
D[0, 1

2
]
)⊗j

agit par

(
D[ 1

2
,0]
)⊗i
⊗
(
D[0, 1

2
]
)⊗j

: a→ Aα1

γ1
· · ·AαiγiA

β̇1

δ̇1
· · ·Aβ̇j

δ̇j
aγ1−γi δ̇1···δ̇j

pour i + j > 1, ces représentations sont réductibles, les représentations réductibles
s’obtenant par symétrisaiton séparé par rapport aux indices pointés et non point :’es.
Le lien entre multispineurs symétriques de rang (2i, 2j) et D[i,j] est immédiat en uti-
lisant la preuve faite pour SU(2) (cf Φjm · · · ).

Le produit scalaire d2ϕd2ϕ∗e−ϕ
+·ϕ n’étant plus invariant, ces représentations sont

en général non unitaires, ce qui n’est pas étonnant puisque SL(2,C) est non com-
pact.

9.4.5 Application : lien entre spineurs mixtes et quadrivec-
teurs

On sait que ~W = tξ~σξ et ~V = tη~ση sont des vecteurs pour les rotations (voir

cours sur les spineurs 3d).

(
ξ a pour composantes ξα

η a pour composantes ηα̇

)
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ξ
α
ξα et ηα̇ηα̇ étant des scalaires sous les rotations (mais non invariants sous les

boosts, voir plus haut), vérifions que W µ = ξ
α
σ
∼
µξα et V µ = ηα̇σ

µηα̇ se transforment

comme les composantes contravariantes de deux quadrivecteurs

W µ =

(
ξ
α
ξα

ξ
α
~σξα

)
Vµ =

(
ηα̇ηα̇
ηα̇~σηα̇

)
W ′µ =

(
ξ′αξ′α

ξ′α~σξ′α

)
=

(
ξ
α
A+Aξα

ξ
α
A+~σAξα

)

Considérons un boost infinitésimal : A = ed
~β·~σ

2 A+ = ed
~β·~σ

2 A+A = ed
~β·~σ

donc ξ
α
A+Aξα = ξ

α
ξα + d~β

(
ξ
α
~σξα

)

ξ
α
A+~σAξα = ξ

α
(
1 + d~β · ~σ

2

)
~σ
(
1 + d~β · ~σ

2

)
ξα

supposons par exemple que d~β = dβ~ux

ξ
α
(
1 + d~β · σ1

2

)
~σ
(
1 + d~β · σ1

2

)
ξα = ξ

α
~σξα + ξ

α
(
σ1~σ + ~σσ1︸ ︷︷ ︸

)i
ξα
dβ

2

2δ1 2̇

= ξ
α
~σξα + dβξ

α
ξα

d’où W ′µ =




1 dβ
dβ 1

1
1


W µ ce qui est bien la loi de transformation des com-

posantes contravariantes d’un 4-vecteur sous un boost actif

de même : V ′
µ =

(
ηα̇A

−1A+−1

ηα̇
ηα̇A

−1~σA+−1

ηα̇

)

A+−1

= e−d
~β·~σ

2 A−1 = e−d
~β·~σ

2

donc V ′µ =




1 −dβ
−dβ 1

1
1


V µ transformation des composantes covariantes

d’un 4-vecteur sous un boost actif
Comme ξ

α ∼ ηα̇, W µ peut encore s’écrire

W µ = ηα̇σ
∼
µξα

soit





W 0 = ηα̇ξα = η1̇ξ1 + η2̇ξ2

W 1 = t
(η1̇
η2̇

)
σ1

(
ξ1

ξ2

)
=
(
η1̇η2̇

) (
ξ2

ξ1

)
= ξ2η1̇ + ξ1η2̇

W 2 = t
(η1̇
η2̇

)
σ2

(
ξ1

ξ2

)
= i
(
ξ1η2̇ − ξ2η1̇

)

W 3 = ξ1η1̇ − ξ2η2̇

Ainsi au spineur mixte de rang 2 ϕαα̇ correspond le quadrivecteur
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W µ :






W 0 = 1√
2

(
ϕ11̇ + ϕ22̇

)

W 1 = 1√
2

(
ϕ12̇ + ϕ21̇

)

W 2 = 2̇√
2

(
ϕ12̇ + ϕ21̇

)

W 3 = 1√
2

(
ϕ11̇ + ϕ22̇

)
(normalisation pour que W 2 = ϕαβ̇ϕ

αβ̇

⇔ :





ϕ11̇ = ϕ2̇2 = 1√
2
(a0 + a3)

ϕ22̇ = ϕ11̇ = 1√
2
(a0 − a3)

ϕ12̇ = −ϕ21̇ = 1√
2
(a1 − ia2)

ϕ21̇ = −ϕ12̇ = 1√
2
(a1 + ia2)

soit ϕαβ̇ = 1√
2
aµσµ de même ϕα̇β = 1√

2
aµσ

∼
µ.

9.5 Inversion d’espace et bispineurs

3d : l’inversion d’espace commute avec les rotations

4d : l’inversion d’espace, notée Is, ne commute pas avec les transformations
de Lorentz pures → cette opération permet de relier les représentations complexes
conjuguées l’une de l’autre, et en particulier de transformer les spineurs non pointés
en spineurs pointés. Elle permet l’introduction des bispineurs, nécessaires à la théo-
rie des particules massives de spin demi-entier, tels l’électron ou les nucléons.

3d : ξ → Isξ = Pξ où P est un coefficient constant, en effet Is est diagonal
pour un spineur 3d puisque Is commute avec les rotations, d’où le résultat d’après
le Lemme de Schur.

P est défini avec une certaine liberté : deux inversions successives permettent de
revenir à l’état initial. Mais ce retour peut être considéré soit comme une rotation
d’angle θ, soit comme une rotation d’angle 2n.

Pour un spineur, qui change de signe par rotation de 2n, ces deux possibilités ne
sont pas équivalentes.

deux possibilités : P 2 = 1⇒ P = ±1
P 2 = −1⇒ P = ±i

Nous choisissons la seconde possibilité.

Rem. : la parité ne peut avoir de caractère absolu, puisque les spineurs changent
de signe dans une rotation de 2n, qui peut toujours être faite en même temps que
l’inversion.

En revanche la parité du scalaire ψαψα est absolue, tous les spineurs changeant
simultanément de signe dans une rotation de 2n, ce qui n’affecte pas la parité de
ce scalaire.

4d : notons L~V la transformation de Lorentz pure de vitesse ~V
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Alors IsL~V = L−~V Is

Donc [Is, L~V ] 6= 0 (pour ~V 6= ~0)
Ainsi les composantes d’un spineur quadridimensionnel ne peuvent se transfor-

mer en elles-mêmes (sinon Is serait multiple de l’identité, puisque Is commute avec
les rotations, et donc Is commuterait avec les transformations de Lorentz pure !). La
seule solution est que les composantes de ξα se transforment dans d’autres quantités :

ξα → iηα̇ ηα̇ → iξα

qui vérifie bien P 2 = −1.
On a donc

ξα → −iηα̇ ηα̇ → −iξα
Rem. : Comme l’inversion d’espace ne change pas la valeur du spin, on doit avoir
ξα → iηβ̇ avec β = α .

En effet : sous une rotation les 4-spineurs se comportent comme des 3-spineurs.
Or ces derniers vérifient ψα ∼ ψα.

Comme ηα̇ ∼ ξ
α
, ηα̇ ∼

SL(2,C)
ξα ∼

SL(2,C)
ξα, donc si ξ1 correspond à la projection du

spin 1/2 et ξ2 à la projection du spin −1/2, il en est de même pour η1̇ et η2̇.
Pour combiner de façon cohérente inversion et groupe de Lorentz restreint, on

doit donc considérer des espaces de représentation contenant simultanément les spi-
neurs et les spineurs pointés. Au minimum, il faut considérer les couples (ξα, ηα̇),
appelés bispineurs d’ordre 1. Partant de cette représentation minimale, on peut cons-
truire par produits tensoriels les représentations irréductibles du groupe de Lorentz
complet.

Produit scalaire à partir de (ξα, ηα̇) et (θα, Hα̇) :
• soit ξαθα + ηα̇H

α̇ ce qui donne un scalaire de Lorentz (→ ηα̇H
α̇+ ξαθα sous Is)

rem. : ξαθα + ηα̇H
α̇ = ξαθα − ηα̇Hα̇

• soit ξαθα − ηα̇H α̇ ce qui donne un pseudo-scalaire de Lorentz
rem. : ξαθα − ηα̇H α̇ = ξαθα + ηα̇Hα̇

Ex. : spineurs mixtes d’ordre 2

soit ϕαβ̇ ∼ ξαH β̇ + θαηβ̇
Is→ ϕα̇β

correspond à un vrai vecteur aµ, i.e. qui se transforme selon (a0,~a)
Is→ (a0,−~a)

soit ϕαβ̇ ∼ ξαH β̇ − θαηβ̇
Is→ − ϕα̇β

correspond à un 4 pseudo-vecteur : (a0,~a)
Is→ (−a0,~a)

Preuve : il suffit d’examiner les formules d’inversion p. SL-17

Rem. : l’opération de parité s’écrit



ξ1

ξ2

η1̇

η2̇




s

= i




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0







ξ1

ξ2

η1̇

η2̇






142CHAPITRE 9. REPRÉSENTATIONS SPINORIELLES DU GROUPE DE LORENTZ

l’opération de parité doit conserver le spin. On pourrait donc a priori mélanger les
spineurs de la façon suivante par parité :

γP = i



ξ1 η1̇ ξ2 η2̇

A 0
0 B


 γ2

P = −1l4×4 = −
(
A2 0
0 B2

)

donc A2 = B2 = 1l2×2.
A et B ont donc pour valeurs propres 1 et −1 (car (A

B
− 1)(A

B
+ 1) = 0).

Comme A et B agissent sur des espaces qui sont en somme directs, on peut les

diagonaliser simultanément : or

(
0 1
1 0

)
a pour valeurs propres 1 et −1.

Don on peut encore écrire PγPP
−1
i = i




0 1
1 0

0
1 0


 c.q.f.d.
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