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Chapitre 1

Mécanique analytique

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques concepts essentiels de mécanique
analytique, en décrivant les approches hamiltonienne et lagrangienne, pour les sys-
témes comportant un nombre fini de degrés de liberté. On trouvera un exposé détaillé
de ces notions dans le Landau de mécanique [1| dont ce chapitre s’inspire fortement.

1.1 Principe de moindre action

1.1.1 Equations d’Euler-Lagrange

Dans la mécanique lagrangienne (Lagrange, 1787), tout systéme mécanique est
caractérisé par sa fonction de Lagrange (ou lagrangien) L(q1, qa, -, qs; 41, 4oy - G55 1),
notée par la suite L(q,q,t). q1,qo, ..., ¢s représentent les s coordonnées généralisées
du systéme. Ces coordonnées, qui ne sont pas forcément cartésiennes, caractérisent
complétement la position d'un systéeme & s degrés de liberté. Leurs dérivées par
rapport aux temps ¢, s, ...,{, sont les vitesses généralisées du systéme. Le fait
que la connaissance & un instant donné des positions et des vitesses d'un systéme
suffise & caractériser complétement son évolution ultérieure vient du fait que de fagon
générale, les équations du mouvement d’un systéme sont des équations différentielles
du second ordre.

Supposons que la position du systéme soit bien déterminée aux instants ¢, et ts.
On note ¢, ¢ ces positions.

Le principe d’Hamilton, ou principe de moindre action, postule que le systéme
se déplace de telle sorte que 'action

to
5= / L(g,d.¢) dt (1.1)
t1
soit minimale (plus généralement extrémale pour 'ensemble de la trajectoire, la
condition de minimalité n’étant valable que pour des portions suffisamment petites
de la trajectoire). La trajectoire du systéme peut alors étre déterminée en résolvant
les équations d’Euler-Lagrange, qui s’établissent par une méthode variationnelle.
Soit ¢(t) la fonction (supposée unique) qui rend S extrémale. Considérons une
variation 0¢(t) de la trajectoire, qui vérifie dq(t1) = dq(t2) = 0. Cette variation est
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6 CHAPITRE 1. MECANIQUE ANALYTIQUE

supposée petite, dans un sens que 1’on peut préciser mathématiquement & condition
de définir correctement 1’espace de fonction sur lequel agit la fonctionnelle action,
et de le munir d’une norme |[2|. Nous laissons de coté ici tout soucis de rigueur
mathématique. La variation de ’action s’écrit alors

to to
55 = [ wla+ondroana- [ Ligdnd

t1 t1

2 OL oL
= ——0q + —.5(_}) dt = 0. 1.2
/m <5q 9¢ (12)
En utilisant le fait que ¢ = %5q et en intégrant par partie, on obtient
oL [* [ (0L dOL
08 = —dq +/ (————,) dqdt =0, 1.3
aq |, n \Ogq dt0q (13)

pour toute variation dg. On obtient donc les équations d’Euler Lagrange (pour un
systéme a s degrés de liberté)

4oL oL _
dt9q;  Oq; B

(i=1,..5). (1.4)

Ce sont les équations du mouvement du systéme : si L est connu, alors les équations
(1.4) permettent de relier accélerations, vitesses et coordonnées. Elles forment un
systéme de s équations différentielles du second ordre & s fonctions inconnues ¢;(t).
Leur solution générale contient 2s constantes arbitraires qui doivent étre précisées
par les conditions initiales.

exercice 1.1

Montrer que les équations du mouvement ne sont pas modifiées si 'on ajoute au
lagrangien la dérivée totale d’une fonction quelconque des coordonnées et du temps.

Considérons a titre d’exemple le cas d’un point matériel libre. Plagons nous dans
un référentiel galiléen, dans lequel par définition 1'espace est homogéne et isotrope,
et le temps uniforme. Il est alors clair que le lagrangien du point matériel ne peut
dépendre que du carré de sa vitesse.

exercice 1.2

En déduire le principe d’inertie, a savoir que le mouvement d’un point matériel libre
dans un référentiel galiléen est rectiligne et uniforme.

1.1.2 Principe de relativité galiléen :

Il existe une infinité de référentiels galiléens, qui sont animés les uns par rapport
aux autres d’'un mouvement rectiligne et uniforme, dans lesquels les propriétés du
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temps et de l'espace sont les mémes, ainsi que les lois de la dynamique. Les lois de
transformation sont données par un groupe & 10 parameétres :

{t’:t+t0

ou I?;; est une matrice orthogonale et V; représente les 3 composantes de la vitesse.
exercice 1.3

En utilisant le principe de relativité galiléen, montrer que le lagrangien d’un point
matériel libre est de la forme
L=av. (1.6)

On pourra considérer deux référentiels galiléens qui se déplacent I'un par rapport a
I’autre avec une vitesse infiniment petite, et utiliser le résultat de ’exercice 1.1.

Par convention, on fixe a = m/2, ce qui définit la masse m du point matériel.
Cette quantité doit étre positive d’aprés le principe de moindre action

1.1.3 Fonction de lagrange pour un systéme de points maté-
riels

Pour un systéme fermé de points matériels en interaction, le lagrangien s’écrit
L=T-U (1.7)

oul = %Za mai? est Pénergie cinétique, la somme portant sur les points du sys-
téme matériel, et U(z], 23, ...) est I'énergie potentielle. Si au lieu de coordonnées
cartésiennes on utilise des coordonnées généralisées pour décrire le mouvement du
systéme, il faut effectuer la transformation

L :fa(q17q27"’7q8)7 (18)
et donc
':ta = fa(d17427---7qs)- (19)
La fonction de Lagrange aura alors la forme
1 .
L=5> aij(@)did;—Ula), (1.10)
4,3

ou les fonctions a; ; ne dépendent que des coordonnées. Ainsi dans un systéme de
coordonnées généralisées, ’énergie cinétique est toujours fonction quadratique des
vitesses, mais elle peut dépendre aussi des coordonnées.

exercice 1.4

En utilisant les équations d’Euler-Lagrange, retrouver la relation fondamentale de
la dynamique entre force et accélération.
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1.2 Intégrales du mouvement

Nous avons vu plus haut (voir 1.1.1) que la solution des équations du mouvement
d’un systéme fermé a s degrés de libertés fait intervenir 2s constantes. En fait, a
cause de 'uniformité du temps, une des constantes du mouvement peut étre élimi-
née, de sorte qu’il reste 2s — 1 équations du mouvement. Nous allons considérer ici
successivement trois types d’intégrales premiéres tout a fait fondamentales : I’éner-
gie, I'impulsion et le moment cinétique, qui sont directement reliées respectivement
aux propriétés d’uniformité du temps, de l'espace, et d’isotropie spatiale, dans les
référentiels galiléens.

Nous verrons plus loin grace au théoréme de Noether comment de fagon géné-
rale toute symétrie continue de ’action entraine I'existence d'une quantité conservée.

exercice 1.5
En utilisant 'uniformité du temps pour un systéme fermé et en se servant des équa-
tions d’Euler-Lagrange, montrer que I’énergie définie par

E:q’g—g—L (1.11)

est conservée.

exercice 1.6

En utilisant I'uniformité de ’espace pour un systéme fermé et en se servant des
équations d’Euler-Lagrange, montrer que I'impulsion définie par

est conservée (la somme sur a représente la somme sur tous les points du matériels
systéme). On pourra considérer une translation globale infinitésimale du systéme et
calculer la variation correspondante du lagrangien. Quelle est I'expression de 1'im-
pulsion dans le cas d’une particule libre ? Ecrire les équations d’Euler-Lagrange en
terme des impulsions et des forces.

Dans le cas o I'on utilise des coordonnées généralisées ¢; (i=1,...s), les impulsions
généralisées sont définies par

oL
;= —— 1.13
Pi= o (1.13)
et les forces généralisées par
oL
F, = 1.14
9 (1.14)

Dans le cas de coordonnées cartésiennes en mécanique, les coordonnées p; sont sim-
plement les composantes du vecteur p,. Mais dans le cas général, 'impulsion est une
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fonction linéaire homogéne des vitesses généralisée qui ne se raméne pas au produit
d’une masse par une vitesse.

exercice 1.7

En utilisant I'isotropie de I’espace pour un systéme fermé et en utilisant les équations
d’Euler-Lagrange, montrer que le moment cinétique défini par

L= #ulfa (1.15)

a

est conservé. On pourra considérer une rotation globale infinitésimale du systéme et
calculer la variation correspondante du lagrangien.

1.3 Equations canoniques

1.3.1 Equations de Hamilton

Dans l'approche lagrangienne étudiée plus haut, les lois de la mécanique sont
formulées en supposant que I’état du systéme est décrit par les coordonnées et les
vitesses généralisées de celui-ci. Il est possible de passer d’un choix de variables
indépendantes & un autre en effectuant une transformation de Legendre. Elle consiste
a remplacer une variable dynamique par sa variable conjuguée. Considérons pour
cela la différentielle totale du lagrangien :

dL = Z dql—l—z (1.16)

En utilisant la définition des impulsions généralisées et les équations d’Euler-Lagrange,
on peut remplacer cette expression par

dL = pidg; + Y pidd; . (1.17)

On définit la fonction de Hamilton (ou hamiltonien) du systéme par la transformée
de Legendre du lagrangien par rapport au couple (p;, ;)

H(p, qt szqz : (1.18)
C’est énergie du systéme. On constate que la différentielle de H s’écrit
dH = = " pidg; + > _ didp; | (1.19)

ce qui est exactement le but recherché : on a remplacé la description du systéme
en terme de coordonnées et de vitesses (g;, ;) par une description en terme de
coordonnées et d’impulsion (g;, p;).
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Cette transformation est trés utilisée en thermodynamique par exemple, lorsque
I'on remplace ’étude de ’énergie interne par celle de 'enthalpie (passage du couple
de variables (5,2, N) au couple de variable (T, €, N) (ou S est l'entropie, € est le
volume, N le nombre de particules, et T' la température).

Les équations du mouvement dans ce nouveau couple de variables sont mainte-
nant

. oH . 0OH
4 opi P Jg;

(1.20)

comme on peut le voir immédiatement d’aprés l'expression de la différentielle de
H (1.19). Ces équations dites d’Hamilton (ou canoniques a cause de leur simplicité
et de leur symétrie) forment un systéme de 2s équations différentielles du premier
ordre & 2s fonctions inconnues ¢(t) et p(t), qui remplacent les s équations du second
ordre d’Euler-Lagrange.

exercice 1.8

Montrer que
an _on
da ot

Retrouver ainsi la loi de conservation de I'énergie.

(1.21)

Dans le cas ot le systéme dépend également d’un paramétre A qui n’est pas une
variable dynamique (exemple : champ extérieur dans lequel le point matériel est
plongé, voir chapitre 2), montrer que

OH oL

= == (1.22)
oN |, B))

q,9

En déduire que dans le cas ol le lagrangien dépend explicitement du temps,

o
ot

oL

- (1.23)

g a9

1.3.2 Fonction de Routh

Il est parfois utile de n’effectuer la transformation de Legendre précédente que
pour certains couples de variables (¢, p). Supposons par exemple que la dynamique
du systéme est décrite par deux variables g et &, et effectuons une transformée de
Legendre par rapport au couple (¢, p) uniquement. Il est alors naturel d’introduire
la fonction de Routh

exercice 1.9
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Montrer que la fonction de Routh est une fonction de Hamilton par rapport a la
coordonnée ¢ et une fonction de Lagrange par rapport a la coordonnée & :

R R
- y = — 1.2
d OR OR
—— == 1.2
dt 9¢ o0& (1.26)
Montrer que I'énergie s’écrit
-OR
EFE=R—-¢(—. (1.27)
23

La généralisation au cas de plus de 2 variables est immédiate. L’intérét de cette
fonction de Routh apparait dans les systémes possédant une coordonnée cyclique.
On dit que ¢ est une coordonnée cyclique si elle n’entre pas explicitement dans le
lagrangien. Il est alors immédiat que I'impulsion p est constante, comme on peut le
voir d’apreés les équations canoniques (1.25) ou d’apreés I’équation d’Euler-Lagrange
pour la coordonnée q. Les équations d’Euler-Lagrange pour les coordonnées &; (1.26)
se réduisent alors simplement & des équations contenant les coordonnées &; (notées
symboliquement &)

d OR(p,&,€) _ OR(p,§,§)

a ot 0
Les coordonnées cycliques disparaissent donc complétement des équations du mou-
vement, p jouant simplement le réle d’'un parameétre. La méthode consiste donc a
trouver les fonctions £(t) solutions des équations (1.28) puis & obtenir la coordonnée
cyclique ¢(t) par intégration de ’équation canonique

. OR(p.&,§)
q= T . (1.29)

(1.28)

1.3.3 Crochets de Poisson

Il est intéressant de reformuler les équations canoniques a ’aide des crochets de
Poisson. Ce formalisme s’avére en particulier trés utile pour comprendre le passage de
la dynamique classique a la dynamique quantique, que le systéme posséde un nombre
fini de degrés de liberté, comme c’est le cas dans ce chapitre, ou qu’il posséde un
nombre infini de degrés de liberté, situation que nous examinerons dans le chapitre
2.

On définit le crochet de Poisson de deux fonctions f et g agissant sur 'espace

R?¢ par
~~(0f 99 0g0f
{f,g} - ; (8% Op; 0q; api) . (1.30)
exercice 1.10
Montrer que
d 0
—f——f—i-{f,H}. (1.31)

dt ot
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Une condition pour que f soit intégrale premiére du mouvement est donc que

of

S HLHY =0, (1.32)

soit, dans le cas ou cette intégrale premiere ne dépend pas explicitement du temps,
{f,H}=0. (1.33)
exercice 1.11

Montrer que I’ensemble des fonctions f(p, q) différentiable sur I'espace R* muni de
I'opérateur crochet de Poisson définit une algébre de Lie de dimension co.
Montrer que

{f, constante} = 0 (1.34)
{fg,n} = f{g.h}+g{f n} (1.35)
o) of dg

{g:,9;} =0, {pipj} =0, {ap;} =70 (1.37)
{a.f}= % , Ap f}= —g—g (1.38)
i=U=(gm, s=T=pu) (1.39)

Théoréme de Poisson
Si f et g sont des intégrales premiéres, alors {f, g} est aussi une intégrale pre-
mieére.

exercice 1.12

Démontrer ce théoréme. On pourra utiliser la propriété (1.35) et I'identité de Jacobi
satisfaite par le crochet de Poisson (voir exercice 1.11).

exercice 1.13

1- Calculer les crochets de Poisson formés a partir des composantes du moment ci-
nétique.

2- Calculer les crochets de Poisson formés a partir des composantes du moment ci-
nétique et de I'impulsion.
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3- Montrer que le crochet de Poisson d’une fonction scalaire des coordonnées et des
impulsions avec les composantes du moment cinétique est nul.

4- Soit 7 un vecteur unitaire. Montrer que

{f.Li}=aAf, (1.40)

ou f est une fonction vectorielle des coordonnées et des impulsions.

1.4 L’action en fonction des coordonnées

1.4.1 Variation de ’action pour deux trajectoires réelles voi-
sines

Lorsque nous avons formulé le principe de moindre action dans la partie 1.1,
nous avons envisagé des variations de I'action entre deux valeurs fixées ¢(t1) et q(t2)
des coordonnées du systéme considéré a deux instants fixés ¢, et t5. La trajectoire
réelle correspond alors a celle qui minimise 'action S, les contraintes précédentes
étant satisfaites.

Nous allons maintenant étudier les variations de l’action lorsque l'on considére
différentes trajectoires réelles. On peut tout d’abord considérer la variation de I'ac-
tion lorsque I'on impose aux trajectoires de passer par la méme position ¢(t;) = g
au méme instant ¢; mais en des positions différentes a 'instant ¢5. On peut égale-
ment considérer I'action comme une fonction explicite du temps, c’est a dire étudier
ses variations lorsque l'on impose aux trajectoires réelles de passer par la méme
position ¢(t;) = ¢ au méme instant t;, et a la méme position ¢» mais en des
instants différents t¢,.

Nous allons ici directement envisager une transformation générale infinitésimale
de la trajectoire, pour laquelle les coordonnées et le temps varient tous deux a la
fois au début et a la fin du mouvement.
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t + Ot (t)

y

bt + 0ty ty  ty + 0ty

Soit donc ¢(t) la trajectoire définie de t; & to, solution des équations d’Euler-
Lagrange. Considérons une transformation générale infinitésimale de cette trajec-
toire de la forme
¢ = t+0t(t)
q(t) = q)+dq(t) -

Notons dq(t) la différence entre les coordonnées de la trajectoire tranformée et la
trajectoire initiale mesurées au méme instant t.

oq(t) = d'(t) —q(t)

= q(t —ot) + dq(t — 5t) — q(t)
= 4q(t) — ¢(t).0t + ...(termes d’ordre supérieur en dt) (1.42)

(1.41)

L’action de la trajectoire initiale s’écrit, en notant 0ty o = 6t(t12),

S— /t L), d(0).1) dt. (1.43)

Aprés la transformation (1.41), elle s’écrit, le long de la trajectoire ainsi obtenue,

ta 40t
S = / L), d(0),1) dt (1.44)
t14+0t1

to+0t2 to

Lq/(6),(8),1) dt + / Lq'(6).d/ (). ) dt.

t1

- /ttl L(q'(t),d'(t).1) dt+/

146t to

soit encore, en négligeant les termes d’ordre supérieur a Jt,

§ = ot L0400+ [ L0700 a

t1

= ot L(q(t),4(),t) §f+/t2 L(q(t) +0q(t), 4(t) + 04(t), 1) di . (1.45)

t1
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Examinons le dernier terme. Il s’écrit encore, en développant au premier ordre en
0q et 44,

/:2 {L(q(t), (), 1) + Z—S&H—g—&]} it

1

:/:ZL(q(t),q‘(t),t)+/t1 {Zqu i(gL) 6q}d +/: dt% (g—Léq)

to to
+S+/ {a—L—ia—L,} Sqdt (1.46)
t1

t1

oL
~ % “5q

Le dernier terme de l’équation précédente s’annulle puisque ¢(t) est solution des
équations du mouvement. Ainsi

t2

oL
ds = (a—q,aq +L 5t) (1.47)

t1

Il est intéressant de remarquer que dans le calcul menant a l'expression précédente,
on a uniquement utilisé le fait que la trajectoire initiale est solution des équations
du mouvement. Il semble au premier abord que la trajectoire transformée puisse
étre quelconque. En fait, puisque S est extrémale dans ’espace des trajectoires pour
la trajectoire réelle initiale qui va de (¢V,t,) a (¢'®,t;), une trajectoire voisine
quelconque (i.e a priori non solution des équations du mouvement) ne différant que
d’une “petite” quantité dg (au sens de la norme dans Iespace sur lequel agit la
fonctionnelle action) rendra I'action extrémale (a des termes en d¢® prés), et sera
donc solution des équations du mouvement a 'ordre d¢ considéré.

Ceci se traduit par le fait que la contribution correspondante au calcul précédent
est d’ordre 0¢2. La seule contribution a la variation de I'action ne peut provenir que
des termes de bord, comme le montre effectivement 1’équation (1.47). Celle-ci peut
encore s’écrire, en restaurant la dépendance explicite dans les 2s degrés de liberté,
et en utilisant la définition du hamiltonien et de I'impulsion,

dS:ZS—q,Li (Za g — )5t

to to

(1.48)

= Zpi5Qi — Hot

t1 t1

Considérons une transformation qui ne met en jeu que les coordonnées ¢ = ¢ et
I'instant ¢t = ¢, finals. De I'expression correspondante

dS = pidg; — Hdt (1.49)

on voit alors immédiatement que les dérivées partielles de 'action par rapport aux
coordonnées sont égales aux impulsions correspondantes :
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et que la dérivée partielle de ’action par rapport au temps est égale & 'opposé du
hamiltonien :
as

ot
Le fait que I'expression (1.49) doivent étre une différentielle impose des contraintes
sur les mouvements possibles. En particulier, les lois de I'optique géométrique peuvent

s’établir de cette fagon. On trouvera un exposé détaillé de ces techniques dans le
Landau de théorie des champs, §53-55 [3].

—H, (1.51)

exercice 1.14

En utilisant I’expression (1.49) pour calculer 'action et en considérant les coordon-
nées et les impulsions commes des variables indépendantes, montrer que le principe
de moindre action conduit aux équations de Hamilton.

1.4.2 Théoréme de Noether

Ce théoréme constitue une conséquence importante de la formule (1.48) donnant
la variation de ’action sous une transformation continue quelconque : & toute trans-
formation générale continue qui laisse invariante I’action stationnaire correspond une
constante du mouvement.

En effet si 'action est invariante sous la transformation infinitésimale (1.41), on
en déduit que
pdq — Hot (1.52)

est une constante du mouvement, et la généralisation pour toute transformation
continue laissant ’action invariante est immédiate. Notons que le lagrangien lui-
méme n’est pas forcément invariant sous la transformation. On exige uniquement
I'invariance de l'action.

exercice 1.15

1- En appliquant le théoréme précédent, retrouver la loi de conservation de I'énergie
pour un hamiltonien indépendant du temps.

2- En utilisant I'uniformité de I’espace pour un systéme fermé dans un référentiel
galiléen, retrouver la conservation de 'impulsion.

2- En utilisant 'isotropie de ’espace pour un systéme fermé dans un référentiel
galiléen, retrouver la conservation du moment cinétique.

Nous verrons sa généralisation aux systémes comportant un nombre infini de
degrés de liberté dans le chapitre 2. Ce théoréme joue un role central en théorie
quantique des champs car il permet, connaissant les symétries d’un systéme, de de-
viner la forme du lagrangien possédant une telle symétrie au niveau classique. Cette
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symétrie peut éventuellement disparaitre au niveau quantique, lorsque ’'on quantifie
le champ, laissant alors apparaitre des anomalies.

exercice 1.16

Montrer que la quantité conservée @ = . p;0q; — Hot est le générateur des trans-
formations infinitésimales :

et

{Q,p;} = —dp;. (1.54)

1.4.3 Principe de Maupertuis

Nous avons vu que le principe de moindre action détermine complétement le
mouvement d’un systéme mécanique. En résolvant les équations du mouvement, on
obtient ainsi la relation entre les coordonnées et le temps. En particulier on peut
obtenir la forme des trajectoires. Si l'on s’intéresse seulement a la détermination des
trajectoires, il est possible de simplifier le principe de moindre action. Nous allons
supposer dans ce qui suit que le lagrangien, et donc I’hamiltonien, ne dépendent pas
explicitement du temps. Alors I’énergie du systéme se conserve

H(p,q) = E = cste . (1.55)

Si 'on considére la variation de l'action pour des valeurs initiales et finale des co-
ordonnées données et pour une valeur initiale donnée t; du temps, avec un temps
final ¢ variable, on obtient, d’aprés I’équation (1.48),

§S = —Hét (1.56)

qui s’écrit encore, si 'on se restreint aux trajectoires satisfaisant a la conservation
de I’énergie,
0S+FEit=0. (1.57)

De méme, la restriction aux trajectoires qui conservent 1’énergie donne pour l'action
I’expression

S= [ > pida— Bt~ ) (1.58)

d’aprés 'expression générale (1.48) de la différentielle totale de 'action comme fonc-
tion des coordonnées et du temps a la limite supérieure de 'intégrale. En substituant
Iexpression précédente dans I’équation (1.57) il vient

58, =0, (1.59)
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ou 'action réduite est définie par

So = /Zpid%’ . (1-60)

Ainsi nous pouvons énoncer le Principe de Maupertuis : 'action réduite posséde un
minimum sur ’ensemble des trajectoires satisfaisant a la conservation de I'énergie
et passant par le point final donné a un instant arbitraire. Cet énoncé répond donc
bien a la question initiale puisqu’il nous dit comment déterminer la trajectoire, indé-
pendamment du mouvement effectif du systéme. Le probléme se rameéne finalement
a trouver le minimum ne dépendant que des variables ¢ et de leurs différentielles dg,
avec l'énergie comme paramétre.

D’aprés la définition de p,
0 dq
i =—L{q,— | . 1.61
S (q dt) oy

La conservation de I'énergie s’écrit

E( Zg) E, (1.62)

d’ou l'on tire I'expression de la différentielle dt en fonction de ¢ et dg,

dt = f(q,dq) . (1.63)

De I’équation (1.61) on tire alors p = g(q, dq, F), ou E joue le réle d'un paramétre.
Examinons en particulier comment cette suite de transformations s’opére dans le
cas du lagrangien d'un systéme de points matériels (1.10). Partant de

1 ..
3 > aig(@)did; = Ula), (1.64)
i7j
on tire
pi = 3q Z ai;(q (1.65)
et X
- 52%(9) G;4; + U(q) (1.66)
ij
d’olt
a;;(q) dg; d
dt \/Zzg J q QQ (167)
et

szd% Z azy QJ d (168)
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Ceci permet donc d’écrire I'action réduite sous la forme

So = /Zpid%‘ = / \/2(E - U)Zaij dg; dqj‘ (1-69)

Prenons I'exemple d'un point matériel, dont la partie cinétique du lagrangien est

donnée par 'expression (1.6)
_m(dI\ (1.70)
o2 \dt) '

ou dl est I’élément de longueur sur la trajectoire. D’aprés I’équation (1.59),

6/V%ME—Wﬂ:0, (1.71)

I'intégrale étant prise entre deux points donnés de I'espace. Dans le cas du mouve-
ment libre, U = 0 donc I’équation (1.71) devient

5/m:m (1.72)

c’est-a-dire que la particule suit le plus court chemin, qui est un segment de droite.
Si 'on revient a l’expression

et que l'on fait une variation du paramétre E, on obtient

_ 05
08 = 0—E5E (t—t))0F — Eot. (1.74)
Or 65 + E 6t =0 donc
050
Sp=t—h (1.75)

En utilisant expression (1.69) on obtient donc

a;;(q) dg; d
t—tl—/\/Z” / q A (1.76)

qui n’est autre que U'intégrale de I'expression (1.67) obtenue pour dt.

Ainsi nous avons obtenu non seulement la trajectoire du systéme, mais également
la loi de son mouvement au cours du temps, puisque nous avons pu exprimer ¢ comme
fonction des positions du systéme au méme instant.
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1.5 Transformations canoniques

Les transformations

(qlaQQa“'aqS) - (Q17Q2>"'7Q8) (177)

ne modifient pas les équations d’Euler-Lagrange. Plus généralement, les transforma-
tions, dites ponctuelles, du type Q; = Q;(g,t) laissent les équations du mouvement
invariantes.

Elles laissent aussi les équations d’hamilton invariantes. En fait ces équations
d’Hamilton ont une classe d’invariance beaucoup plus grande. Considérons donc
une transformation du type

Qi = Qi<p7Q7t)
{ P = Pi(p,q,t) ~ (1.78)

A quelle condition cette transformation laisse-t-elle invariante la forme canonique
des équations du mouvement ?

1.5.1 Fonction génératrice d’'une transformation canonique

La condition s’exprime par le fait que (); et P; doivent vérifier

Qi = 8H./
{ P — —8?;’3 : (1.79)

Or les équations d’Hamilton découlent du principe variationnel

b /(Zpidqi—Hdt) =0, (1.80)
d’aprés l'exercice (1.14). On doit donc également avoir

b /(Z PdQ; — H'dt) =0, (1.81)

c’est-a-dire que les expressions sous le signe somme ne doivent différer que par une
différentielle totale dF :

> pidg;— Hdt = PdQ; — H'dt+dF . (1.82)
F est la fonction génératrice de la transformation, dite canonique. De I'expression
dF =Y pidg; — Y P,dQ;+ (H' — H)dt (1.83)
on tire o
h- 8_[“6F
H =H+ 9%
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pour F' = F(q,Q,t). Si la transformation est écrite en terme de ¢, P, t, il suffit
d’effectuer une transformation de Legendre :

dF+Y PQ) =) pidg+> QidP;+ (H — H)dt. (1.85)
En posant ®(¢, P,t) = F + ), P; Q;, on obtient donc
pi = 3—;
Qi = 5p : (1.86)
H =H+%
ot

Ces résultats appellent plusieurs remarques :

i) Si 'on prend ® = ). fi(q,t) P, on retrouve la classe des transformations
ponctuelles Q; = fi(q,1).

ii) Si la fonction génératrice ne dépend pas du temps, alors H' = H, donc il suffit
de remplacer dans H les quantités p, ¢ exprimées en fonction de P et Q).

iii) Considérons F' = ) .¢; Q;. Alors Q; = p; et P, = —¢;. Cet exemple montre
donc que la distinction coordonnées / impulsions est arbitraire. Mieux vaut donc
parler pour (p;, ¢;) de grandeurs canoniquement conjuguées.

1.5.2 Condition en terme de crochets de Poisson

Montrons que condition pour que la transformation soit canonique peut s’écrire

{f7g}17,q = {fag}P,Q> (187)

pour toutes fonctions f et g.

Avant de démontrer ce résultat, notons que le temps ¢ joue le role d’'un paramétre
dans les transformations canoniques, donc il suffit pour démontrer le résultat de
considérer f et g ne dépendant pas explicitement de t.

Considérons g comme une fonction de hamilton. Alors

af
o (/. 9ha- (1.59)

% ne peut dépendre que des propriétés du mouvement, et non du choix de variables.
Donc if

i {f9}praq- (1.89)
Ainsi {f, g}pe = {f, 9}pq, ce qui prouve le résultat. Conséquence immediate :

{Qs, Qj}p,q =0

{F, Pj}:mq =0 (1.90)

{F, Qj}p,q = 0
On peut montrer que la variation de p et ¢ lors du mouvement est une transforma-

tion canonique. En effet, notons ¢;, p; les coordonnées et les impulsions du systéme
a l'instant t, et q;y,, pir leur valeur a l'instant ¢ 4+ 7. Alors la transformation

{ G = (e, Pe; T) (1.91)
DPit+r = p(qtvptv T)
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est canonique. En effet, pour ¢ et t + 7 donnés, la différentielle de I'action sécrit

dS = prrr darer — pedas (1.92)

En comparant avec
dF = pidg; — > PdQ;+ (H' — H) dt, (1.93)
on constate que F' = —S (et H = H’) : on a bien effectué¢ une transformation

canonique, la fonction gnératrice de la transformation étant 1'action elle-méme.

1.5.3 Théoréme de Liouville

L’élément de volume de I’espace des phases dI' = dq;...dg.dp;...dps est invariant
sous les transformations canoniques.

Preuve : on veut montrer quef... qul...dqsdpl...dps = f ...fdQl...dQSdPl...dPs.

Or cette derniére intégrale peut encore s’écrire, par changement de variable,

Qs Py, P
/.../dQl...dQsdPl...dPs:/.../a( e Qs By S)dql...dqsdpl...dps.
a(Qla'-'>qsapla--'>ps)
(1.94)

En notant J le jacobien de la transformation précédente, il nous faut donc montrer
que J=1.Or

_ a(Qh "'7@87 P17 "'7Ps) 8(Q17 -y (s, P1, "'7ps)
a(qla -y s, Pla "'>PS) a(ql> ey Qs Pla "'7PS)

_ 8(@17 ) Qs)

J /] =

En écrivant la transformation canonique a ’aide de la fonction génératrice ®(q, P)
on peut écrire
8@2 . 82(1) ot 8pi o 82(1)
gy, B 0q0F; 0Py B 0q; 0P .

Le déterminant de ces deux matrices est donc identique. Donc J = 1, ce qui prouve

le résultat annonceé.

Remarque : comme nous avons vu que la variation de p et ¢ au cours du temps est

une transformation canonique, on déduit du théoréme de Liouville que le volume

d’une portion d’espace des phases que 1'on suit dans son mouvement est constant.
Ce résultat se généralise & n’importe quelle p-forme définie sur des variétés p-

dimensionnelles de l'espace des phases. Exemple : [ [ > dg; dp; .

(1.96)

X s) / AP, s ps)
a(Qla--~>Qs) P=cste a(Pl,



Chapitre 2

Théorie classique des champs

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons examiner comment généraliser le formalisme de la
mécanique analytique aux systémes comportant un nombre infini de degrés de li-
berté. Un champ est un systéme possédant un nombre infini de degrés de liberté.
C’est le cas par exemple de la mécanique des fluides ou encore de I’électromagné-
tisme. Dans la suite, nous allons nous intéresser aux théories des champs relativistes,
pour lesquels le groupe de symétrie d’espace-temps sera le groupe de Poincaré. No-
tons cependant que la forme des équations du mouvement pour le champ, de méme
que ’écriture de la seconde variation de ’action, ne font pas explicitement intervenir
le groupe de symétrie d’espace temps envisagé (groupe de Galilée pour la mécanique
des fluides non relativistes par exemple). Le passage de la mécanique analytique a
la théorie des champs consiste & remplacer les coordonnées ¢;(t), en nombre fini (in-
dexées par 7) par une collection infinie de coordonnées, indexées par un parameétre
qui pourra étre discret (exemple : théorie des champs sur réseau) ou continu. Dans la
suite, on supposera que ces coordonnées sont indéxées par les coordonnée spatiales
supposées continues, et pour simplifier les notations, on discutera le cas d’'un champ
scalaire, qui sera noté génériquement ¢(Z,t). Dans le cas relativiste, notera ¢(z) ce
champ. Bien entendu, le champ pourra étre vectoriel, spinoriel, tensoriel... Les lois
de transformation des tels champs sous le groupe de symétrie d’espace-temps seront
discutées en détail dans les chapitres suivants.

2.2 Formulation lagrangienne

On se limitera dans tout ce qui suit aux théories des champs locales, pour les-
quelles 'action pourra s’écrire sous la forme

S = /d4x£(x) (2.1)

ou L(z) est la densité lagrangienne qui sera supposée ne dépendre que d’un nombre
finide dérivées des champs (en pratique, en général £(x) ne dépendra que des champs

23
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et de leur dérivée premiére). Ceci interdit par définition la non localité : pour que
L(x) dépendent de la valeur des champs au point y distinct de x il faudrait que I'on
puisse reconstruire, par développement en série, le champ ¢(y) a partir de ¢(z) et de
ses dérivées en x, ce qui bien sir nécessite en général un nombre infini de dérivées.
L(z) sera donc de la forme

L(z) = L(¢i(x), Ongi(x), x). (2.2)

L’indice 7 permet d’étiqueter les champs de différente nature ou, si les champs ne sont
pas scalaire, leur composantes (exemple : A, (x) dans le cas de I'électromagnétisme).
En général, on supposera que les champs s’annullent assez vite a l'infini, ce qui
permet de se débarasser des termes de bord lors des manipulation habituelles basées
sur des intégrations par partie (exception notable : théories topologiques).

2.3 Equations d’Euler-Lagrange
On note? le volume déspace temps sur lequel on intégre la densité lagrangienne
L pour obtenir I'action S. La méthode pour onbtenir les équations du mouvement est

exactement la méme qu’en mécanique : on varie cette fois 'action sur une trajectoire,
en effectuant la transformation

¢(x) — o) +06(x) . (2.3)

qui conduit a une variation de 'action de la forme

B iy 0L(x) o, . 0L(x) (o
o5 = [ dte |5 00(a) + g b0 24)

En intégrant par partie, on obtient donc

[ [8E@) ) SE@) ] L)
o5 = [t (S0~ 240+ [ 0@ tden 29

ot 9N est le bord de Q et d®c, est lélément d’intégration sur ce bord. Le dernier
terme de I’équation précédente est nul par hypothése de décroissance ds champs a
I'infini. [’action devant étre stationnaire au voisinage des solutions des équations du
mouvement (donc pour toute variation d¢;(x)), on déduit de (2.5) que

0L(x) 0L(x) _
5oi(2) 8“758u¢,-(x) 0 (2.6)

qui sont les équations d’Euler-Lagrange pour les champs ¢;(z). Notons que I'ajout
d’une divergence totale & la densité lagrangienne ne modifie pas ’action.
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2.4 Les symétries globales

2.4.1 seconde variation de ’action

Le calcul de la seconde variation de 'action est & mettre en paralléle avec celui
effectué en mécanique. De la méme fagon, ce calcul permet d’obtenir la variation de
I’action sous une transformation quelconque des coordonnées d’espace-temps et des
champs, que ces tranformations soient ou non des symétries de ’action.

Considérons donc une transformation quelconque

ot = aH + oxt
¢(a) = o)+ oo(x)
qui est 'analogue de la transformation (1.41). On obtient alors la variation locale
du champ

0p(x) = ¢'(x) — ()
= blr— ) + 6(x — b2) — O(a)
= d¢(z) — 6atd,¢p(x) + ...(termes d'ordre supérieur) (2.8)

(2.7)

L’action pour les champs solutions des équations du mouvement qui s’écrit, avant
transformation,

S = / d'L(p(x), D,0(x), T) (2.9)
Q
devient donc
5= [ dL(a). 0,6, o (2.10)
ou 2 est le transformé de §2 par (2.7). S’ s’écrit encore
S = / d'z L(¢, 0,0, x) +/ o, S L(¢, 0,9, x), (2.11)
Q 50

ce qui donne, par développement de Taylor a 'ordre 1, et en négligeant les termes
d’ordre 2,

= g (L5, 0L s 3

En intégrant par partie, on obtient alors
oL oL - oL -
S = S+/d4x(——07)5 +/d4:):0 (75) 2.13
"5 50,9 ) 0T T G ) BT
+/ o, 52" L(p, D, ) + -
50

Le second terme s’annulle puisque les champs satisfons les équations du mouvement.
En intégrant le troisiéme terme, on obtient ainsi

r 3 oL <
S = S+/md ou (75(8u¢)5¢+ 5$“£>+ (2.14)
5L 5L
_ g Po, | =66 — —=_0,662" + 62"L ) +---
*Alm(amw¢ 5(0,9) ¢I+i”)+
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En utilisant (2.8), on obtient finalement

1= [ #ou (5%~ (o — #18) o) +---

ou l'on a utilisé le fait que g*, = §*, : voir chapitre 8).

2.4.2 théoréme de Noether

Dans le cas particulier ou les transformations considérées laissent invariante ’ac-
tion, on obtient alors le théoréme de Noether, qui énonce qu’a tout groupe continu
de symétrie de l’action est associé une quantité conservée. Le courant conservé cor-
respondant & cette symétrie s’écrit

J= 5<2f¢>5¢—< <5f¢> O - )W (2.15)

puisque d’aprés la relation (2.15),

55 =0 :/ dPo, " = / d*z 95"
9] Q

quelque soit €2, ce qui montre que le courant j* est conservé :

9," = 0.

La charge conservée correspondante s’écrit

Q= [ daja). (2.16)

En effet,

pour des champs rapidement décroissants a l'infini. On peut plus généralement dé-
finir la charge conservée par la relation

Q= d*o, (), (2.17)

N3

ol N3 est une 3-surface de genre espace.

Les transformations envisagées pécédemment sont a priori globales (appelées
encore 1igides). Aucune hypothése sur le caractére local de ces transformations n’est
ici nécessaire. Le fait d’imposer une invariance de ’actio sous les transformation
locales est une exigence supplémentaire que 1’on impose dans le cas des théories de
jauge, ce qui fournit un principe dynamique pour construire le lagrangien (exemple :
électroagnétisme, théories de Yang-Mills).
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2.4.3 Applications
Invariance par translation

Si la densité lagrangienne £ ne dépend pas explicitement de z# (invariance par
translation d’espace-temps), alors on peut considérer les transformations particu-
liéres

dx*(r) = constante = dx* (2.18)
dp = 0.

On en déduit que le courant

6£ 12 v v
(5(&@)8 o — g E) dx (2.19)

est conservé, pour tout dx” constant arbitraire, c¢’est-a-dire que le tenseur

v o__ 6‘6 v v
s —<6(0M¢)8¢—g“ £) , (2.20)

appelé tenseur canonique d’énergie-impulsion du champ, est conservé. Par analogie
immeédiate avec la définition de 'impulsion en mécanique analytique, I'impulsion du
champ est définie par

5L
I = 2.21
5000) (221
d’ou 'on déduit que
T =110"¢ — g™ L (2.22)
et
T =109 - L="H. (2.23)

ce qui permet d’interpréter la charge [T% d®x comme I'énergie totale du champ.
Ainsi

P = / T dx (2.24)

qui se transforme comme un quadrivecteur, peut étre identifié au quadrivecteur
énergie-impulsion totale du champ.

De fagon plus générale, on dispose & présent d’une formule générale pour le
courant conservé par une transformation laissant invariante ’action : en combinant
(2.15) et (2.20) on obtient en effet

oL
7T 5(0,0)

5 — Tz, . (2.25)



28 CHAPITRE 2. THEORIE CLASSIQUE DES CHAMPS

cas des lagrangiens indépendants des champs

Le cas des lagrangiens indépendants des champs présente un intérét particulier.
C’est le fait par exemple des champs de jauge, qui sont de masse nulle (on verra
plus loin qu’un terme de masse dans le lagrangien briserait l'invariance de jauge;
les bosons massifs ne peuvent acquérir leur masse que par un mécanisme de brisure
spontanée de symétrie d’un champ auxiliaire scalaire : c’est le mécanisme de Higgs).

Considérons par exemple le cas de QED en I’absence de matiére. Le lagrangien
correspondant s’écrit

1
EQ&'D = _ZFMV F (226)
avec
F.=0,A, —0,A,. (2.27)
Sous la transformation globale
' = 0 (2.28)

dA¥(x) = constante = JA",
I’action du champ est laissée invariante, d’oti ’'on déduit la conservation du courant

5L
W 0L o
J 5(8HA,,)5 v

pour tout d A* constant, ce qui conduit donc a la conservation de

oL

6(0,A,)
Le calcul de ce courant pour le lagrangien (2.26) est élémentaire en utilisant I’écriture
1 1
Logp = —Z(ﬁuA,, —0,A,)(0"A” — 0" A!) = —5(8HAV —0,A,)0"A” (2.29)

qui méne immédiatement a

0L
) (0MA,,)
La conservation de ce courant s’écrit
O'FH =0, (2.30)

ce qui constitue la forme covariante du premier couple d’équations de Maxwell dans
le vide. Notons que la méme équation s’obtient en écrivant I’équation du mouvement
satisfaite par le champ A*.
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invariance de Lorentz

Si le lagrangien est invariant sous les transformations de Lorentz, alors on peut
envisager (dans le cas des champs scalaires) la transformation

ox¥ = whz, (2.31)
0p = 0,

qui laisse invariante l'action, pour tout tenseur infinitésimal w"* antisymétrique.
D’aprés le théoréme de Noether, on peut donc immeédiatement en déduire que le
courant

oL

est conservé, ou encore, puisque w"? est antisymétrique et en utilisant la définition
du tenseur d’énergie-impulsion (2.20), que

(TH 2P — TP ) (2.33)

est conservé, pour tout w””. On en tire finalement la conservation du tenseur de

moment cinétique
JIVP = gV THP — P THY (2.34)

La charge correspondante s’écrit
JP = /dgx Jove — /d?’:c (2 T% — 2P TY) . (2.35)

C’est le moment angulaire total du champ, qui s’obtient bien, comme on pouvait s’y
attendre, en intégrant la contribution en chaque point  du moment orbital. L’écri-
ture explicite de la conservation de J*** est instructive. En utilisant la consevation
du tenseur 7", on obtient

0, Jie = 3u(l’y THe) — 8H(xp T = gZTup _ gZTW (2.36)

solt encore
TP —TP =(). (2.37)

ce qui prouve que la conservation de J**? a pour conséquence la symétrie deT™”.
Dans le cas général d’'un champ qui n’est pas scalaire, la loi de transformation du
champ sous le groupe de Lorentz ¢/(z') = ¢(x) doit étre généralisée en ¢ (2') =
S(A)apdp(x) ott S(A) est la matrice de la représentation considérée (spinorielle, vec-
torielle, ...), qui se réduit a I'identité dans le cas des champs scalaires. La structure
du tenseur moment cinétique obtenu est alors de la forme

JHVP — gV THP _ gP TR L AWVP (238)

ou A*P est antisymétrique en v et p, et correspond a la contribution du moment ciné-
tique intrinséque, i.e du spin. Le tenseur canonique d’énergie-impulsion n’est alors
plus symétrique dans le cas général d’'un champ de spin arbitraire. Or le tenseur
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d’énergie-impulsion n’est pas défini de maniére univoque : de fagon plus générale, le
courant j* associé a une symétrie continue de ’action peut étre modifié sans changer
la charge associée.

exercice 2.1

Vérifier que le courant j* = j#40,X?* (ot X?* est un tenseur antisymétrique fonc-
tion des champs et des coordonnées d’espcae-temps, supposé s’annuler rapidement
a grande distance) est également conservé, et que les charges associées a ces deux
courants sont identiques.

Il est possible de préserver l'écriture (2.34) de la densité de moment cinétique du
champ en fonction de la densité d’impulsion (uniquement valable pour un champ
scalaire a priori), pour un champ de spin quelconque, en redéfinissant le tenseur
énergie-impulsion. Le tenseur moment cinétique est alors également modifié, mais
la relation entre ce tenseur modifié et la densité d’impulsion modifiée est la méme
que dans le cas scalaire. Il faut pour cela rendre le tenseur d’énergie-impulsion symé-
trique. (on a vu en effet plus haut que c’est une condition nécessaire a la conservation
du tenseur moment cinétique correspondant). Le tenseur d’énergie-impulsion obtenu
porte le nom de tenseur de Belinfante.



Chapitre 3

Symétries en Mécanique Quantique

3.1 Introduction

La premiére description du concept de symétrie due a Galilée. Dans “Dialogue
sur les deux plus grands systémes du monde, celui de Ptolémée et celui de Copernic”
publié¢ & Florence en 1632, il introduit cette notion en prenant comme exemple le
mouvement d’un objet & l'intérieur d’un bateau. Il montre que le mouvement ne
dépend pas du fait que le bateau est immobile ou bien en mouvement uniforme.

De fagon moderne, il montre I'invariance des lois de la mécanique sous les trans-
formations de Galilée 7/ = Z—Vt. Clest le premier exemple d'une symétrie d’espace-
temps.

Le lien entre les propriétés d’invariance et les lois de conservation a été formalisé
beaucoup plus tard par E. Noether (1882-1935). Elle a montré comment exploiter les
propriétés de symétrie dans le cadre Lagrangien : & une transformation de symétrie
d’espace temps ou interne on peut associer des quantités conservées 13, f, Q.

Ce théoréme trouve son application aussi bien en physique classique qu’en phy-
sique quantique. Il existe cependant des différences considérables entre la mécanique
classique et la mécanique quantique pour ce qui est du role joué par les symétries.

1) En mécanique classique les symétries des équations du mouvement permettent
de construire de nouvelles solutions. Exemple : si les équations sont invariantes par
rotation (cas du mouvement sous l'action d’une force centrale) et si 7(t) est une
solution alors R#(t) est encore solution

7(t) R7(t)
R

2) En mécanique quantique cette propriété reste vraie : si [¢) > est solution,
RJ1) > est encore solution. La nouveauté par rapport au cas classique est le principe

31



32 CHAPITRE 3. SYMETRIES EN MECANIQUE QUANTIQUE

de superposition qui n’a pas d’équivalent en mécanique classique. On peut ainsi
considérer 'état |¢p > +R|) > . En particulier, I’état |¢ = > R|y) > est invariant
R

par rotation :
Rl >=> RRp>=> R'lp>=]¢> .
R R
On obtient ainsi une représentation irréductible particuliere du groupe des rotations
(c’est la représentation scalaire). Wigner a montré qu’on pouvait considérer n’im-
porte quel état comme une superposition d’états élémentaires se transformant selon
une représentation irréductible du groupe de symétrie.

3) Les symétries discrétes P, T, qui ne peuvent étre obtenues continiiment a
partir de l'identité jouent un role essentiel (régles de sélection).

3.2 Description des états

Pour décrire un systéme physique en mécanique quantique on introduit un espace
de Hilbert H. L’état du systéme est décrit par un vecteur v» € H de norme unité,
i.e vérifiant < ¢|yp >= 1.

A toute grandeur physique mesurable on associe un opérateur autoadjoint A (i.e.
tel que A = AT).

rappel : opérateur linéaire :A (MY > +pulo >) = ANl > +uA|o >
adjoint d’un opérateur linéaire : < p|A*TY > = < Ag|yp > = < Y|Ap >*

L’¢lément de matrice < ¢|AY > = < APy > = < | A[yp > représente donc
la valeur moyenne de cette grandeur physique dans 'état |¢) >. La probabilité de
transition Wiy d’un état [¢; > & un état [y > est donnée par Wis = | < by |thy > |2

3.3 Lois de symétrie

Une opération de symétrie est une correspondance entre vecteurs d’états définis
a une phase prés qui conserve les probabilités de transition : la transformation S

w1|¢1 > — SW1|SQ/)1 >

walthg > — Swz\S% >,

ott [wi| = [fwi| = Jwa| = [Pwa| = 1, est telle que | < infve > 2 = [ <% ¢ [S¢p > |
L’arbitraire de phase sur les vecteurs d’états sous-conduit & définir un rayon
|t) > comme l'ensemble des vecteurs d’états qui ne différent entre eux que par une
p_hase et
Une symétrie S est donc une correspondance entre rayons satisfaisant la contrainte
< talie > 2= | <5 5w > 2
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Exemple :

On considére une particule non relativiste de spin 0. Elle est décrite par sa
fonction d’onde (7). Considérons une rotation active du systéme

— R

-/

Dans une telle rotation la fonction d’onde se transforme selon

Tp() = () on 7' =RF,

et l'on a donc
R

W) — M(F) = Y(R7'7) .
Une telle transformation satisfait manifestement a la conservation des probabilités
de transition

<> = / GG
<Bopy|Bapy > = / U (R7'F) wo (R dF
_ / (PP T =< i >

Dans ce cas particulier, on a en fait un résultat plus fort, & savoir la conservation
des amplitudes de transition elles-mémes

<R¢1|Rw2 > =< ’QD1|’I7D2 > .

Introduisons 'opérateur U(R) € H (ensemble des opérateurs linéaires sur H) tel
que U(R)|¢ >= |y > . Alors

<"y =< y|UT(R) .

et 'on a donc

<YUT(R) U(R)thr > = < ¢nlth2 > .

U(R) est donc un opérateur unitaire.
Toutefois, exiger de fagcon générale qu’a toute loi de symétrie soit associée un
opérateur unitaire est une exigence beaucoup trop forte. On peut aussi se contenter

de < ¢1|¢2 >:<S Qﬂl‘swg >*.



34 CHAPITRE 3. SYMETRIES EN MECANIQUE QUANTIQUE

3.4 Théoréme de Wigner

Soit .S une transformation des rayons de H qui conserve les probabilités de tran-
sition. Alors il existe un opérateur U(S) agissant sur ‘H qui

1) induit la transformation S. Ceci signifie que si |1 > est un représentant du
rayon |¢) >, alors U(S) |[¢) > est un représentant du rayon |%¢ >.

2) cet opérateur est soit unitaire et linéaire : B

U(S) (M|tr > +Xo|thy >) = M U(S) Y1 > + X U(S) |2 >

< P[> = < U(S)P1|U(S) e >

soit antiunitaire et antilinéaire

U(S) (Mtr > +Xaltha >) = A "U(S) |1 > +X2"U(S) [h2 >

< hifthy >7 = < U(S)|U(S)hs >

remarque : I'adjoint d’un opérateur A est défini par

<A > = < Ady|thy >

Cette condition ne peut étre vérifiée par un opérateur antilinéaire car le membre
de droite serait linéaire en |¢; > alors que le membre de gauche est antilinéaire en
|ty >, d’out la définition < 1)1 |AT ey >=< A)|thy >*=< 1hg| Atpy >.
Quelques remarques :

e U(S) est défini a une phase globale prés.

e Dans les deux cas, U(S)UT(S) =UT(S)U(S) = 1.

e La symétrie triviale [¢) >— [|¢) > est représentée par 'opérateur identité U =
1, qui est linéaire et unitaire. Par continuité toute symétrie qui peut étre rendue
triviale par changement continu de parameétres (ex : angle pour une rotation, distance
pour une translation, vitesse pour une transformation de Lorentz pure) doit étre
représentée par un opérateur linéaire et unitaire.

Les symétries représentées par un opérateur antilinéaire et antiunitaire font in-
tervenir le renversement du temps.

On trouvera une démonstration de ce théoréme dans le tome 1 du livre de S.
Weinberg, chapitre 2, appendice A [4].

3.5 Conséquence du théoréme de Wigner

Considérons un systéme physique qui admet un groupe de symétrie G. Soit
g1, g2, - - - les éléments de G. D’aprés le théoréme de Wigner a tout élément g € G cor-
respond un opérateur U(g) agissant sur H qui est soit unitaire soit antiunitaire. Nous
disposons donc de deux représentants du rayon [9'92¢) > qui sont U(g1)U(g2)|¢) >
et U(grg2)|t) >. Ces deux représentants ne peuvent différer que par un facteur de
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phase, donc U(g1)U(g2)|Y >= €% (g1, 92)U (91, g2)|¢ >. En fait la phase (g1, 92)
ne dépend pas (sauf exception due & une régle de supersélection) de 'état |y >.

Preuve:

Soient |1, >, |¢ > deux états qui ne sont pas proportionnels entre eux. Considérons
Vétat |1 >= [1ha > +|thp > . Par linéarité (ou antilinéarité) de U,

e U (g1g2)([0a >+ >) = U(g1)U(92)(|tha > + [t >) (3.1)
U(g1)U(g2)Wa > +U(91)U(Q2)\¢b >
= e U(g192)[a > +eU(g192)|vp > . (3.2)

Comme tout opérateur unitaire ou antiunitaire posséde un inverse (son adjoint),
lui-méme unitaire ou antiunitaire, en multipliant I'équation précédente par U~*(g1g2)
on obtient

eFPab (Jahy > |ty >) = e |1y, > +eFP0 |y >

ou le signe + (resp.-) correspond au cas linéaire (resp. antilinéaire). Comme |1, >
et |¢, > sont linéairement indépendants, on en déduit que e'¥ab = %o = "%,
Ainsi on peut écrire

U(g1)U(g2) = 6w(g17gz)U(gng) (3.3)

Quelques remarques :
e si ¢ =0, U(g) fournit par définition une représentation du groupe G

e dans le cas général on parle de représentation a une phase prés, ou représenta-
tion projective.

Exemple: particule chargée plongée dans un champ magnétique bidimensionnel —
représentation projective du groupe des translations (niveaux de Landau).

e la démonstration précédente est prise en défaut s’il n’est pas possible de pré-
parer le systéme dans Iétat [ip, > +|¢, >. Par exemple on ne peut préparer un
systéme a partir de la somme de deux états de moment angulaire total entier et
demi-entier respectivement.

Il existe alors une régle de supersélection qui divise les états en différentes
sous-classes. Les phases (g1, 92) peuvent alors dépendre de la classe sur laquelle
U(91)U(g2) et U(grg2) agissent.

En fait, tout groupe de symétrie qui posséde intrinséquement des représentations
projectives peut toujours étre étendu (groupe de recouvrement) de fagon a ce que
ses représentations puissent étre définies comme non projectives.

Ezemple: voir plus loin le cas de SO(3) et SU(2).
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Chapitre 4

Groupes et algébres de Lie

Nous avons vu dans le chapitre précédent le role particulier joué par les symétries
en mécanique quantique. Nous proposons a présent de donner quelques éléments de
théorie des groupes, utiles dans de nombreux domaines de la physique. Les groupes
discrets jouent un rdle important dans de nombreux domaines de la physique (cris-
tallographie par exemple), y compris en physique des hautes energies (groupe de
permutation et principe de Pauli). Les groupes continus ont cependant joué un role
particulier dans I'histoire de la physique subatomique, et nous allons essentiellement
nous limiter & leur étude dans ce chapitre. L’exposé sera loin d’étre systématique,
tant sur le plan de l'exhaustivité que de la rigueur mathématique. On pourra se
référer aux ouvrages cités en référence pour plus de détail, en particulier & 'ouvrage
de Barut et Raczka|5| qui est trés exhaustif et rigoureux tout en étant accessible a
un physicien.

4.1 Généralités

4.1.1 Groupe continu, groupe de Lie, algébre de Lie

G est un groupe continu de dimension n si et seulement si

e il existe une correspondance bi-univoque entre G et un sous-ensemble de R" :
g € G < d€R™ ex. :rotation de R® caractérisée par un angle et un vecteur unitaire

e Va, 3 € R", si g(&),%(g) € G, g(@g(3) € G. 1 existe donc 7 € R” t.q.
9(@)g(B) = 9(7) 7= od

,3). Par hypothése, ¢ est une fontion continue de &, 3

e ¢71(@) peut sécrire g(@’) avec @’ = f(@) ol par hypothése f est fonction
continue de @

G est un groupe de Lie si et seulement si G est un groupe continu pour lequel ¢ et
f sont analytiques. Pour simplifier les notations, on notera « le vecteur a.

37



38 CHAPITRE 4. GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

Notons que les définitions qui viennent d’étre donnée ne sont pas les plus gé-
nérales. On s’est en fait limité ici aux groupes linéaires. Pour un matématicien, un
groupe se définit sur une variété. Pour donner une image géométrique simple de cette
notion, imaginons que le groupe considéré soit de dimension 2, et que sa variété soit
la sphére S?. Cela signifie qu'un élément donné du groupe et son voisinage peuvent
étre repérés de fagon continue et bijective (on dira qu’il y a homéomorphisme) par
une sous partie de R?. Ce voisinage et la bijection correspondante jouent le réle d'une
carte permettant de se repérer au voisinage d’un point de la sphére. Bien entendu,
au voisinage d’un autre point de la spheére, il faudra utiliser une autre carte. L’en-
semble des cartes constitue un atlas (c’est le méme vocabulaire qu’en géographie!).
Pour une groupe de Lie, les changements de cartes associées a la variété constituée
par le groupe sont supposés analytiques. Dans de nombreux domaines de la phy-
sique, une telle définition est trop générale, et se limiter au cas ou la variété est R"™
lui-méme suffit (I’atlas est alors constitué¢ d'une seule carte sur R" en entier, et on
parle alors de groupe linéaire). Le lecteur attentif pourra cependant constater qu'un
grande partie des résultats énoncés dans ce chapitre sont des résultats basés sur des
propriétés locales des groupes de Lie, pour lesquelles le passage des groupes de Lie
linéaires au cas général est uniquement un jeu d’écriture.

remarque :

un choix usuel pour l'application de R™ sur G est de choisir que g(0) = e ou e
est I’élément neutre de GG, que l'on notera également 1 en utilisant une notation
multiplicative pour la loi de groupe.

4.1.2 Générateurs

D’apreés la définition donnée ci-dessus d’un groupe de Lie, ayant fixé un élément
de R" et ’élément correspondant du groupe, on peut effectuer un développement en
série localement au voisinage de ce point de R" et donc de 1’élément correspondant
du groupe. A cause de la structure de groupe, il suffira de mettre en pratique cette
idée au voisinage de l'identité. On pose donc

g(a) =1 +ia"T, + O(a?). (4.1)

Les T, (au nombre de n puisque I'on peut différentier dans n directions possibles sur
R™) sont appelés générateurs du groupe. Avec cette définition, ils sont hermitiens si
le groupe est unitaire, ce qui sera souvent le cas en physique.

4.1.3 Algébre de Lie

Notons €* = (0,---0,1,0---0) les vecteurs de base de R", ou le coefficient non
nul est en a—iéme position. Dans la limite ou |¢| < 1, considérons le produit

g(Vt e"g(Vt én)g ' (Vt eh)g T (Vi ) (4.2)
= [1+iviT+ O(t)} [1 +iVET, + O(t)] [1 —iVET + O(t)} [1 — T, + O(t)] :
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ou l'on a utilisé le fait que si g(a) = 1+ ia®T, + O(a?), alors g7 (a) = 1 — ia®T, +
O(a?).
A Tordre t, le produit (4.2) est égal a 1 + ¢(7,7, — T,71,). Comme ce produit
appartient lui-méme au groupe G, il existe ¥ € R" t.q.
g(Vieryg(Vier) gt (Vier) gt (Vier) = gt)
En composant membre & membre, on obtient donc

1+t (T, — T.T) + o(t) = 1 + ity T. + o(t)

ie. 1,1y, — 1,1y, = v°T,. Le coefficient v¢ dépend de a et b : on le notera donc f,°,
d’ou

[Taa Tb] = 'ifabcTa (43)

Les coefficients f,,° sont appelés constantes de structure du groupe.

L’ensemble des générateurs 7T},, muni du commutateur [, | qui joue le role
d’un produit, forme une R—algébre, appelée algébre de Lie du groupe.

Identité de Jacobi

On déduit immédiatement de la définition (4.3), en utilisant les propriétés d’antisy-
métrie du commutateur, que

(1o, [Ty, T)] + [T, [T, To]) + [T, [T, Th)] = 0

i.e., en terme des constantes de structure du groupe :

fbce faed + fcae fbed + fab6 ced =0

Remarques :
o d’apres la définition (4.3), f,.° = —f,.°

e contrairement au nom “constante de structure”, les f_,° ne sont pas des constantes :

elles dépendent de la base T}, - - -, T, choisie pour I'algébre g. Soient X,Y € g avec
X=aT,etY =03T,
T1

coord. vecteur de base

Posons Z = [X,Y]. Alors Z = [oﬂTa,ﬂbTb} = aBif T, = v°T,, dou v° =
if catl.

se transforment par changement de base
(voir plus loin 'exemple du groupe de

a® : coordonnée = vecteur contravariant }
Lorentz pour la notion de calcul covariant)

T, : vecteur de base — vecteur covariant
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4.1.4 Quelques définitions utiles

Nous présentons ici quelques structures qui seront utiles dans la suite, en parti-
culier pour comprendre I'importance de la compacité discutée plus loin.

Algébre de Lie réelle :

R-espace vectoriel g de dimension n (n > 1) muni d’un produit bilinéaire | , |
antisymétrique et vérifiant l'identité de Jacobi. |, | doit donc vérifier :

1) [abjeg Yabeg
)V (a,b,c) € g%, V(a,B) €R?  [aa+ Bb,d = ala,d + Blb, ]
3) [a.b] = —[b,a] ¥ (a,b) € ¢

4) identité de Jacobi : [a, [b, ¢]] + [b, [¢, a]] + [¢, [a, b]] = 0

On parle alors d’algébre de Lie abstraite, puisqu’il n’est pas nécessaire de la
construire a partir d'un groupe de Lie.

Théoréme : toute algebre de Lie abstraite est isomorphe & une algebre de Lie de
matrices dont le crochet de Lie est défini par le crochet de Lie usuel [a, b] = ab — ba.
La théorie des algébres de Lie abstraite ne fait donc pas apparaitre de nouvelles
structures.

Algébre de Lie complexe :

C-espace vectoriel g de dimension n (n > 1) muni d’un produit bilinéaire | , |
antisymétrique et vérifiant l'identité de Jacobi.

Cela signifie que dans le point 2) de la définition d’une algébre de Lie réelle, il
faut maintenant considérer (a, 3) € C°.

Conséquence : les constantes de structure peuvent maintenant étre complexes.
exemple de R-algebre de Lie : SO(3) et SU(2) ont pour algébre de Lie su(2) :
[%,%] < ey 2

27217 TR

Remarques :
e autres notations, utilisées en particulier en mathématiques :

0
Xa:—XO,"',ta,"',O :bTa
o ( ) i

ta=0

[Xa, Xb] — [iTa, ZTb] — Cabc TC - Cabc /LTC dOIlC fabc - — C bC

a
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donc

Xa=1Tq
—

[XmXb] = Cy Xa [TaaTb] =ify Tc,avec fo, = —Cg.

Les T, sont des générateurs hermitiens pour un groupe unitaire

De maniére équivalente, on peut définir une algeébre de Lie comme ’espace vectoriel
(sur R ou €) engendré par les X,.

e lexique : lorsque 'on ne précise pas le corps de l'algebre de Lie considérée, il
est sous-entendu que 1’on considere la R—algébre de Lie.

Extension complexe g¢ d’une algébre de Lie g :

1) g° est 'extension complexe de 'espace vectoriel g, i.e. formée des éléments
z=x+1y pour £,y € g

2) Le crochet de lie dans ¢¢ est

Z =7y, Zy) = [ X1 + Y1, Xy + 1Y)
= [X1>X2] - D/l,YVQ] +Z[X1>)/é] +ZD/17X2]

=X +1Y
g, algébre de Lie complexe de dimension n, de base { X1, -, X, }, peut étre consi-
dérée comme une algebre de Lie réelle de dimension 2n, de base { X1,iX, -+, X,,, X, }.

On note cette algébre de Lie gt

Forme réelle g d’une algébre de Lie g° :

algeébre de lie dont I'extension complexe est g¢ (¢" et ¢¢ ont méme dimension,
I'une par rapport a R, 'autre par rapport a €). Une algébre de lie sur € posséde de
nombreuses formes réelles!

On se servira un peu plus loin de cette liberté, en particulier pour la notion de
compacité.

Remarque : dans le cas ou l'on considére 'algebre de Lie sur R, le changement
X, < T, consiste simplement a prendre deux formes rélles de la méme algébre de
Lie sur €. Ceci n’a aucun effet sur la structure (en particulier cela ne change pas la
compacité : voir plus loin cette notion).
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4.2 Quelques résultats sur les groupes et algébres
de Lie

4.2.1 Lien entre groupe de Lie et algébre de Lie correspon-
dante

Nous avons construit la notion d’algébre de Lie comme un espace tangent au

groupe. réciproquement, on peut se demander si I’on peut reconstruire tout ou par-

tie du groupe connaissant son algébre de Lie. Nous allons successivement examiner
cette question localement puis globalement.

Sous-groupe a un paramétre d’un groupe de Lie

C’est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie G constitué des éléments 7'(t) avec
t € R variant entre —oo et +o0, t.q. V s,t, T'(s)T(t) =T(s + t).

T(t)T(s) =T(s)T(t) donc tout sous-groupe a un parameétre est abélien

Ezemple: SO(3) Considérons les matrices

1 0 0
A(t) =10 cost sint
0—sint cos

o O O
O = O
_ o O

0
1] . Alors ai*™ = (—1)ka; et a?F = (—1)F
0
a

Ce résultat est général :

Théoréme :
Tout sous-groupe a un parameétre d’un groupe de Lie G formé de matrices n X n
s’obtient par exponentiation de matrices n x n: A(t) = exptA(0).

Preuve : soit B(t) = A(t) exp[—tA(0)]
Alors B(t) = (A(t) - A(t)A(O)) exp[—tA(0)]Or
Al+s) =AW _ 428 =40 _ 4 Ao

s—0 S s—0 S

Ainsi Vt, B(t) = 0 , et donc B(t) = B(0) = 1, d’ou A(t) = exp tA(0).

Relation entre 1’algébre de Lie réelle g d’'un groupe de Lie G et ses
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sous-groupes a un parameétre :

Théoréme :

Va € g, A(t) = expta (—oo < t < +00) forme un sous-groupe & un parameétre
de G.

Théoréme :

Tout élément d'un groupe de Lie G dans un petit voisinage de 'identité appar-
tient & un sous-groupe a un parameétre de G. Cela signifie que tout élément de G
peut s’écrire comme l'exponentielle d’un élément de son algébre de Lie. Cette cor-
respondance est bi-univoque.

Les théorémes suivants permettent d’étendre le résultat a ’ensemble du sous-
groupe connexe de G (probléme global).

composante connexe d’un groupe de Lie G :

C’est I'ensemble des éléments du groupe qui peuvent étre obtenus I'un de l'autre
par variation continue de ses parameétres.

Théoréme :

La composante connexe H de G qui contient l'identité est un sous-groupe inva-
riant de G,ie. VA€ H,VX € G, XAX~! € H. On'appelle souvent le sous-groupe
connexe de G.

Venons en maintenant au probléme global :

Théoréme :

Si G est un groupe de Lie compact, tout élément X de son sous-groupe connexe
s’écrit sous la forme X = exp a ol a € g. En particulier si G est compact et connexe,
tout élément de G est l'exponentielle d'un élément de g.

Remarque : la correspondance n’est pas forcément bi-univoque : on peut avoir e® = ¢

pour a # b.
Ezemple : pour SO(3), exp(fay) = exp|(6 + 2mn)a;] pour n = +£1,£2,---
Théoréme :

Tout élément du sous-groupe connexe d’un groupe de Lie GG peut s’écrire comme

le produit fini d’exponentielles de son algébre de Lie réelle g.

Exemple : groupe de Lorentz restreint LL.
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4.2.2 Structure des algébres de Lie et groupes de Lie; carac-
térisation de Cartan

Commencons par donner quelques définitions et propriétés concernant les struc-
tures des groupes et algébres de Lie.

groupe abélien : V X, X5 € G, X1 X, = X0 X,

algébre de Lie abélienne : V a,b € g, [a,b] =0

sous-algébre de Lie g’ d’une algébre de Lie g :

sous-ensemble de ¢, de base eq,--- , e, muni du méme crochet de Lie et formant
lui-méme une algebre : ¢f; =0, 1,7 < k, s > k. g’ est dite propre si au moins un
élément de g ¢ ¢, i.e. dim ¢’ < dim ¢

sous-algébre invariante g’ d’une algébre g : (ou idéal)
VaecgeVbey, [ab € ¢, soit encore ¢j; =0, <k, s>k j
quelconque

Théoréme :
Si G et G’ sont deux groupes de Lie et g et ¢’ leurs algébres de Lie correspondantes,
et si G’ est un sous-groupe de G, alors ¢’ est une sous-algebre de g.

Si G’ est un sous-groupe invariant de GG, alors ¢’ est une sous-algébre invariante
de g.

Preuve :

Soient b un vecteur tangent a la courbe analytique B(t) de G
et a’ un vecteur tangent a la courbe analytique A(t) de G'.

Alors [a/, b] est tangent & la courbe C(t) = A(vVt)B(Vt)A(Vt) ' B(vt)™
Comme G’ est un sous-groupe invariant, B(v/t)A(vt)"'B(v/t)™' € G', et donc O(t)
est une courbe analytique de G’. Ceci prouve que [d,b] est tangent & une courbe
analytique de G’, et donc que [d/,b] € G".

Théoréme :

Soit g I’algébre de Lie réelle correspondant au groupe de Lie linéaire G. Alors chaque
sous-algebre de g est 'algébre de Lie d’exactement un sous-groupe de Lie connexe

de G.

algébre de Lie simple : g est dite simple si elle n’est pas abélienne et ne posséde
pas de sous-algebre de Lie propre invariante.

algébre de Lie semi-simple : g est dite semi-simple si elle ne posséde pas de sous-
algébre de Lie abélienne invariante.
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groupe de Lie simple : il ne possede pas de sous-groupe connexe de Lie propre
invariant. G peut donc posséder des sous-groupes discrets invariants (par définition
H est discret si et seulement si H est un groupe fini ou si H posséde un nombre
infini dénombrable d’éléments entourés chacun d’un voisinage sans éléments dans
H).

Ezemple :  SU(N)

L’¢élément g = e exp (%) appartient & SU(N) . g engendre un sous-groupe discret
cyclique invariant d’ordre N, Zy.

groupe de Lie semi-simple : il ne posséde pas de sous-groupe de Lie abélien
propre connexe et invariant.

Exemples :
e Le groupe de Poincaré n’est pas semi-simple, puisque le sous-groupe des trans-
lations est invariant
[P B P, p] =0
[Pps S = 0 (Gup Po — Gup Ppu)

e SO(3) est simple
e SO(4) = SO(3) x SO(3) est semi-simple.

Nous allons maintenant présenter une caractérisation, due a Cartan, des algébres de
Lie semi-simples.

Tenseur de Cartan-Killing

gPU = Cpo? Cag
(: - paﬁfaéx)
Notons que ce tenseur est égal & Tr(adX, adX,) en terme de la représentation ad-

X — adX

jointe définie plus loin par |, X(Y)=[X,Y])

Théoréme : (Cartan) Une algébre de Lie est semi-simple si et seulement si det g # 0
(cf Barut p. 15-16).

Preuve de det g # 0 = algebre de Lie semi-simple :
Montrons que si H est une sous-algébre abélienne invariante de L alors detg = 0.
On indexe par un indice latin 7, 7, - - - < p les éléments de H
goi = Cofy Cif
C’Z-,Yﬁ =0si > pdonc gu = C,j Ciﬁf
Coj =0siv > pdonc go; = Coy Cf
Comme H est abélienne, C,,/ = 0 donc Vo, Vi < p, go; = 0. D’ou detg =0.
g permet de définir un calcul covariant. Ainsi Cppr = gar Cp;“.
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4.2.3 Algébre de Lie compacte

Définition : Une algébre de Lie L est dite compacte s’il existe sur L une forme
quadratique (, ) définie positive qui satisfait ([X,Y], Z) + (Y, [X, Z]) = 0.

La forme de Cartan-Killing (X,Y) = Tr(adX adY) = gpz'y® (X = 2°X,,
Y = y*X;) satisfait cette condition.

Ainsi, si le tenseur g de Cartan-Killing d’une algébre de Lie b semi-
simple est positive (ou négative) définie, alors L est compacte.

Théoréme : L’algébre de Lie d'un groupe de Lie compact (au sens topologique) est
compacte. (cf Barut 3-8 (p 109)) (rappel : sur R" un compact est un fermé borné).

De fagon générale, une forme quadratique définie sur une algébre de Lie complexe
est indéfinie. Donc (puisque c’est le cas en particulier pour la forme associée a g),
toute algébre de Lie complexe est non compacte.
exercice 4.1

On considére les transformations Ey du plan euclidien dans lui-méme

' =xcosf —ysind + a
Yy =xsinf +ycosh+b .

cos) —sinf a
Introduisant le vecteur X = (x,y,1),ona X' = MX ou M = [ sinf cosf b

0 0 1
Montrer que les générateurs s’écrivent
0—-1 0 0 01 0 00
Xg=1|1 0 0 X,=10 0 0 Xp=1(0 0 1
0 00 0 00 000
et qu’il vérifient
(X, Xa] = Xp
[Xg, X)) = =X,
[(Xa, Xp) =0

o O O

2 0
Montrer que g, = | 0 0 | et que E5 n’est pas semi-simple.
0 0

exercice 4.2

Montrer que C' = g?? X, X, est un opérateur de Casimir, c’est-a-dire qu’il commute
avec tous les éléments de ’algébre de Lie
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[C, X‘r] = gpo [XpXm XT] = gpoXp [Xm XT] + gpg [Xm XT] Xa
= 977X, 02 Xn + 977 C X0 X, = g7 C 2 X, X + g7 02 X0 X,

= gPC’CMA (XpXA —I—X)\Xp) = gpg g)‘y CVJT (XpX)\ —FX)\XP) = 0

(. J/ S
~~ ~~

antisymétrique en p, A symétrique en p, A

Une algeébre de Lie compacte est une forme réelle particuliére L™ d’une algebre
de Lie complexe.

Théoréme :
Pour une algébre de Lie compacte semi-simple, C,/ peut étre repré-
senté par un tenseur d’ordre 3 covariant, complétement antisymétrique.

Preuve :

CTSZ = Cfrstgtg
= Crstot nCan = _Csrfmctrnoénm - Cmtrctsncénm

m
. t n m t n m
- CsmCrt CZn + Certs nt
Cette derniére expression est invariante sous les permutations circulaires, et antisy-
métrique en 7, s. Donc C,.¢ est complétement antisymétrique.

D’autre part, puisque L est compacte, il est toujours possible par changement de
base d’écrire g = & (en effet g est symétrique, réelle et définie positive), et donc

_ 4
Crot = C, L.

Dans le cas plus général d'une algebre de lie semi-simple complexe quelconque,
par une transformation réelle orthogonale on peut toujours diagonaliser g, qui a des
valeurs propres non nulles. Il suffit ensuite de multiplier tous les générateurs qui
correspondent dans cette base a des éléments diagonaux de g négatifs par ¢ pour
obtenir g sous la forme g;y = dy. Ceci correspond & prendre une forme réelle parti-
culiére de I'algébre de Lie initiale.

Ezxemple : O(3,1) — O(4)

figure
hyperboloide & 3 4+ 1 dimensions ellipsoide a 4 dimensions

Le chapitre 8 sera consacré a ’étude détaillée du groupe de Lorentz. En par-
ticulier, nous construirons son algébre de Lie. Elle est constituée de 6 générateurs :
Ji, Jo, J3 générateurs des rotations
K, Ky, K3 générateurs des boosts
qui satisfont les relations de commutation [J;, J;] = ie;jJk
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[Ki, KJ] = —'éEiijk

[Ji> Kj] = ifiijk
Cette R—algebre est non compacte. Ceci est directement reli¢ au fait que le groupe
de Lorentz est non compact : les rapidités ¢ qui codent les boosts e?™* suivant 1'axe
1 varient de —oo & 400, qui est un domaine non compact de R.

On pose
- o 1l/- o o
M = 9 (J +ik ) avec M et N on construit une algebre de Lie sur IR.
C’est une forme réelle compacte de méme
N — 1 <j_ zl?) extension complexe que SO(3,1)
2

L’algebre de Lie ainsi obtenue satisfait les relations de commutation suivantes :
[MZ', M]] = igijkMk
[NZ', Nj] = igijka

C’est l'algebre de Lie de SU(2) x SU(2). La construction des représentations cor-
respondantes est alors standard (voir chapitres 5, 6 et 9).

Résumé :

groupe SO(3,1) — algebre so(3,1) : e non compacte

(sur R) e posséde des
représentations
projectives N\, complexification
so(4,C)
algebre su(2) x su(2) (sur R) e compacte /" complexification

e ne posséde que des
vraies représentations

Nous espérons avoir convaincu le lecteur sur cet exemple que 'introduction de no-
tions aussi complexes (dans tous les sens du terme) est pertinente physiquement !

La compacité est donc un outil puissant :
— elle permet d’obtenir toute la composante connexe de I'identité d'un groupe
a partir de l'exponentielle de son algébre de Lie (dans le cas général on a
seulement accés & un voisinage de 'identité)
— l'étude des représentations des groupes compacts est beaucoup plus simple
(voir plus loin)
En outre, tous les résultats classiques valables pour les groupes finis (application
a la cristallographie par exemple) s’étendent sans difficulté aux groupes compacts.
En effet, la somme sur les éléments d’'un groupe fini peut étre remplacée par une
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intégrale : pour tout groupe GG compact, il existe une mesure de Haar unique t.q.
1)V f continue sur G,V h € G, [, f(g9)dg = [, f(hg)dg = [, f(gh)dg
2) [,dg =1 : le volume du groupe est fini

Les théories de jauge non abéliennes sont basées sur les groupes compacts.

4.2.4 Classification

Théoréme :V g, g = & générateurs abéliens & sous-algebres simples

Les algebres de Lie simples complexes sont complétement classifiées (Killing, Car-
tan). Nous illustrons cette classification a I’aide de quelque groupes de Lie classiques.

e Transformations unitaires : U(N) et SU(N)

Soient ¢ et n € €V qui se transforment sous I'action de matrices complexes N x N
(notées GL(N, C)) suivant
na N ,r]/a — Uab T]b

ga N g/a — Uab gb

matrice
7
U% = (U)ab (‘D)w =T,
~—
notation
covariante

Par définition, U(N) est Pensemble des matrices qui laissent invariant 7°¢* (="' 7€) .

Sous I'action d’une matrice de U(N), 7%* devient 7°¢* = U, 7° U, £¢ = 7* £
donc U*, U, = 6% soit encore tUbaU ¢ =02, ce qui signifie matriciellement que
tUU = 1ie. UTU = 1. On montre de la méme facon que UUT = 1.

Remarque : il n’est bien str pas indispensable d’utiliser les notations covariantes
pour ce calcul élémentaire. Le seul intérét est ici de se familiariser avec ces mani-
pulations, utiles pour 1’étude générale des représentations irréductibles de SU(N) a
I’aide des tableaux de Young. Nous verrons en détail dans le chapitre 6 le cas par-
ticulier des spineurs de SU(2), qui présentent un grand intérét en physique quantique.

L’algebre de Lie de U(N) s’obtient aisément en écrivant la condition d’unitarité
sous la forme (14 ¢7,)(1 —iT,}) = 1 +i(T, — T,F) qui conduit donc & T, =T, :
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les générateurs de U(N) sont donc formés des matrices hermitiennes, au
nombre de N2,

Les transformations particuliéres £ — ¢"*¢® appartiennent & U(N), et corres-
pondent au sous-groupe U(1), de générateur

1

1 NxN

On se rameéne a un groupe simple, en imposant que les générateurs soient orthogo-
naux a lyuy, i.e. 0pe(Th)pe = 0 soit (1) = 0 ou encore TrT, = 0.

Ceci définit I'algebre de Lie de SU(N), qui est formée de N? — 1 générateurs (voir
ci-dessous).

Remarque : a la condition Tr T, = 0 au niveau de l'algebre correspond la condi-
tion det U = 1 pour le groupe. Pour U(N), UTU = 1 conduit a (det U)? = 1 donc
detU = £1).

Nombre de générateurs :

N(N —1)

]]\\; ((}(\)]eiﬁ(il)ents ree%s dlagonau‘x ~ N 42 5 _ A2
— s coefficients non diagonaux complexes paramétres ,
ce qui donne le nombre de générateurs de U (V) ,
Pour SU(N), la condition supplémentaire detU = 1, qui est équivalente a

v’ = T n nc au rameétre en moi uli lai n —
TrT = 0, correspond donc a un paramétre en moins, ce laisse finalement N2 —1
parametres réels.

Résumé
spécial matrices N x N
(det=1)\,
SU(N) N? — 1 générateurs = matrices hermitiennes N x N,
T de trace nulle
unitaire

La C—algebre de Lie correspondant a ’extension complexe de la R—algebre de
Lie que nous venons de construire est ainsi constituée des matrices complexes N x N
de trace nulle. Elle est notée sl(N, C) ou encore Ay_;. C’est une sous-algébre de Lie
de l’algebre de Lie gl(N, C) constituée des matrices complexes N x N .

e Transformations orthogonales : O(N) et SO(N)

Soient n,& € R™.
Par définition, O(NN) = est ’ensemble des matrices réelles A qui laissent invariant

n“¢" (='nf)
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Ceci s'écrit —! AA = A'A = 1, c’est-a-dire, au nievau de l'algébre de Lie,
T* +'T* = 0, qui correspondent aux matrices antisymétriques N x N.

Remarque : O(N) contient des transformations discrétes, qui n’ont pas d’analogue
dans l'algébre de Lie. On se débarasse de ces transformations en considérant SO(NV)

qui impose la contrainte det A =1

Nombre de générateurs :

Chaque élément de O(N) posséde N? éléments de matrice.

N(N -1
La contrainte —' AA = A'A = 1 impose donc NN 1)

nalité & - & = 0 (i # j).

conditions d’orthogo-

Les N conditions d’orthogonalité €; - €; = 1 réduisent le nombre de générateurs :
au total, o(IV) possede

NL{N+NW—U}<MN—D

= énérateurs.
2 2 °

La (C—algebre de Lie correspondante est donc constituée des matrices com-
plexes N x N anti-symétriques, et notée o(N, €). Dans la classification de Cartan,
0(2N + 1, C) est notée By et o(2N, C) est notée Dy .

Remarque:

O(N) n’est pas connexe (a cause des symétries miroirs, discrétes)
SO(N) est connexe
SO(N)

(N) n’est pas simplement connexe pour N > 3

On a vu dans le chapitre 3 qu’en mécanique quantique, les états physiques sont
décrits par des rayons (qui sont par définition des vecteurs de 'espace de Hilbert a
une phase prés). Les opérations de symétrie, qui préservent par définition les proba-
bilités de transition (mais pas forcément les amplitudes de probabilité), sont codées
sur 'espace de Hilbert par des opérateurs unitaires ou anti-unitaires (c’est le théo-
réme de Wigner). L’espace de Hilbert fournit alors un espace de représentation & une
phase prés du groupe de symétrie G, ce qui est trés pénible mathématiquement. On
étudie plutot, comme on le verra dans le chapitre 7, le groupe de recouvrement G' du
groupe de symétrie qui est (en un sens a préciser mathématiquement) le groupe le
plus simple qui ait la méme algébre de Lie que G, et qui est simplement connexe
(tous les chemins sur le groupe peuvent se contracter en un point). On montre alors
que les représentations de G induisent automatiquement les représentations
projectives de G. G peut en principe posséder lui-méme des représentations pro-
jectives, s’il posséde ce que l'on appelle des charges centrales. Une telle situation
n’arrive pas dans le cas des algébres de Lie semi-simples.



52 CHAPITRE 4. GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

Ezemples : (qui seront détaillés respectivement aux chapitres 5,6 et 8,9)
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non simplement connexe simplement connexe
SO(3) SU(2)
spin entier = représentation spin entier = représentation
spin demi-entier # représentation spin demi-entier = représentation
SO(3,1) SL(2,C) < SU(2) x SU(2)
(groupe de Lorentz) spineurs  spineurs
(3.0 (03
!

bispineurs (indispensables si I’on rajoute la symétrie P)

— équations d’onde relativistes (ex. : éq. de Dirac)

e Groupes symplectiques : N pair n,& € IR"

Sp(N) = groupe des matrices qui préserve le produit scalaire antisymétrique

o | 1
na abgb Egp=1|— | -
-1 | 0
NS
N N
blocs 5 X 5
N(N +1
L’algebre de Lie correspondante posséde g générateurs.

La C—algebre de Lie est notée sp(N, €), ou encoreCy dans la classification de Car-
tan.

exemple d’application : crochets de Poisson

e Groupes exceptionnels : G5, Fy, Fg, Fr7, Eg .

Utilisés dans certains modeéles d’'unification des interactions fondamentales, par
exemple en théorie des cordes.

Bien entendu, nous n’avons pas épuisé¢, comme le lecteur attentif I’aura compris,
toute les R—algébres de Lie simples dans ce qui vient d’étre présenté. En effet, a
chaque C—algébre de Lie simple que nous venons de décrire correspondent plusieurs
formes réelles. On trouvera le détail de cette classification dans Barut (Chap. 1, 5).
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4.3 Représentations
4.3.1 Généralités
Définition :

Soit V' un espace vectoriel sur R ou €, de dimension n.
Une représentation linéaire d’un groupe G dans V' est un homomorphisme 7" de G
dans le groupe GL(n) des opérateurs linéaires et inversibles de V. On a donc

Vg1,92 € G, T(g192) =T(g1)T(g2) -

En particulier T'(e) =1 et T(g7')=T(g9)7 !,

ou e et 1 sont les éléments neutres de G et de GL(n).

V' est appelé espace de représentation, et n = dim V est la dimension de la repré-
sentation. 7T'(g) s’écrit donc comme une matrice n x n. Il faut surtout pas confondre
cet dimension avec celle du groupe. De fagon générale, un groupe donné posséde
plusieurs représentations, de dimensions différentes.

Représentations unitaires

SiV g € G, les opérateurs T'(g) sont unitaires, la représentation est dite unitaire.

Représentations équivalentes

Deux représentations T et 7" sont dites équivalentes si et seulement si il existe
un opérateur S inversible t.q.

VgeG,,T'(g)=S""T(9)S.
S est appelé opérateur d’entrelacement.

Ezxemples de représentation :

1) Sy : groupe de permutations de deux objets.
Une représentation de dimension 2 est fournie par

o= (1)

p— D(p) = <(1) (1])

2) groupe des tresses B,

n — 1 générateurs oy, 09, -+ , 0,1



4.3. REPRESENTATIONS 55

0i0i410; = 0;410;0;4+1 1<i<n-—1
0,05 = 0,04 ‘Z—j‘ 22
aial-_l = ai_lai =e

= Oi

1 2 1 1+1 n

qui correspond géométriquement a 1’échange des brins ¢ et 7 + 1.
= 0'_1

\

1 2 1 1+ 1 n

qui code 'opération inverse.

On vérifie alors aisément que les relations algébriques de définition du groupe
des tresses a bien 'interprétation géométrique attendue. En particulier, la premiére
des relations correspond a I’équivalence topologique des deux successions d’échanges
t—i+1,1+1<i+2puisi« 1+ 1 dune part,et i +1« 1+ 2,7+« 7+ 1 puis
i+ 1 < i+ 2 d’autre part, comme on peut le constater sur la figure ci-dessous :
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/

= 0;0i410;

-

1 2 1+ 1 1+ 2 n

est identique a

N

= 0410041

/

1 2 v 1+ 1 142 n

Ce groupe des tresses joue un role important dans de nombreux domaines de la
physique, en particulier dans la théorie des modéles intégrables.
On vérifiera qu’une représentation de Bs est fournie par

At (10
=10 1) 27\t~

Somme directe de deux représentations :

Soient T7(g) et T2(g) deux représentations d’un méme groupe G de dimensions
p1, po. La somme directe de ces représentations est donnée par les matrices
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de dimension p; + ps.
T(g) agit dans I'espace somme directe &; @ &o.

Produit tensoriel de deux représentations :

Le produit tensoriel des représentations T} et Th, caractérisées par les éléments
de matrice < ny|Ti(g)|n} > et < na|T2(g)|nh > est donnée par les matrices produit
tensoriel T'(g) = T1(g) ® T»(g), soit encore

< nna|T(g)|niny > = < m|T1(g)|n| >< na|Ta(g)|ny >

4.3.2 Représentations réductibles et irréductibles

Définitions :

Une représentation d’un groupe G est dite réductible si elle est équivalente a une
représentation 1" de G qui peut s’écrire, V g € G,

A | B

o | C
A est une matrice ny X ny donc il existe un sous-espace de V de dimension ny4
invariant sous T'(g), V g € G.

Irréductibilité d’une représentation :

Une représentation d’un groupe G est dite irréductible si elle n’est pas réductible
(1), ce qui ce traduit encore par le fait qu’il n’existe pas de sous-espace invariant par
T(g9),V g€ G, autre que () et V.

Compléte réductibilité d’une représentation :

Une représentation est dite complétement réductible si elle est équivalente a une
représentation de la forme

Tui(9) @
T(g) = T22(g) ,VQEG,
0 Tn(g)
ou 111,15, - - - sont irréductibles, i.e. si elle est équivalente & une représentation qui

est une somme directe de représentations irréductibles de G.
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Théoréme

Si G est un groupe fini ou un groupe de Lie compact, alors toute représentation
réductible est complétement réductible. La propriété est également vraie pour toute
représentation réductible d’un groupe de Lie connexe, non compact et semi-simple,
de méme que pour toute représentation réductible unitaire d’un groupe quelconque.

4.3.3 Lemme de Schur

1) Soient deux représentations irréductibles 7" et 7”. S’il existe un opé-
rateur V tel que V g € G, VT'(g) =T"'(g9)V, alors soit V' est un isomorphisme
(et alors V7'T'V =T i.e. T et T’ sont équivalentes), soit V' = 0.

Corollaire :

2) Soit une représentation irréductible sur €. Si M commute avec
toutes les matrices de cette représentation, alors M = Al (M est une ho-
mothétie).

Preuve :

2)VgeG, T(g9)M = MT(g).
Soit E) le sous-espace propre de M pour la valeur propre A (existe car le corps est
C).YveE\, MT(g)v=T(g9)Mv = XT'(g)v donc T'(g)(E)) est stable par M,V g.

Donc T(g) = | —— | —— ], et si E\ # E, la représentation est réductible,
0 |
|
siEy£E

ce qui est absurde. Donc E\ = E, i.e. M = \E.

1) Supposons que V # 0.

Alors VT'(g) = T'(9)V = V o € KerV, VI(g)(z) = T'(g9)V(z) = 0. Donc
T(g)KerV C KerV : KerV est un sous-espace invariant de E. Comme T'(g) est
irréductible, KerV =0 (sinon KerV = E| et alors V' = 0, ce qui est absurde).

De méme V g € ImV, 3 z t.q. y = Vo donc T'(g)Vx = T'(g)y = VT(g)x . Ainsi
T (g)y =Vy avec vy = T(g)x i.e. T'(g)ImV C ImV . ImV est donc un sous-espace
invariant par 7"(g) (pour tout g). Comme V' # 0, ImV # (). L’irréductibilité de 7"
implique que ImV = E. Donc V est bijective.

Réciproque :
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Soit une représentation 7' unitaire (ou plus généralement satisfaisant
aux conditions du théoréme de compléte irréductibilité).

SivM,VgeG,|[T(g),M]=0= M=\, alors T est irréductible.
On a ainsi un critére puissant pour prouver l'irréductibilité d’une représentation.
Preuve :

Si la représentation est réductible, elle I'est complétement par hypothése, et
JH C E invariant par T'(g), V g € G tel que

Vg, Tg)=|— | —=
0|

M0
Les matrices qui commutent avec les T(g) sont de la forme [ —— | —— | qui dif-
0 | oI
fere de A\I en général. Donc la représentation ne peut pas étre réductible.

autre preuve de 2) : sur €, M a au moins une valeur propre A (A # 0 car M est
inversible d’aprés le lemme de Schur).

MT =TM donc (M —AXI))T =T (M — A1)
Mais comme M — A1 est singulier, M = A1 d’aprés le lemme de Schur.
Corollaire

3) Une représentation irréductible sur ¢ d’un groupe abélien est né-
cessairement de dimension 1.

En effet, soit ¢’ € G. Alors [T'(¢'),T(g)] =0,V g € G. Donc T(¢') = A(¢')1. La
représentation se décompose donc en dim D copies de la représentation de dimen-
sion 1: g — A(g).

Rem. : il est essentiel que le corps soit € (algébriquement clos) et non R.

Contre-exemple : la représentation sur R de SO(2) par D(0) = (sin 0 cosd

irréductible (pourtant V a, [D(«), D(6)] = 0).

cosf —sin «9)
est
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4.3.4 Unitarité des représentations

Théoréme 1 : Si G est un groupe fini ou un groupe de Lie compact, alors
toute représentation de GG est équivalente a une représentation unitaire.
De plus toute représentation irréductile est de dimension finie.

Théoréme 2 : Si G est un groupe de Lie simple non compact, alors G ne
posséde pas de représentation unitaire de dimension finie en dehors de la
représentation triviale D(A) =1,V A € G.

Théoréme 3 : Si G est un groupe de transformations de R? et si la représentation
D posséde un systéme de fonctions de base, alors D est unitaire si les fonctions de
base forment un systéme orthonormal.

Théoréme 4 :

x Si D et D' sont deux représentations équivalentes de G t.q. D'(A) = ST'D(A)S
(V A€ @) et si D est unitaire et S est unitaire, alors D’ est unitaire.

* Réciproquement si D et D’ sont toutes deux unitaires, alors S peut toujours
étre choisie unitaire.

4.3.5 Représentation d’une algébre de Lie g

Soit V' un espace vectoriel sur R ou €. On dit que D est une représentation
linéaire de g dans I’espace vectoriel V' si

[D(A), D(B)] = D([A, B])
D(aA + BB) = aD(A) + 3D(B)

Théoréme :

Une représentation D¢ d’un groupe G induit par différentiation une représenta-
tion D4 de son algebre de Lie.

Preuve:

Il suffit de définir Da(T,) par Dg(1 +tT, +o(t)) =1+t Da(T,) + o(t), ce qui est
équivalent a poser que

Du(T,) = iDG(etTA)
dt 0
Pour montrer que l'on a ainsi construit une représentation de g, considérons la
courbe C(t) = A(Vt) B(WH) AN ' B(Vt)™L = 1+ t[T,, Ty] + o(t) , out A(t) et B(t)
sont des courbes analytiques de G de vecteurs tangents respectifs 7, et T,. On a
donc Dg(C(t)) = Da(1 + t[T,,Ty) + o(t)) , soit encore
d

dt

DA([T,,Th]) = —Da(C(1))

t=0
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Or par morphisme de D¢,
Dg(C(t)) = Da(A(V)) Da(B(V1) Dg'(A(V1) Dg'(B(V))
qui s’écrit encore, aprés développement en série,
Dg(C(t) =1+t [Da(Tu), Da(Ty)] + o(t)

d’olt
%DG(C(t)) . = [Da(T,), Da(Ty)],

ce qui prouve que Da([Ty, T]) = [Da(T,), Da(Ty)]

Deux exemples importants de représentations :

e représentation fondamentale : (pour un groupe de matrices)

Pour un groupe de matrices sous-groupe de GL(N,R) (ou de GL(N, T)), elle est
définie par D(A) = A . L’espace vectoriel de la représentation est donc RY (ou ¢V),
et sa dimension est N, qu’il ne faut pas confondre avec la dimension du groupe.
Cette relation définit aussi bien la représentation fondamentale du groupe que de
son algebre.

e représentation adjointe :

* sur le groupe :

1

Sur le groupe G, l'application g — ad g définie par ad g(h) = ghg™"' est une

représentation de G sur lui-méme.

Preuve:

Vg1, ,92 € G,Yh € G,ad(g1g2)(h) = (g1 92) h (9192)"" = g1 (gahgs") 91"
= adg1 (adg(h))

ce qui prouve que l'on a bien construit un morphisme.
Remarque:

Le lecteur attentif aura constaté que I’éventuelle structure linéaire du groupe (si
le groupe est un groupe de matrices) ne joue ici aucun role : dans le cas général, on

dira que I'on a une représentation (linéaire ou non) du groupe.

* sur P’algébre :
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A cette représentation sur le groupe correspond la représentation X — adX dé-
finie par adX (Y) = [X,Y].

Preuve:

I1 suffit de différentier exp(tX)Y exp(—tX) en t = 0 pour en déduire I'expression
de la représentation adjointe sur 'algébre de Lie. Le théoréme précédent assure que
I’on a bien une représentation. Il est cependant instructif de le vérifier directement
de deux facons différentes :

— de maniére intrinséque, il faut montrer que [adXy, adXs] = ad[ X1, X5 .

VY € g,[adXy,adXs](Y) = adX1adXo(Y) — adXoad X (Y)
= [Xy, [Xo, Y]] = [Xo, [X1, Y]] = [ Xy, [Xp, Y]] + [Xo, [V, Xa]] = — [V, [ X7, Xo]

soit encore [ad X7, adXs|(Y) = [[ X1, X3], Y], ce qui prouve le résultat.

— matriciellement, en définissant les constantes de structure par
(X, X;] = Cz-ij r dans la base X, on peut construire cette représentation par

[D(X))]F; = Gy, soit %:[D(Xi)]ijk = [X;, X;] qui se visualise sous la forme
J
I
I = D(X))
I/
N k
%:[D(XZ)] ;X = image du vecteur X;

Sous cette forme, il suffit donc de vérifier que [D(X;), D(X;)]*5 = D([X;, X;])%5.
Preuve:

D([X:, X;])%5 = [D(Cyf Xp)]%5 = C3F [D(X3)]%5

ij
vy
_C'yiacjg - C’chﬁg
= Cijvcyﬁa = Cijfy[D(X'y)]aﬁ

Or D(X;)*,D(X;)"; — D(X;)*, D(Xi)"y = C.C;f —C,C

Y

ce qui prouve le résultat.

Avec les notations des physiciens, correspondant & [T, Ty] = if,,°T., D(T,)° . =
if, 0 ou encore ad T,(T,) = [T,, Tp).

C

Remarque:
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e Pour une algébre de Lie semi-simple compacte, comme on I’a vu plus haut, on
pourra écrire plus simplement
/A comme adjoint
D(Ty)pe = —ifwe que l'on note aussi (T)pe = —i fape

e La dimension de la représentation adjointe est égale & la dimension
du groupe. En revanche les générateurs X, peuvent étre dans une représentation
complétement arbitraire. La seule chose qui compte finalement est que leur nombre
soit la dimension du groupe (qu’il ne faut surtout pas confondre avec la dimension
d de la représentation des générateurs X, (i.e. les X, sont des matrices d x d)). On
obtient ainsi différentes formes isomorphes de la représentation adjointe.

Ezxemple : SU(2) (qui sera étudié en détail dans le chapitre 5)

représentation fondamentale : matrices % (3 matrices 2 x 2)

représentation adjointe : c’est la représentation vectorielle que ’on peut aussi
fabriquer a partir des rotations infinitésimales (J;);; = —eg;; = —icijx (3 matrices
3 x 3).

En tant que matrice, Tf agit comme une matrice n X n (n = dimension du
groupe). En revanche si 'on décide de décrire T* comme un opérateur construit &
partir d’une représentation donnée (en général la représentation fondamentale) de
dimension d, alors

TATy) = [T, Ty T, : pour a fixé, c’est une matrice d x d
. n indices possibles

Notations usuelles dans la littérature : ad < T4 < T pour I’adjointe
T/ < t pour la fondamentale

Il est assez usuel d’utiliser les indices ¢, j, k pour les coefficients des générateurs de
la (des) représentation(s) fondamentale(s), et a, b, ¢ pour les coefficients des généra-
teurs de la représentation adjointe.

Dans les théories de Yang-Mills, nous verrons que les champs de jauge appa-
raissent naturellement comme se transformant sous le groupe de jauge suivant la

représentation adjointe du groupe.

Normalisation

Gab =T'r (TC;4 TbA) par définition de g

Dans le cas d'une algébre de Lie semi-simple compacte, on a vu que ’on peut toujours
choisir les générateurs pour que g, soit multiple de I'identité :

Tr (T2 1) = C(4) 0
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On peut montrer que pour toute représentation r, le fait d’avoir fait ce choix pour
les générateurs de la représentation adjointe conduit a ce que

Tr(T; 1T;) = C(r) dap -

Ceci repose sur le fait que TrT)"I} est une forme invariante. Or un théoréme montre
que la seule forme invariante (& un facteur multiplicatif prés) est la forme de Killing.

?

C(r)

Remarque : [T, T]] = i fape T2 donc fope = — Tr{[T,, T;)T}



Chapitre 5

Groupe des Rotations

5.1 Définition

Par définition, le groupe des rotations SO(3) est le groupe des transformations
de R® qui préservent le produit scalaire et 'orientation :

edet R=1 — S
oV iy RiyxpRiyr = Tryedre
© RyRy =0 'RR=1 —O0
Remarque:

O(N) est définie de maniére équivalente en exigeant que V z € RY, la norme de
est invariante, ou en exigeant que V z,y € R", le produit scalaire z -y est invariant.

Forme explicite :

Considérons une rotation autour de 7 d’angle w

St

&l

=l

Dans le cas ou 7 est perpendiculaire a ’axe de rotation,
=T cosw+Sinwn AT, .

65
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Dans le cas général, en utilisant la décomposition

— =

F=7y)+7 avec T, =m0 (r-n)et T =7 —n(rn),
la rotation d’axe 7 laisse invariante F’/ , et 'on a donc

r—i(r-n) = [F—na(F- i) cosw +sinw T A [F—i(r- 1))

soit

7' =7(r- 1) + cosw|[i’ — (7 )] + sinw T AT (5.1)

Une rotation est complétement déterminée par la donnée d’un angle w tel que
0 < w < 7 et d'un vecteur unitaire 7.

Remarque:

R, (1) = R(—n). La variété du groupe est donc une boule de diamétre 7w dont on
identifie les points diamétralement opposés.

5.2 Algeébre de Lie de SO(3)

Le groupe SO(3) est déterminé par les conditions ‘RR = 1 avec det R = 1.
D’aprés le chapitre 4, 'algébre de Lie de SO(NN) est constituée des matrices antisy-
métriques N x N. On prendra comme base

0 0 O 0 0 1 0-1 0
Li=10 0-1 Ly=10 0 0 Ly=|1 0 O
010 —1 0 0 0 0O
soit (Lg)ij = —&ijk. On vérifie que [L;, L;] = e;5Li . En terme des générateurs
hermitiens, J; =1 L;, et

5.3 Groupe SU(2) : définition et paramétrisation

Le groupe de Lie SU(N) est par définition le groupe des matrices unimodulaires

. Ut =1
N X N, ie. det U = 1

Nous allons montrer qu'une paramétrisation de SU(2) est donnée par

-

2

QL
—~
o
w
S~—

U:cosg—iﬁ-ﬁsing:exp—ie

ol f est un angle réel, 7 est vecteur tri-dimensionnel unitaire (72 = 1) et
d = (01,09, 03) sont les matrices de Pauli :

N () R (R B
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C:iUg = (_2 é)

Propriétés des matrices de Pauli :

On notera dans toute la suite

e hermiticité :

e produit :
0i0j = 5ij + 'éEijkOk (56)

d’ott I'on déduit la relation trés utile

=,

(G-a@)G-b)=a-b+id- (@A

S

) (5.7)

puisque
(G- @)(7-b) = (0:0;)(0;b;) = a;b; (6 + ieijuor) = a@-b+id - (@AD)
e Propriétés de C : B
C=C"=-C'=-Ct=-C (5.8)

e Transposition et conjugaison complexe :
C7'5;C = —0; etdonc C'ojC = —o; (5.9)
e pour toute matrice A (2 x 2), un calcul explicite permet de vérifier que
CAC'A=det A1 (5.10)

Donc pour un élément de SL(2, C), la condition det U = 1 donne alors CU C-1U =
1, soit encore, en multipliant & gauche par C~1 et & droite par C', UC~'UC =1,
d’on B

Ul=cue. (5.11)

Dans le cas particulier ot U € SU(2), on aura donc
ut=u-'=c"'vc. (5.12)

Venons-en maintenant a la preuve de la paramétrisation (5.3).

D’aprés le chapitre 4, la forme exponentielle s’obtient aisément si 'on admet que
le groupe est compact et connexe et qu’il peut donc s’obtenir par exponentiation
de son algeébre de Lie. En anticipant sur ce qui va suivre, ot 'on étudiera ’algébre
de Lie de SU(2), considérons donc la courbe de SU(2) défnie par t — e avec
e!4"et4 = 1. On a, en différentiant en 0, A* +A = 1 soit, en posant A = i3, § = 5+.
Une base des matrices hermitiennes est fournie par les matrices {0y, 02,03} . On en

déduit donc que U = exp —i@néa.
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Il est instructif de montrer ce résultat de fagon pédestre.
Toute matrice 2 x 2 a coefficients dans € peut se mettre sous la forme U = ag —1d- &
(indépendance linéaire de 1, 0y, 09, 03 sur le corps €). En utilisant la relation (5.12),
on a donc

C 7 (ag —id-d)C =aj +id" -7
soit ag + i@ - & = af +ia* - &, d’oit 'on déduit que ay et @ sont réels. En écrivant
explicitement

O ao—iag —ag—ial
U:aoll—za-az< ,

Qa9 — ia1 ag + iag
on vérifie immédiatement que det U = a2 + a2 + a? + a2 soit encore a2 + a2 =1, ce
0 3 1 2 0 )

qui montre que (ag, @) appartient a la sphere S3.
On peut donc poser

2, 0<60<2r (5.13)

Notons que les transformations particuliéres de SU(2) correspondant a 6 = 27 et 70
quelconque correspondent toutes a I’élément U = —1 qui n’est pas égal a l'identité,
alors que la rotation correspondante, lorsqu’elle agit sur des vecteurs de R?, est clai-
rement égale a I'identité! Nous reviendrons plus loin sur ce paradoxe apparent.

D’aprés ce qui précede, la variété du groupe SU(2) est donc une boule de rayon
27 dont on identifie tous les points du bord. SU(2) est donc un groupe a 3 paramétres
réels : 0,1 .

On peut relier les deux formes obtenues dans (5.3), ce qui permettra de justifier
que I'angle 6 est le méme. Pour évaluer le développement en série

i7d = =i\ (it F)*
exp—29—2 —ZE( 2) T

il suffit de calculer les puissances successives de (7). En utilisant la relation (5.7),
on obtient immédiatement que (7 - &) (7 - &) = 72 = 1. Ainsi

g i i szJFZ —i0 2k+1#_’ .
T T 2 ) (2&) 2 k+ 7

o
k=0 k=0

0

= CcoOS— —iMn-0sin—
2 2

ce qui démontre le résultat (5.3).
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5.4 Homomorphisme du groupe SU(2) sur le groupe
SO(3)

5.4.1 Théoréme

Il existe un homomorphisme (ou morphisme) du groupe SU(2) sur le groupe des
rotations SO(3) défini par

+U — R(U) tel que

VZeR3, #— ' =RU)Z (5.14)

avec ¢/ -ad=Ux-dU"!

Preuve :

Il s’agit de montrer que pour U € SU(2) donné, la transformation R(U) définie ci-
dessus est bien une rotation. On remarque que U Z- ¢ U ! peut s’écrire Z’- & et non
2ol + 7' - & puisque Tr UZ - U ! = 0 alors que Trl # 0. La définition précédente a
donc un sens. De plus, nous venons de voir dans la partie 5.3 que > = —det Z’/- .
On déduit donc de la définition de @/ que 7% = —detUZ - U = —detZ- & =
#2. Ceci prouve que la transformation (3) conserve les longueurs, et donc qu’elle
appartient & O(3). Il reste a prouver qu’elle conserve aussi I'orientation des triédres.
On utilise pour cela la relation

Preuve :

Tr(c - 2)(0 - §)(0 - 2) = zyyjz T o050, . Or Tr 0,050, = Tr(d;; + igijpop)oy =
icijiy' Tr ooy, . Comme Tr o0 = 265, on en déduit que Tr(d - Z)(d - ¥)(F - 2) =
2i€,55;Y; 2 ce qui démontre le résultat.

On obtient alors immédiatement (Z', 4", 2’) = (&, ¢, Z) en utilisant I'invariance de la
trace par permutation cyclique.

Il reste a vérifier la structure de morphisme, c’est-a-dire que
)

VU, V € SU(2), RUV) = R(U) R(V), ce qui se démontre immédiatement en com-
parant 'action de R(U V) et de R(U) R(V') sur un vecteur arbitraire de R?.

5.4.2 Caractérisation

A Pélément U = cos ¢ —i7 - fisin ¢ de SU(2) correspond la rotation
; i i (5.15)
d’angle 6 autour de l'axe 77.
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Preuve:

[U,6 -7 =0donc UG -7 —3&-1nU = 0 soit encore UG -7 U~ = &1, ce qui montre
que 7 est conservé dans la rotation.

Soit VL. Alors V se transforme sous 'action de R(U) en V" tel que

— 0 0 — 0 0
-V = (cos= —id-fisin= |-V |cos~ +id-isin—
2 2 2 2

29_, > l - Tr = - . > 5 = TF o = . 29

= oS 50"‘/4—5[U'V,U-R}SIHQ—FO'-TLO'-VU-H sin 5

Le second terme se simplifie grace & la relation [7-V, 777 = 2iV A7 . En utilisant la
relation ¢-V ¢-n =15 -V A, le dernier terme peut se réorganiser grace a I'identité
iod-ng-(VAnR)=—ad-(iA(VAM)). On obtient donc finalement

G-V =cos0a-V+sinfa-(@AV),

doit V! = cos OV +sin i AV , ce qui prouve que V' se déduit de V par une rotation
d’angle 6 autour de 7.

La paramétrisation U = exp —6
médiate.

e

%% a donc une interprétation géométrique im-

5.4.3 Formules d’inversion

On pose T = x;0;. Alors

z; =1 Tro@ (5.16)

et

RU) =t Tr(o;Uo,; UT)|. (5.17)

J 2

Preuves:
e la relation (5.16) est immeédiate en utilisant la relation (5.6).

e la relation (5.17) se démontre en calculant I'image R(U) # de & par la rotation
R(U) et en vérifiant qu’elle est bien donnée par @ défini en accord avec (5.14) :

| | 1
RU) ;a7 = §Tr(<7,- Uo; UM a2l = §Tr(0i UzUY) = §Tr(0i ¥)y=17.

J

5.4.4 Elements conjugués

V'V e SU(2), les classes d’éléments conjugués s’écrivent

VU(9,7)V = U0, i) (5.18)
ou 7’ se déduit de 7 par la rotation R(V') : i/ = R(V)7.
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Preuve:
o1 6 _ .0 1
VU (0,n)V =V cos§—w-nsm§ 1%
0., _,

= coS— —1isin=cd-7n
2 2
ouncd-n=Va-nV1l.
Les classes d’éléments conjugués sont donc caractérisées par le méme angle.
Cette propriété est trés utile en pratique pour écrire I'élément de SU(2) qui code
une rotation d’angle donné et d’axe quelconque en fonction d’un élément déja connu

de SU(2) codant une rotation de méme angle autour d’un autre axe.

5.5 Forme infinitésimale

Cherchons la forme des matrices unitaires 2 x 2 infiniment voisines de I'identité.
A partir de la forme exponentielle (5.3) déja obtenue plus haut, le résultat est immé-
diat. Il est cependant instructif d’obtenir directement le résultat. Une matrice 2 x 2
la plus générale est au voisinage de 1 de la forme U = 1+ ¢y + £+ ¢ avec gg,e € C
La contrainte det U = 1 conduit donc & €y = 0 & cause de la relation importante

det(1+eX)=1+eTr X +0(e?), (5.19)

Preuve : 11 suffit de diagonaliser la matrice X .

La contrainte d’unitarité s’écrit (1+¢-0)(1+4£™ - &) = 1 soit encore E€+£* =0,
d’ott 'on déduit que € est imaginaire pur. Aprés redéfinition de £ on a donc
U=1-1i<-

=1—icii- (5.20)

N | QL
N | Qu

que nous aurions bien siir pu obtenir directement par développement au premier
ordre de (5.3). Ce résultat correspond d’aprés la paramétrisation générale a une
rotation infinitésimale d’angle € autour de I'axe 7, qui s’écrit d’aprés (5.1)

V=RV =V +eiaAV
La relation (5.20) montre que les matrices de Pauli sont les générateurs de SU(2).
L’algébre de Lie est donc définie par les relations de commutation

[%7 %] = igijk% (5.21)
Cette algébre de Lie est isomorphe a l'algébre de Lie du groupe SO(3), comme
on peut le voir par comparaison immédiate avec les relations de commutation (5.2)
satisfaites par les générateurs de SO(3) (définis par Ry(w) = 1—iJ-fw). Ce résultat
ne doit pas nous étonner puisque nous avons montré dans la partie 5.4 qu’il existe
un morphisme entre SU(2) et SO(3), qui est bijectif dans un voisinage de 'identité
('indétermination +U ne pose de probléme que lorsque 'on s’éloigne suffisamment

de l'identiteé).
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5.6 Représentations de SU(2)
A Télément U = 1— i 2 voisin de Didentité dans SU(2) correspond
D(U(El, £9, 63)) =1- i(€1J1 + EQJQ + €2J3)

dans la représentation D . Les Jq, Jo, J3 sont générateurs de la représentation (ils sont
hermitiques puisque U et donc D(U) sont unitaires). Pour une rotation infinitésimale
autour de 'axe 77 on a

DUER) =1—ie] -7t

Considérons une autre matrice V' € SU(2), on a alors
VU(, )V =U(e,@) ou @' =R(V)A
Dans la représentation D ceci s’écrit
D(V) D(U(e,ii)) D(V™") = D(U(e, )

D(V)(1 —ieJ - n)D "Wy=1—ieJ -

ie. DV)J-a DY (V)=J -7 =JR(V)i
( ) J nl - (V) = JZ Rij nj
D(V) J; D-Y(V) = Ry; J; (5.22)

Montrons réciproquement que la donnée de cette loi de transformation pour les
opérateurs J implique la structure d’algébre de Lie. Soit V' un élément de SU(2)
codant une rotation infinitésimale d’angle o autour de ¢, i.e.

« g - -
Vz]l—z?c?-tet donc D(V) =1—iaJ -t
La relation (5.22) s’écrit au premier ordre en «
Les éléments de matrice de R s’obtiennent facilement en écrivant que
—/ — — g —
7 =R\V){=q+atA

soit
G =G +aci te ¢ = Rij q5
d’ou
Rij = 6;j — aeiji ty .

On en déduit, en égalant les termes du ler ordre, que

ialJ -1, Jj] = acip ty J;
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solt encore

[Jk, Jj] = _igijk JZ = igka’ Jz .

On retrouve les régles de commutation bien connues du moment cinétique :

Les constantes de structures sont données par fijk = —C’ijk = €i;k - Ces régles sont
valables quelle que soit la représentation considérée, par définition de la représen-
tation d’une algeébre de Lie (cf. chapitre 4). En particulier, elles sont satisfaites par
les générateurs de SU(2) (voir (5.2) et de SO(3) (voir (5.21), qui constituent deux
représentations particuliéres de SU(2), sur lesquelles nous allons revenir maintenant.

Exemples de représentation de SU(2) :

e représentation spinorielle :

L’espace de la représentation est a 2 dimensions : dans cette représentation

DWU)=Uet J=

[SIIST)

(5.24)

e représentation adjointe, ou vectorielle :

Dans cette représentation de dimension 3, chaque élément de SU(2) agit sur lui-
méme suivant la représentation adjointe adU (V) = UV U~'. Cette structure a dja
été examinée dans la relation (5.18) : elle provient directement du morphisme de
SU(2) sur SO(3) . Dans la définition de ce morphisme, la relation

7 d=Uz-dU""!
peut encore s’écrire
= = - = -1 . =/ — -1
r-0 =Ux-cU " soitg' =UcU

a condition de poser

G ='R(U)&,

i.e. de considérer que les vecteurs de base & se transforment, de maniére duale (c’est
bien la propriété des vecteurs de base de fagon générale!), comme des vecteurs de
R? sous l'action de SO(3).

Ainsi la représentation adjointe est donnée par

D(U) = R(U), (5.25)

d’ott le nom de représentation vectorielle. Ceci est possible puisque ’algébre de Lie
su(2) a méme dimension que R”.
Remarquons que la relation (5.22) est une généralisation de la relation

Uz ¢U' =5 ='R(U)&,
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comme nous en avons déja fait la remarque page 63, la dimension de l'espace
sur lequel les générateurs J agissent ne joue aucun role dans la définition de la
représentation adjointe du groupe (ici SU(2)). L’équation (5.22) s’écrit toujours
D(V)JD™X(V) = tR(V) J, quelque soit la forme explicite de J. On obtient ainsi
des réalisations isomorphes de la représentation adjointe.

Il n’est pas inutile de se convaincre de fagon pédestre des résultats que nous
venons d’obtenir. Pour une rotation infinitésimale on a

Rij = 0i — aeyji t,

donc par comparaison avec D(U) = 1 — ia.J -  on obtient (J;);; = —ie;x en accord
avec la définition vue page 63 de la représentation adjointe :

@@U:mem3:4quﬁy = tick

= _igijk .

Autre forme équivalente des générateurs de la représentation adjointe, que 1’on ob-
tient facilement par changement de base :

L0100 L (0-i 0 100
Jo=— (1 01| Rm=—|[i 0=i| J=]00 0]. (5.26)
V210 1 0 ZAVE 0 0-1

e Moment orbital (représentation de dimension infinie) :

Considérons l'espace des fonctions d’ondes de carré intégrable L?(R?).
On définit la représentation

" = D(R)y

telle que
Bap(7) = (R™F) (rotation active).

Cette représentation est unitaire, puisque
[1rumpar = [loenper
= [lworen  G=rn.

comme nous l'avions déja vérifié page 33. Pour une rotation infinitésimale, nous
pouvons écrire

d’on

fz%?/\ﬁ not¢ L=7TAp. (5.27)
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Forme exponentielle :

Pour finir, montrons que les opérateurs D(U) d’une représentation unitaire de SU(2)
peuvent se calculer connaissant U et les générateurs de la représentation. On a

D (Ule, i) D(U(B,7)) =D (U(e +6,7)) (5.28)
done
D (U(e,0,m) - D(UO,7)) = [D{Ule,n) -1 DU®,7))
= —ieJ - AD(U(B, 7))
don ] )
—D(U6,71) = =i -7 D(U (0, 7))
et

D (U(8, 7)) = exp —ifJ - i |. (5.29)

Remarque : on n’aura pas I’équivalent de (5.28) pour le groupe de Lorentz restreint
[,L, ce qui explique pourquoi on ne pourra écrire tout élément de [,1 comme |'ex-
ponentielle d'un élément de son algebre de Lie.

5.7 Représentations unitaires irréductibles de SU(2)

SU(2) est un groupe compact, donc d’aprés le théoréme général énoncé page
4.3.4 | les représentations de SU(2) sont équivalentes a des représentations
unitaires, et toute représentation irréductible est de dimension finie.

5.7.1 Spectre

La structure d’algebre de Lie
[JZ', JJ] = igijk Jk (530)

implique que le Casimir J2 = J2 = J2 + J2 4+ J2 commute avec tous les générateurs
J;, comme on peut le vérifier directement. C’est une conséquence immédiate du
résultat général démontré dans 'exercice 4.2. D’aprés le Lemme de Schur, J? est
donc un multiple de l'identité, que l'on écrira sous la forme J? = j(j + 1)1 avec
j(7 + 1) positif. On peut choisir de prendre j réel positif sans perte de généalité.

L’algebre de Lie de SU(2) que nous avons considéré est 'algébre de Lie réelle
définie par les constantes de structure (5.30). Il est techniquement pratique d’intro-
duire une autre algebre de Lie réelle ayant la méme extension complexe que celle de
SU(2). On pose donc
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L’algebre de Lie réelle formée a partir des générateurs J* et J3 a alors pour structure
[Js, Jol=Jy, [Js,J]=—J_ et[Jy,J ] =2J5. (5.32)
On vérifie immédiatement que

JoJ. = JP—J3(Js—1)
JJ. = JP—J(Js+1). (5.33)

Soit |jm > un état propre de J? et J3 de valeurs propres respectives j(j + 1) et m
(remarque : si J* et J3 ne forment pas un Ensemble Complet d’Observables Com-
mutantes, |jm > est un état particulier choisi une fois pour toute dans le sous-espace
de moment cinétique (jm)).

On peut alors écrire
J3lgm >=m|jm >,

et

J_Jijm > = Jjm > —J3(J5+1)|jm > (5.34)
= [0 +1)=m(m+1)][jm>=(G—m)j+m+1)jm>

d’olt
< gml|J_Jiljm > = (j—m)(j +m+ 1) =|| Jp[im >|]?,

qui est par définition positif ou nul. On en déduit donc que
(j—m)(j+m+1) >0, dod

—j—1<m<j. (5.35)

On peut reproduire le méme raisonnement avec 'opérateur J,J_, ce qui permet de
montrer que (j+m)(j —m+1) >0, d’ou l'on déduit que

—j<m<j+1 (5.36)
puisque || J_[jm >||*> 0. Les inégalités (5.35) et (5.36) donnent finalement
—J<m<7g. (5.37)
De plus, comme v = 0 <|| v ||= 0, on en déduit que
Jiljm>=0< (j—m)(j+m+1) =0 soit (puisque m € [—5,j]) m=j (5.38)
et

J_|im>=0< (j+m)(j—m+1) =0 soit (puisque m € [—j,j]) m=—j.
(5.39)
Dans le cas ot m # j, le vecteur non nul J,|jm > est un vecteur de moment ciné-
tique (j,m + 1).
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Preuve:

J? étant un Casimir, J2J, [jm >= J,J*[jm > = j(j +1)J.|jm > . De plus (5.32)
implique que J3J; = J,(J3+ 1) ce qui donne aprés action sur le ket [jm >,

On montre de méme que J_|jm > est un vecteur de moment cinétique (j, m — 1).

Considérons a présent la suite de vecteurs obtenus par application répétée de J, sur
lgm >
Jilgm >, Jljm >, T ]im >

pour —j <m < j

*sim =7, Jy|ljm >=0

*sim <7, Jy|jm > est un vecteur non nul de moment cinétique
(,m + 1) donc nécessairement m + 1 < j

xsim+1=7j J3ijm>=0

xsim+1<j, J3jm >#0, de moment cinétique (j, m + 2)
ete...

Les vecteurs de cette suite doivent tous s’annuler & partir d'un certain rang : sinon
on serait parvenu a former des vecteurs propres de J; dont la valeur propre serait
arbitrairement grande, et en particulier supérieure a j.

Donc 3 p € N tel que J¥|jm ># 0, de moment cinétique (j, m + p) et vérifiant
Jﬁ+1|jm >=0. Ainsi m 4+ p = j, ce qui prouve que j —m € N.
On peut de méme agir de fagon répétée sur |jm > a l'aide de J_. On en déduit
alors que j+ m=q €N,
d’ot les p + g + 1 états

vecteur de plus haut poids

q - —1 . . . . —
JUgm >, J7 gm >, - J_|jm >, jm >, Jilgm >, -, JV|jm >
m—q=—j —j+1 n—1 m m+1 m+p=j

ou l'on a indiqué sous chaque vecteur la valeur propre de Js.
La valeur propre de J? pour chacun de ces états est j(j+1). Commep e Net ¢ €N,
on en déduit que p+q=j+m+j—m =25 € N et donc que

‘ J est entier ou demi-entier . ‘

5.7.2 Vecteurs propres de J? et J; et construction des sous-
espaces invariants V)

I nous reste & normaliser les 25 + 1 vecteurs précédents. Supposons que [jm >
soit de norme 1.

® si m:j, J+‘jm >=0
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e m < j, notons |[jm + 1 > le vecteur de norme 1 qui vérifie
Jiljm >=cplim+1 > . Comme || Jo|jm >||?=j(+1) —m(m+1), en
choisissant ¢, € R; on aura

Jelim>=+jG+1) —mm+1) |jm+1> .

Si l'on fait agir J_ a gauche dans 1'égalité précédente, on aura donc, en utilisant

(5.34),

J_Jlim>=[jG+1) —mm+D]im> =+jG+1) —mm+1) J_|jm+1>

d’olt

Jlim+1>=+jG+1) —mm+1)|jm> .
On peut répéter les manipulations précédentes sur [jm + 1 >:
esim+1=j, Jy|jm+1>=0
e sinon on forme [jm + 2 > de norme 1,
e etc... jusqu'au vecteur de plus haut poids [jj >.
De méme par action répétée de J_ .

Les opérateurs J, et J_ sont généralement appelés opérateurs d’échelle, puis-
qu’ils permettent respectivement de monter ou de descendre le long de 1’échelle des
états propres de J3.

On obtient ainsi une suite de 2j + 1 vecteurs orthonormés |j —j >,--- ,[jj > qui
sous-tendent I’espace £U) de la représentation irréductible D’ de dimension 2j + 1.
Ces vecteurs satisfont les relations

<jmlgm' >= 6

J3lgm >=mljm >

Jelim>=+jG+1) —mim+1)|jm+1>

J lim>=+jG+1) —mim—1)|jm—1>. (5.40)

5.8 Angles d’Euler

Les angles d’Euler permettent de paramétrer une rotation quelconque. C’est un
outil classique de la mécanique du solide, qui permet de coder la position arbitraire
d’un objet a I’aide de trois angles.
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X

Considérons une courbe dessinée en continu sur la figure ci-dessus, que 1’'on
cherche & amener dans la position finale tracée en traits pointillés-tiretés, grace
a une transformation de SO(3) dont nous souhaitons trouver une paramétrisation.
Nous allons pour cela utiliser 3 transformations successives :

e rotation d’angle o autour de Oz : R(U(a, 2))

e rotation d’angle § autour de Oy’ (Oy’ est le transformé de Oy par R(U(a, 2)) :
R(V) avec V =Ul(a, 2) U(B,y) U (a, 2) , d’aprés la relation (5.18)

e rotation d’angle v autour de OZ (OZ est le transformé de Oz par la succes-
sion des rotations R(U(«, 2)) puis R(U(«, 2) U(B,y) U (a, 2)), i.e. transformé par
R(U(a,2) U(B,y)) = R(T) .

Cette rotation s’écrit donc R(W) avec W =T U(v,z) T, soit encore

W= U(Oé, Z) U(ﬁ, y) U(’% Z) U_l(/ga y) U_l(aa Z)

Au total, la rotation compléte s’écrit R = R(U) avec

U = WVU(q,2)
= Ul,2)UB,y)U(y,2) U B, y) U o, 2) U, 2) U(B,y) U e, 2) U(a, 2)

solt encore

U=U(a,2) UB,y) U(,2). (5.41)
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Remarques:
e la convention utilisée ici est différente de celle de Wigner (o1 v < «)

e OZ, transformé de Oz, s’obtient aussi par la rotation
R(U(a,2) U(B,y) U™ (e, 2)) (puisque la premiere rotation R(U(a, z)) n’affecte pas
I'axe Oz).

On aurait alors 7" = U(a, 2) U(8,y) U e, 2) et W =T U(v,2z)T’'~" donc

U=W'VU(a,2) = Ul,2)UB,y)U o, 2)U(v,2) U, 2) U H(B,y) U e, 2)
xU(a, 2) U(B,y) U (e, 2) Ular, 2)
= Ula,2) U(B,y) U™ Ha, 2) U(7,2) Ula, 2).
Comme [U(a, 2),U(7v,2)] = 0, on a encore U = U(a, 2) U(B,y)U(y, 2), ce qui est
donc bien identique a (5.41).

e Domaine de variation des parameétres :

a € [0, 27] a € [0, 27]
SO(3): || g0, SU(2): || Bel0,n]
v € [0, 27| v € [0,4n]

e autre point de vue :
R(U) avec U = U(a,z)U(B,y)U(~, z) peut aussi étre interprétée littéralement :
rotation d’angle v par rapport a l'axe y, puis rotation d’angle  par rapport a I’axe
Yy, puis rotation d’angle o par rapport a l'axe z, tous ces axes étant ici les axes du
repére fixe initial.

Expression explicite :

—ia/2 0
(&
U(O&,Z) = ( 0 eia/2)

B cos 3/2 sin[3/2
Ui.y) = (—sinﬁ/Q cosﬁ/Q)

e~/2
v = (7o )

d’out 'on déduit aisément que

e~i/2 cog g e~/2  _e—ia/2 gip ﬁ /2

U=U(a,2)U(B,y)U(v,2) = . (5.42)

e'/2 gin g "2 gi0/2 cog g /2

Propriétés de symétrie de la paramétrisation d’Euler :

e transposition :

UeUes ' < ;:jﬂ) (5.43)
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car U =U(a,2)U(B,y)U(7, 2) et

U=U(y,2)UB,y) Ula,z) = Uly,2) U(—B,y) Ula, 2)

e inversion :

JENY SE N oo Q= =9
o s (37 0) s

car U = U (y,2) U (B,y) U e, 2) = U(=,2) U(=B,y) U(—a, 2) .
5.9 Définition des matrices de rotation

Considérons un élément de SU(2) codé par les angles d’Euler (5.41) et sa repré-
sentation correspondante dans £Y) qui s’écrit, d’aprés (5.29),

D(U) = exp —iaJs exp —if3Js exp —iyJ3 . (5.45)

Par définition, les matrices de rotation sont définies par

D’ (U) =< jm|DU)|jm’ > . (5.46)

On a donc _
D! (U) =e "™ < jm|exp —ifBJyjm’ > e7"7.

On pose par définition

&, (B) =< jm|exp —iBJo|jm’ >= D’ . (U(0,5,0)), (5.47)

d’oll

D), (U)=e"md () e (5.48)

Comme 1J; = %(JJF —J_), les dfnm, sont réels. Notons que
D(U)|jm >=>_ |jm' > DI, (U)

en accord avec

< jm"[DU)|jm >= Y S Doy (U) = Dy, (U) -

m

On notera la position des indices : les kets |jm’ > se transforment comme des vec-
teurs de base, et donc de maniére duale sous l'action de D(U) .

Ezxemples:

e représentation fondamentale (j = 3) :

8
1 . 09 cost —sink dijp12  dij2 —1)2
mn (8) = |exp (=i 2 ) | smé cos% d_1/2 172 d_1j2 —1/2

2
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e représentation vectorielle (j = 1) :

cosf 0 sinpg
RBy)=| 0 1 0 | =exp(—if).
—sin3 0 cosf
Dans la base cartésienne,
000 0 01 0—-1 0
Jy=110 0-1 =110 0 0 Js=17¢11 0 0
010 —1 0 0 0 00
0
Les états propres de J; dans cette base cartésienne sont : [10>= [0 | ,
1
I A WA (Y i
Nl>=—|[—-i| = 10> et|l —1>=—|—i] = 110> .
V2 \ V2 V2 \ g V2

Les vecteurs |1 —1 >,]1 0> et |1 1 >, définissent une nouvelle base dite standard,
dans laquelle les générateurs J; ont la forme déja mentionnée en (5.26).

exercice 5.1

Vérifier que dans cette base standard, les valeurs de d! () sont données par

m’ 1 0 -1
m
1 $(1+ cos ) —Si\;—f 2(1 = cos )
0 Si\/niﬁ cos 3 —Si\%ﬁ
-1 (1 —cos ) Si\%ﬁ (1 +cosf)

5.10 Transformation des états et des observables
sous une rotation

Nous nous proposons d’interpréter physiquement 1’équation

DU)|jm >=Y D’ (U)jm' > . (5.49)

On a vu dans la partie 5.6 que

DWU) J-k DN U)=J - (RU) k), (5.50)
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donc

D(U) J, D(U)™ " = Jy, (5.51)

ot OZ est 'axe obtenu aprés la rotation R(U) de 'axe Oz. Cette formule exprime
comment se transforme ’observable J, sous une rotation : si les états se transforment
selon

" >=D(U) ¢ >

alors les observables se transforment selon (5.51).
Conséquences :
e les valeurs moyennes sont invariantes :

Preuve:
<Yl Iz >=< ¢|DNU)DU) LD (U)DU) ¢ > =< ¢|L|v > .

e si [jm > est état propre de J,, alors de fagon équivalente, D(U)|jm > est état
propre de Jyz, tout deux avec la valeur propre m .

Preuve:

DWU)J,DYU)=Jy, ie. DU)J,=J;DU)
soit, en agissant sur l'état |jm >, D(U) J,|jm >= Jz D(U)|jm >, d’ou

mD(U)|jm >= J; D(U)|jm >,

ce qui montre que D(U)|jm > est état propre de Jy.

Ces deux résultats traduisent le fait que si 'on tourne a la fois les états et les
axes, il ne se passe évidemment rien : pour matérialiser une rotation, il faut soit
faire tourner un état en ne touchant pas au repére (point de vue actif), soit faire
tourner le repére sans toucher au systéme (point de vue passif), mais certainement
pas faire les deux opérations en méme temps.. !

La relation (5.49) exprime donc comment se transforment les vecteurs d’états
quand on change I’axe de quantification.

La relation (5.51) donne un autre point de vue sur I’équation (5.22) : le membre
de gauche traite 'opérateur J comme un opérateur se transformant sous ’action
d’une rotation, tandis que le membre de droite traduit le fait que cet opérateur
posséde 3 composantes se transformant comme un vecteur sous l’action du groupe
des rotations. On appelle J un opérateur vectoriel. En termes des composantes
standards (J_, Jy = J3, J;), on écrira la relation (5.22) sous la forme

D) Jn DN U) = > 12, D, (U), (5.52)

qui est une réalisation particuliére (correspondant a j = 1) de la notion plus géné-
rale d’opérateur tensoriel irréductible de spin j (dans le cas général, un tel
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opérateur posséde 27 + 1 composantes).
Ezxemples:

a - Rotation agissant sur une harmonique sphérique

Létat < 7|¢m > est un état propre de L?, L.. Cet état 1y, (7) est donné pour
sa partie angulaire par I’harmonique sphérique Yy, (6, ) ou 6, ¢ sont les angles
sphériques du vecteur 77 = ~. On posera par définition

< iflm >= Yy (0, 0) = Yim(1) - (5.53)

Etudions la loi de transformation des harmoniques sphériques sous I’action du groupe
des rotations. Partons de la loi de transformation des états

DU)|em >=Y"|tm' > D, (U).
11 vient

< ADUEm >="Y " Yo (i) Dby (U)

Déterminons < 77| D(U)
() = Y(R7'T)

est équivalent &
Vi, <7 > =< R7YWhp >, ie. <F|DU)p > =< R[>

ce qui montre que

<#A|DWU) =< R 'i|.
Ainsi < R7Yi[lm >= Y Yy (7) D5, (U), soit

Vi (R77) = 32 Dy (U) Ve (7). (5.54)

Physiquement cette relation exprime par exemple comment se transforment les or-
bitales quand on fait tourner un atome (par exemple une orbitale p) :

figure
Seuls les états d’'un moment angulaire donné interviennent dans la décomposition.

b - Rotation agissant sur un spineur
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Pour une fonction d’onde scalaire 'opérateur de rotation correspondant a une
rotation active d’angle 6 et d’axe n s’écrit

D(U) = exp(—ifL - i) .

Certains états physiques, décrivant des systémes possédant un spin intrinséque % ,
se transforment selon la représentation de générateurs

—

J=1+ % agissant dans H, ® H,.

L’état transformé par rotation s’écrira donc

[Fep >= exp [—z’@ <E+%) || > .

L et & opérant dans deux espaces différents, |¢) > s’écrira
1
|Q/) >:Z|§>U > |Q/)U > € HS®HT
g

ol les états |%, o > sous-tendent la représentation spinorielle. On définit les fonctions
d’onde 9, (r) par la relation

1, 1,1 3
<izolv> = ;<§a\§o—><rwg>
= 2500'%(7#):%'(7?)-

Déterminons la loi de transformation des fonctions d’onde sous ’action du groupe
des rotations :

1 1 . g
< F§U'|R1/) >= Ty (f) = < F§U'| exp {—2'6’ (L + %) ﬁ} | >
1 o —
= ; < F§J’| exp {—w (L + %) i

1 9 1 7
= 2. < 50l exp (—w% ﬁ) |50 ><7|exp(=ifL - 7)[5 >

1
‘50 > |¢0 >

d’out

Bipor (F) = 32 DYU) o (R7'F). (5.55)

Généralisation :

Une particule de spin s se transforme selon la représentation D2, (U). Elle
est décrite par une fonction d’onde & 2s 4+ 1 composantes.

Exemple : une particule de spin 1 est un champ de vecteur dont les 3 composantes
standards 119(7), ©¥11(7) et 11-1(F) correspondent aux 3 composantes d'un champ
de vecteur V;(7) i = 1,2,3 dont on sait qu’il se transforme selon

V(7 = Ry Vi(RT'7).
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5.11 Représentation a une phase prés de SO(3)

Nous avons vu dans la partie 5.4 qu'aux deux éléments U et —U de SU(2)
correspondent la méme rotation par morphisme. Cela a une conséquence immeédiate
sur les représentations de SU(2) et de SO(3). Montrons que

Di(—U) = (-1)% DI(U) . (5.56)

Preuve:

En utilisant la paramétrisation (5.42) de SU(2) en terme des angles d’Euler,
on constate que la transformation U — —U peut s’obtenir par le remplacement
v — 7 + 27 . En utilisant la relation (5.48), on a donc

D} (U) = €m0 L ()
qui se transforme en
DI (—~U) = e ™™ mq)  (B)e” ™

Or d’aprés 'analyse du spectre des représentations irréductibles D7 de SU(2) (voir
5.7.1), 2m a méme parité que 2 j, d’ou le résultat.

Conséquences :

e pour j entier, D/(U) = DI(—U). Donc D/(U) forme une représentation de
SO(3).

e pour j demi entier D?(U) = —D?(—U). Donc D?(U) ne forme pas une représen-
tation de SO(3).

Toutefois, en restreignant l'intervalle de variation des parameétres, on peut construire
une représentation a une phase prés de SO(3) : nous allons le montrer explicitement

dans le cas j = % , pour lequel '
DU)=U.

Soit une rotation d’angle ¢ (0 < ¢ < 7) autour de I'axe k. On lui associe

e 2 e"/2
D(U) = UE(@) = COS 5 — 10 - ]{/‘Sln 5 = ( O ei@/2)

(donc —U ne peut apparaitre puisque (0 < ¢ < 7).
Effectuons deux rotations successives d’angles 1 , w9 autour de 'axe k

1) si 0 < 1+ o < 7, & la rotation Ry Ry sera associé

6_%(@1—1—@2) O

Up(pr + ¢2) = ( 0 6;(¢1+¢2)> = Ulp1)U(e2)
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et donc

U(RiRy) = U(R1)U(Ro) .

2) si 1 + @9 > 7, a la rotation R;Rs (qui est en fait une rotation d’angle

-

21 — (1 + ¢2) autour de 'axe —k) on associe

U_; 2m — (o1 +p2)) = cos <7r— w) +id - ksin <7r— @1-5@02)

. { Y1+ L e @14—@2]
= — |cos 5 —w-ksmT

= —U_i(p)U_g(p2)
donc
U(RiRy) = —U(R1)U(Rz).

La généralisation au cas de deux rotations d’axes quelconques (non identiques a
priori) est aisée en utilisant la paramétrisation d’Euler. On choisit pour axe Oz
I'axe de la premiere rotation d’angle ¢;. On a alors U(Ry) = Uz(¢1) et U(Ry) =
Ula,z) U(B,y) U(v, z) . En utilisant le fait que la paramétrisation d’Euler est inva-
riante sous la transformation

(a—>a+7r,ﬁ—>—/6,'y—>7—7r),

on peut restreindre le domaine de variation de y a [0, 7] . On définit alors U(, z) U(¢1, 2)
en utilisant la régle définie ci-dessus, d’ott 'on déduit que l'on a construit une re-
présentation de SO(3) a une phase prés (qui est £1 ici).

Le fait de choisir une rotation d’axe k pour la premiére rotation ne joue bien sir
aucun role. On pourra s’en convaincre en utilisant la propriété (5.18) sous la forme

Ulp,i) =V U(p k) V!
avec ny = R(V) k. et en écrivant la seconde rotation sous la forme
U(Re) =V Ula,2) U(B,y) Uly,2) V7,

ce qui permet de ramener la discussion au cas précédent.
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Chapitre 6

Représentations spinorielles de SU(2)

La méthode tensorielle est I'une des méthodes usuelles pour construire les repré-
sentations d'un groupe. Elle consiste a partir de la (les) représentation(s) fondamen-
tale(s) du groupe, puis a construire des représentations de dimensions plus élevées
par produit tensoriel, dont il s’agit ensuite d’extraire les représentations irréduc-
tibles. Dans ce chapitre, nous allons illustrer cette méthode sur le cas trés important
physiquement du groupe SU(2).

6.1 Spineurs

Par définition, un spineur est un vecteur de €, espace sur lequel agit la repré-
sentation fondamentale (appelée) aussi spinorielle) de SU(2).

6.1.1 Action contravariante

Pour tout U dans SU(2) on note U?; les éléments de matrice de U, de sorte

1
que DY2(U) = U agit sur les spineurs ¢ = (é

), ¢ € €2 selon la relation matricielle

usuelle

£ = U =¢" (6.1)

qui décrit I'action de U sur le spineur contravariant £ .

6.1.2 Meétrique

La matrice
Cy = (_01 (1)) € SU(2). (6.2)

dont nous avons déja étudié les propriétés en 5.3, permet de définir le produit scalaire
de 2 spineurs :

<9 E> = "tP9CE=¢*Copt’ = ¢' — ¢*¢".

89
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Ce produit scalaire est invariant sous les rotations R(U).

1 1 1 1 1 1
<¢g>mm($ é)i(U(ﬁ)U@O):U(i é). (6.3)

Comme detU =1, < ¢, & > est invariant.

Preuve:

Cette invariance ne doit pas nous surprendre :
U
<@, E>= 90— P'UCUE.

Or d’apreés la relation (5.11),
‘vCcu=cC,

d’ou l'invariance immédiate de ce produit scalaire, YU € SL(2, ).

A une constante multiplicative prés, C' est le seul tenseur 2 x 2 invariant sous
SL(2,T).

Preuve:

Il s’agit de résoudre I’équation en GG
VU € SL(2,C), 'UGU =G. (6.4)

Comme SU(2) € SL(2,C), on peut se limiter a résoudre ’équation pour U €
SU(2) . Il suffira alors de vérifier que la solution obtenue est valable sur tout SL(2, C) .

YU € SU2),U'U=1 ie. 'U=0U""!
donc (6.4) s’écrit encore U™ GU = G, soit
GU=UG. (6.5)

Soit U un élément de SU(2), paramétré suivant (5.3) sous la forme

0

U =cos= —10-7sin—.
2 2

D’aprés la forme des matrices de Pauli (5.4),

g1 =01, 09 = —09, et 5'320'3.

donc si 77 = (ny,n9,m3), en notant 7 = (ny, —n9, n3), (notation non orthodoxe qui
ne sera pas utilisée en dehors de cette preuve), on aura

_ 0
U:cos§+i6’

- .0
-7 sin = .

2
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Cherchons G sous la forme

G:&0]1+a-0_3.

Alors (6.5) s’écrit encore

N Lo Lo o _ .. 0
cos§—|—w~nsm§ (ap14+a-0)=(apl+a-a) cos 5 — i0 - Asin g

soit explicitement

apcos — +1iap g -nsin—- +ad-ocos— +in-asin- — (A Q) - osin =
07 T 2 2 2 2
9 . — — . 9 + — — 9 .- — . 9 (—» /\ —») - . 9
= @pCosS— —1iay0 -Nsin—-+a-ocos—- —in-asin- —(MAa@)-osin—.
0T T 2 2 2 2
On en déduit par identification des termes proportionnels a 1 que fnd=—i-a pour

tout 77, i.e. que a; = ag = 0. Ceci implique que T Ad@ =1 A a, d’ot 'on déduit par
identification des termes proportionnels a o; (i = 1, 2, 3) que a9 = 0, ce qui montre
que G est multiple de C'.

D’aprés la relation (5.12), la solution obtenue pour U € SU(2) est bien solution
de I’équation (6.5) pour tout U € SL(2,C), ce qui achéve la preuve.

Remarques:

e les éléments d’une matrice sont notés U%; a I'exception de la matrice C' qui
définit la métrique, dont les éléments de matrice sont notés Cy 3, ce qui va permettre
de définir un calcul covariant cohérent. Les éléments de matrices de U sont notés

(tU)a,B = Uﬁa .
e < ¢,¢ >= 0 donc on ne peut utiliser ce produit scalaire pour définir une

norme sur les spineurs. On verra plus loin comment construire une norme adaptée.

e (les spineurs interviennent pour décrire des particules de spin % non rela-

tivistes : les fonctions d’onde solution de I’équation de Pauli, qui sera étudiée au
chapitre 12, se transforment comme ces spineurs.
6.2 Calcul tensoriel

Un calcul tensoriel peut étre défini grace a la métrique C'.

6.2.1 spineur covariant

Etant donné un spineur contravariant £* se transformant suivant (6.1), on définit
le spineur covariant &, par

ga = Lag 56 . (66)
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Par définition

CoF = (C7Y) , pe. CPChy =0, = (1 O) |

of 01
D’aprés les propriétés de la matrice C' (voir (5.8)), (C7') 53 = —Cap  donc O =
(C™1),s = —Cap . On peut donc en déduire que
¢ =C" & (6.7)
Preuve: cPog, =CPCp88 = 5% 8 =¢0"

Ainsi, on monte ou on descend les indices a I'aide de C*? ou C,s. En particulier,
puisque Cpg = —Cjq ,

<¢7£>:¢a aﬁ£6:¢a£a = _¢acﬁa£6

—Ca ¢ &7
= —¢’ =050 =950 ¢, (68)

6.2.2 action d’une rotation sur un spineur covariant

Montrons que sous 'action de SU(2),

£, se transforme comme & . (6.9)

Preuve:

5/06 et Oéﬁ 56 e Ua/B C/BOCI gal
— « -1
donc &, = Capya U Chay Son -
D’aprés les propriétés vue en (5.8), CUC™! = U~ Cette propriété s’écrit
Caza U% (C Npay = (U de U, =(U)"
Pour U € SU(2), Ul = Ut donc_ltU_1 =U et CUC™' = U, ce qui donne ici
Caza U% Cﬁ_él = Uail, dou &, = Uail oy - Les Uail sont les éléments de matrice

de U, qui est bien la matrice de transformation de £ : E’” =U aijal .

6.2.3 Equivalence des représentations U et U

Pour tout U € SU(2), CUC™! = U donc les représentations données par U et
U sont équivalentes. Ainsi

La représentation U agissant sur les spineurs contravariants est équivalente &
la représentation U agissant sur les spineurs covariants.
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Ceci est trés spécifique au groupe SU(2). Ce n’est pas vrai en général pour
SU(N), dés que N > 2. Par exemple, pour SU(3) utilisé comme groupe de jauge
de QCD, les représentations fondamentales 3 et 3 correspondants aux quarks et aux
antiquarks ne sont pas équivalentes. De méme, comme on le verra au chapitre 9, ce
n’est pas vrai sur SL(2,C)

Remarque:

On a vu plus haut que C' est la seule métrique invariante sous SL(2, €) . D’autre
part, si G est la métrique qui fait passer des spineurs contravariants aux spineurs
covariants, et que 1’on souhaite imposer que les spineurs covaraints se tranforment
sous la représentation complexe conjuguée U , alors si & = U £ pour £ contravariant,

G¢ = QUG G¢
~—~ R_/—/ ~—~
spineur covariant U spineurcovariant

donc G doit satisfaire U = G U G~'. On retrouve donc la méme équation qui nous
a servi a définir une métrique invariante sous SU(2) et 'on en déduit que G doit
étre proportionnel a C'.

6.2.4 Norme sur les spineurs

La remarque précédente permet de déduire que la seule norme (& une constante
multiplicative prés) invariante sous SU(2) et définie positive est

€]P= "€ = €' + ¢ (6.10)

Elle sert de définition pour la densité de probabilité des particules non relativistes
de spin 1/2.

Preuve (pour le lecteur admirateur de St Thomas) :

e de facon pédestre :

(87 w04

I§]7="¢€= (€)as =£€¢
é-/a E/a = Uaa’ é‘al Uaal Eal :
Or U, U, =U% ('0)°, =48% donc [[€[P—[l€'|P=¢¢" =] €|

«

e L’invariance de ce produit scalaire est bien sir directement liée au fait que &,
(e’
se transforme comme £

() - (%) (&) - (%)



94 CHAPITRE 6. REPRESENTATIONS SPINORIELLES DE SU(2)

donc
=1 —2 —1 —2 El &
€17 =€+ =—6E +6E = —det (—2 1)
§ &
gl detU<§ 51)
§ &
—1
= —det <§2 61)
§ &
car det U = 1.

Le lecteur avisé aura sans doute remarqué que la preuve de l'invariance de || € ||?
que nous venons de donner est exactement la méme que celle présentée en (6.3). En

effet, d’aprés (6.8),

< ¢, & >=det (¢",£") = det (¢a, &)

et comme ¢, se transforme comme ¢*, le résultat est immédiat.

6.3 Tenseurs spinoriels

6.3.1 Tenseurs de rang quelconque

Nous allons a présent généraliser la notion de spineur covariant et contravariant.
Nous avons pour le moment manipulé les objets suivants :

1
£* = <§2) spineur contravariant
(& . .
o = ¢ spineur covariant
2

Soit 1’ un tenseur spinoriel (ou spineur) contravariant de rang 2 (i.e. qui posséde
2 indices de type contravariant). Par définition, il se transforme comme £%¢° .

Avec C,p3 on fabrique des spineurs covariants de rang 2

Yap = Caa, Cog 0™

ou mixte
" = Cp, 0.

La généralisation a des tenseurs de rang quelconque est immédiate : par produits
de spinuers contravariants et (ou) covariants on fabrique des tenseurs spinoriels
(ou spineurs) de rang quelconque, se transformant suivant les types d’indices qu’il
portent :



6.3. TENSEURS SPINORIELS 95

6.3.2 Tenseurs antisymétriques

Comme a = 1,2, les seuls tenseurs antisymétriques sont de rang 2. Ce sont les
produits d’une constante par C,g. C*? a été défini par C*° = (C’_l)aﬁ de sorte que

Co3CP* = §7 est bien le spineur unité, i.e. le spineur symétrique de rang 2 tel que
0 =02 =1et d) =02 =0.

6.3.3 Norme sur les tenseurs spinoriels

Le produit scalaire naturel sur les tenseurs spinoriels se définit suivant

lelPP= " [po|" = i
af--

par extension immeédiate de (6.10).
Preuve:

o il suffit d’utiliser le fait que ¥ se transforme come W,5... En écrivant
Vg =&Pg--- ona

I ]17= (=1)7" ¥ det(£%, €a) det(D”, @q) - -
d’ou le résultat par extension de la preuve de la page 94.

e de facon pédestre,

waﬁ--- N []Oloquﬁﬁ1 . ‘woqﬁr-- et twaﬁ--- — waﬁ--- )

De plus
LT T
donc
" af- e e e ai1Br 77 TP —ay By
t¢¢:¢ﬁ¢ _>w/ﬁ¢ :UalUﬁﬁl...w 151 Ua’lUﬁi"'wll
or Uo‘alﬁaa, =U, UTa/la = (UT U) A 5a:1xl d’ou le résultat.
1 aq

6.3.4 Opérations sur les tenseurs spinoriels

On peut définit deux types d’opérations covariantes sur les tenseurs spinoriels :
e multiplication de deux tenseurs de rangs m et n, ce qui donne un tenseur de
rang m +n

e contraction de deux indices du méme type par le tenseur métrique, ce qui
abaisse de rang du tenseur de 2 unités.
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Exemple:

VpoKU | VPOK
Cyuy = 1),/°" est un tenseur de rang 4.

Cy o™ = 1) est un scalaire (spineur de rang 0)
Comme C' est antisymétrique, la contraction d’un tenseur sur 2 indices symétriques

nseur nul. érati racti variante. u ul
donne le tenseur nul. L’opération de contraction est covariante. C’est la seule
permette d’abaisser de fagon covariante le rang d’un tenseur.

6.4 Représentations irréductibles de SU(2)

6.4.1 Lien avec les tenseurs spinoriels

Les spineurs complétement symétriques sur tous les indices forment les espaces
de représentations irrédutibles de SU(2).

Preuve:

soit u un spineur de rang n, u € ((D2)®n
(D1/2)®n U s qu L Ugnuﬁl,@n

1 n
si n > 1, cette représentation est réductible :

az--am

v = Cayanll

ai-Qn

12a3---an 2laz—an

= u —u
~ (§1¢2 _ §2¢1) nag L eocn
~———
scalaire invariant
L’espace des v est invariant par (DY/2)®" donc (D/?)®" est réductible. Seuls les

espaces de tenseurs complétement symétriques n’ont pas de sous-espaces invariants
(puisque la contraction d’indices symétriques donne le tenseur nul).

La dimension de l'espace de représentation des spineurs complétement symé-
triques d’ordre n est n + 1. On symbolise ces tenseurs par la notation Wi

Preuve:

considérons une composante donnée du tenseur, par exemple 12! pour un ten-
seur symétrique de rang 3. Seul compte (& cause de la symétrie compléte) le nombre
d’indices 1 d'une part, 2 d’autre part. Dans cet exemple ' = 112 = 21! est la
composante ol 1 apparait deux fois et 2 une fois. Plus généralement, toute compo-
sante du tenseur """ se rameéne a I'une des n 4+ 1 composantes suivantes :

n n—k k n
—_—— —— —~— ——
ull"'1-~- ul"'l 2.2 ug...g

Y ) ) Y
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ce qui prouve le résultat.

Méthode pratique pour décomposer n’importe quel tenseur spinoriel de rang n
sur les espaces de représentations irréductibles (qui sont constitués des spineurs
complétement symétriques de rang n,n — 2,n —4,---) :

e on symétrise 1*?7 complétement — tenseur symétrique de rang n

e on contracte le tenseur initial sur un couple d’indices, de toute les facons
possibles parmi les divers couples d’indices possibles, et I'on symétrise complétement
chacun des tenseurs obtenus — tenseurs symétriques de rang n — 2

e on contracte le tenseur initial sur 2 couples d’indices, on symétrise, etc ...

On peut symboliser cette procédure par

P = 4 o2 L ooyt 4
Ezxemple:
considérons un tenseur ¢ (n = 2)

e on symétrise sur af :

(077 + 0

N —

¢{2} _

e on contracte ¢’ sur 2 indices (ici on n’a pas le choix!) Chs1®’ est automa-
tiquement symétrisé ici car c¢’est un scalaire. On obtient donc la décomposition

1 1
waﬁ — 5 (waﬁ + wﬁa) + 5 (,¢o¢ﬁ o wﬁa)

ek = (P . scalaire
— —
0
C*PCpy = 6% donc 1% sobtient par contraction de *® — % (ou de *?
puisque 1{% est symétrique) :

1 /Al i
vl = 2 (W‘ R ) Cop = Cog ™.
1 13/
0ef = 5 (07 4 47 +00 7 Cy
—

e 0}
spineur qui correspond
a la représentation vectorielle
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6.4.2 Lien avec les représentations D’

Les tenseurs symétriques de rang 2j étant obtenus par produit tensoriel de 2j
spineurs puis symeétrisation, les générateurs J; de SU(2) agissant sur ces tenseurs se
définissent également par produit tensoriel, sous la forme :

1/2

Ji=Jele - @1+10J 701 @1+ +1@---10J"7  (6.12)

ol Jil/ 2 agit sur I'espace H;/, de la fagon usuelle :

Jre=0, JPe =g, gl =5
(6.13)

1/25 51 J1/2£2:O 1/2£2 152

_ , 587

Les générateurs J; satisfont les relations de commutation de I’algebre de Lie de SU(2)
de maniére immédiate, par application des relations de commutation des Jil/ 2

Nous allons maintenant prouver le résultat important suivant, qui fait le lien
entre les tenseurs spinoriels et les représentations D(j) de SU(2) :

Les tenseurs symétriques de rang 2j sous-tendent la représentation de dimen-
sion 2j + 1 du groupe SU(2). Les vecteurs

- (2))
q””‘\/<y+m><y— DIREINERIGE

JTm J—m

forment une base sous-tendant la représentation D(j) de SU(2) .

Preuve:

En utilisant (6.13) on obtient

Jj+m  j-—m j+m—1 j—m+1
J3 Uy 12 2:[(J+m)%—(j—m)%] (8 19...9=m Y1...q 2
Jtm J—m Jtm  g—m Jjtm  g—m

D’apr‘es cette derniére relation, on peut poser

Qi =Cn¥1...192...9-
J+m j—m

Alors

Cm

Jo @jn = /3G +1) = m(m + 1) Bjnis = (j —m)

(I)j m+1
Cm+1
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et

Cm
(I)j m—1

J_® \/]]+1 m(m _1)®jm—1:(j+m)c )

qui donne donc les deux relations équivalentes

ViG+ D) —mm+1) j+m41
Cm = : i1 = 1 | e
j—m j—m

ViG+ 1) —m(m —1) j—m4+1
J7t+m 7+tm

Si I'on suppose que ..o est normalisé a 1, alors c_; = 1. On en déduit que

) :\/ (2))!
" (7 +m)(j —m)!

d’ot1 le résultat.

6.5 Retour sur le morphisme SU(2) — SO(3)

Nous allons réexaminer le morphisme SU(2) — SO(3) a la lumiére de ce que
nous avons vu dans ce chapitre.

U:EU s’écrit
By =UeEs (UT)) = UST, 1, (1)
car U~' = U™ donc
%/aﬁ _ Cﬁg’_»/oe
/ _1\ &
— Cﬁﬁ . 6(U 1)5/

5
= CPUSCsy@ Uy

or CﬁﬁlC&;/UI&M = Cg/(gU_,l&Cﬁlﬁ

(Ce sont des (D nombres et on utilise le fait que Cy; = —Csy et CPF = —CPP)
_ ot
= Uﬁ )
Sraf _ a—’ tyrd’ « 5 =’
donc " = Uz ‘U =UjUz

Nous venons d’étudier un exemple particulier de transformation d’un tenseur
contravariant de rang 2. Avant de généraliser la notion de tenseur, examinons la
relation (1) : elle met en évidence la relation D'/? @ DY/? = D° @ D!

7% = =USUs @ B s’écrit encore

~76 ~0 1 ~6 ~08
3 ()5 ()

~~ ~~

7 b Ua Uﬁ
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tenseur spinoriel C7 % scalaire
symétrique d’ordre 2 — DY
correspond & D? (se transforme comme < ¢, & >)

UeUyC" = UjCy, U = (UC 'U)”

or CUC™'= tU-!

donc C'UC'=U"!

UC'U=UU'C=c

or  (0) =Cha=C" c.q.fd.

(ou encore T4 = 3 (z§25) + 5 (z§ = 25)
N—_———
~Ci =3

— double copie de D?)
B se transforme bien comme un vecteur
Rem. : % '€ est un scalaire o ~
* V = '3€ est un vecteur : V/ = (tgag)i = U0, UE

)

or U_lO'Z'U = Rijaj = U+O'Z'U donc ‘/i/ = thijO-jg = RU‘/J

autre méthode : B

Vi= ol = 008" = & ot”

se transforme comme ¢, sous SU(2)
~ %Ugﬁgﬁ ~ Ufﬁgﬁa

or 0 Cse = 0%, = Tr 0; = 0 donc seule la partiec symétrique de &g, contribue
c.q.f.d.

On a la formule explicite (cf p SL-3) x; = 2Tr 0,7 = %Uf‘ﬁfz qui inverse le mor-
phisme.



Chapitre 7

Notion de groupe de recouvrement

7.1 Quelques définitions

* éléments conjugués
Un élément 7" d’'un groupe G est dit conjugué d’'un autre élément T de G s’il
existe un élément X de G tel que 77 = XT X L.

* classe

Une classe d'un groupe G est un ensemble d’éléments mutuellement conjugués,
i.e. c’est I'ensemble, pour 7' donné dans G, des XTX ! avec X variant dans tout
G, en ne gardant que les éléments distincts.

Th 1
a) chaque élément de GG appartient & une et une seule classe
b) I'identité¢ de G forme une classe a elle seule.

Th 2

Si G est abélien, chaque élément de G forme une classe a lui tout seul.
Construction de la notion de groupe quotient
Déf. : sous-groupe invariant (ou sous-groupe normal, ou diviseur normal)

Un sous-groupe H de G est un sous-groupe invariant si XhX '€ H Vhe H,
VXeG.
Th 1

Un sous-groupe H d’un groupe G est un sous-groupe invariant si et seulement si
H est entiérement constitué de classes complétes de G.

Classe a droite (gauche) modulo un groupe (coset en anglais)

101
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Déf. : Soit H un sous-groupe de G. Pour tout ¢t € G, 'ensemble des ht pour h
variant dans tout H est appelé la classe a droite de ¢ modulo H, et notée Ht.

De méme ’ensemble des th pour le variant dans H est la classe & gauche de ¢
modulo H, et notée tH.

Th 1
(a) Sit € H, alors Ht = H
(b) Sit ¢ H, alors Ht n’est pas un sous-groupe de G.
(c) Tout élément de G appartient & une classe a droite
(d) Deux éléments ht et h't de Ht sont différents, pourvu que h # h'.
En particulier si H est un sous-groupe fini d’ordre s, Ht contient s éléments distincts.
(e) Deux classes a droite modulo H sont soit identiques, soit sans élément com-
mun
(f) Si t' € Ht, alors Ht' = Ht.
(g) Si G est un groupe fini d’ordre g et H un sous-groupe de G d’ordre s, alors
le nombre de classes distinctes a droite modulo H est égal & g/s.

Th 2
Les classes a droite et & gauche modulo H d’un groupe G sont identiques (i.e.
Ht =tH V t € G) si et seulement si H est un sous-groupe invariant de G.

groupe quotient
Soit H un sous-groupe invariant d’un groupe G.
Considérons I’ensemble des classes a droite modulo H.

Déf. : produit de classes a droite modulo H
Le produit de deux classes a droite modulo H, Htq, et Hty, ou H est un sous-
groupe invariant de G, est défini par Hty - Hty = H(t1ts).

Th

L’ensemble des classes & droite d’un groupe GG modulo un sous-groupe invariant
H forme un groupe (en le munissant du produit précédent). On I'appelle groupe
quotient (factor group en anglais) et on le note G/H.

Groupe de recouvrement universel (ou revétement universel)

Définition : sous-groupe discret d’'un groupe de Lie linéaire

Un sous-groupe H d’un groupe de Lie linéaire G est dit discret si

a) H est un groupe fini
ou b) H posséde un nombre infini dénombrable d’éléments, tel qu'il existe un voi-
sinage de 'identité de G' qui ne contienne aucun élément de H (excepté e elle-méme).

Connexité
Un espace topologique X est connexe si on ne peut 1’écrire sous la forme X =
X, U X, avec X, X, ouverts et X, N Xy = 0.
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Connexité par arc : X est connexe par arc si V x,y € X, il existe une application
continue f : [0,1] — X t.q. f(0) =z et f(1) = y. En pratique connexité = connexité
par arc.

Définitions

* chemin : soit X un espace topologique

Une application continue de [0, 1] dans X est appelée chemin de point de départ
xo et de point final 21 si a(0) = zg et a(1) = x1. Si @(0) = a(1) = zg, le chemin est
appelé boucle de point de base xg.

figure

* produit de chemins

Soient v, 3 : [0,1] — X, des chemins tels que (1) = 5(0). Le produit de « et 3,
noté a * (3, est le chemin défini par

a(2s)
a*ﬁ“%:{ﬁes—n

o= O
IA IA
(VYA
IA IN
[ e

figure
x chemin inverse : & o : [0,1] — X on associe a™! t.q. a7(s) = a(1 — s)

* homotopie

Solent «, 3 : [0,1] — X des boucles de base x(. Elles sont dites homotopes (noté
a ~ 3) 'l existe une application continue f :[0,1] x [0,1] — X t.q.

f(S,O):Oé(S) ) f(s>1):/6(s) VSG[O,l]

f(0,t) = f(1,t) =2y V t € [0,1]

figure

Proposition
«a ~ (3 est une relation d’équivalence
On note [a] la classe d’homotopie de la boucle «
le produit * entre chemins définit alors naturellement le produit entre classes :

o] + [B] = [a * f]

Théoréme : soit X un espace topologique.
L’ensemble des classes d’homotopie des boucles de point de base zq € X, noté
M; (X, ), est un groupe. C’est le groupe fodnamental (ou premier groupe d’homo-
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topie) de X en x.

Ex. : cercle S* M (SY)Y=Z
tore 7% = St x 1 M(T*)=2Z&®Z
plus généralement, T = S x St x -.. x S! M =Z&---a¢Z
~~ - D e Y e——

n n
cylindre X = S'x IR~ My(X)2Z @ {e} = Z

Th. : soit X un espace connexe par arc, et xg, 1 € X.
Alors M, (X, zg) et M;(X,x;) sont isomorphes.

Définition :
Un espace X connexe par arc possédant un groupe fondamental trivial est dit
simplement connexe.

Exemples : topologie des groupes SU(2) et SO(3)

Soit U = (‘;‘ ?) eSU@Q) Ut = (g g) Ut = (_57 _aﬂ)

(car ad — By =1) B
donc Ut = U1 So=aety=—0

d’ou Iécriture générique des matrices de SU(2) : U = < a § )
comme detU =1, |a]?* + [B]* =1

Donc chaque élément de SU(2) est défini par la donnée de deux nombres
complexes (a, 3), tels que |a]?> + |5]*> = 1, et réciproquement.

a = a1 + 1o
B =p1+if

Donc SU(2), comme espace topologique, est homotomorphe a la sphére unité S®
de IR*.

La connexité par arc et la simple connexité de S* impliquent donc celle de SU(2).

posons s alors |al? + |82 = 1 s'écrit |ay|? + |ao|* + 61> + |3)* =1

Cas de SO(3)

A chaque point de S correspond toujours une rotation. Cependant aux points
(1,0,0,0) et (—1,0,0,0) correspondent I'identité de SO(3). Donc une courbe sur la
spheére S commengant en (1,0, 0, 0) et finissant en (—1, 0,0, 0) est en fait une boucle
de base 1 dans SO(3). Il n’y a clairement aucune fagon de déformer contintment
cette boucle en le point (1,0,0,0), donc SO(3) n’est pas simplement connexe. On
montre qu’il est doublement connexe : M;(SO(3)) = Z/2Z = {1, —1}, la rotation
d’angle 2n étant un représentant de la classe non topologiquement triviale, tandis
que la rotation d’angle 4n est un représentant de la classe triviale.
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Avant de parvenir au théoréme important concernant le groupe de recouvrement
universel d’un groupe, il nous reste a introduire un dernier concept :

Déf. : centre Z d’un groupe G
Le centre Z d’'un groupe G est par définition le sous-groupe de G' qui contient
tous les éléments commutant avec chacun des éléments de G.

Propriété immédiate : tout sous-groupe de Z (et Z lui-méme) est abélien et constitue
un sous-groupe invariant de GG. Un tel sous-groupe est appelé sous-groupe invariant
central de G.

Th. 1:

Si G est un groupe de Lie connexe, alors il existe un groupe de Lie simplement
connexe G (qui est unique & isomorphisme prés) tel que

a) G est analytiquement isomorphe & un groupe quotient G /K, ot K est un sous-
groupe invariant central discret de é, isomorphe au groupe fondamental M;(G) de
la variété sous-jacente a G

b) si G est lui-méme simplement connexe alors G est isomorphe a G

c) les algebres de Lie de G et G sont isomorphes

d) chaque représentation de I’algébre de Lie de G est associée a une représentation
du groupe G suivant la relation

Vacy. T =[4roen)]

t=0

G est appelé groupe de recouvrement universel de G.
Chaque représentation I's de G (cf d)) fournit une représentation I'c de G &
l'aide de T'¢(TK) =T5(T) (VT € G) si et seulement si I'5(T) =1V T € K.
Sinon on obtient une représentation projective de G.

Th. 2 :
Si les algebres de Lie g; et go de deux groupes de Lie simplement connexes Gy
et GGy sont isomorphes, alors G; et GGy sont analytiquement isomorphes.

Conséquence de ces deux théorémes :

Pour chaque algebre de Lie réelle g il existe un groupe de Lie simplement connexe
é, qui est unique (& isomorphisme prés), tel que chaque groupe de Lie G ayant pour
algébre de Lie isomorphe ¢ est isomorphe a G /K, ou K est un sous-groupe invariant
central discret de G. G est alors appelé groupe de recouvrement universel de g.

Th. 3
_ Sigp et go sont deux algebres de Lie réelles de groupe de recouvrement universels
(G1 et Gy, alors le groupe de recouvrement universel de g;®gs est isomorphe & G 1 ®G2

Ez. : application du th. 2 a SU(N)
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SU(N) (N =2,3,4---) est simplement connexe

Déterminons le centre de SU(N) noté Z

Comme l'ensemble des matrices N x N unitaires de déterminant 1 forme une
représentation unitaire irréductible de SU(N), d’apreés le lemme de Schur u € Z =
u = aly. detu = 1 donc o™ = 1. Donc Z est le groupe fini d’ordre N d’éléments
e ¥ly, p=0,---,N—1

N = 2: Z = {1, —1,} groupe de Lie compact d’algebre de Lie isomorphe a
SU(2) : SU(2) et SU(2)/Z ~ SO(3)

N = 3: Z = {13, e¥"/313,e*/313} SU(3) et SU(3)/Z

N=4:.7= {]14,’é]14, —]14, —2]14} SU(4) SU(4)/Z SU(4)/K avec K = {]14, —]14}

Application a la mécanique quantique

Toute représentation a une phase prés continue unitaire de SO(3) est une représen-
tation vraie, continue, unitaire de son groupe de recouvrement universel SU(2).

Par conséquent pour tout systéme qui admet les rotations comme groupe de
symétrie, les vecteurs de l'espace de Hilbert se transforment non pas selon une
représentation unitaire de SO(3) mais selon une représentation unitaire de SU(2).

rep. unitaire SO(3) — spins entiers
SU(2) — spins entiers et demi-entiers

Ainsi 'existence de spins demi-entiers est-il conséquence directe du théoréme de
Wigner.



Chapitre 8

Le groupe de Lorentz

Les équations de Maxwell qui rendent compte des phénomeénes électriques et ma-
gnétiques ne sont pas invariantes sous le groupe de Galilée. Donc contrairement &
ce que stipule le principe de relativité galiléenne, il devrait étre posible de mettre
en évidence un référentiel absolu (éther). Les expériences de Michelson et Morley
(1881) ont infirmé cette hypothése : la vitesse de la lumiére est absolument indépen-
dante de la direction de propagation. Le temps ne peut plus étre considéré comme
absolu : la simultanéité de deux phénomeénes dans un référentiel n’implique pas cette
simultanéité dans un autre référentiel, contrairement a la mécanique classique.

8.1 Intervalle d’espace-temps

Nous allons briévement rappeler ici la notion d’intervalle d’espace-temps en rela-
tivité restreinte. Considérons tout d’abord un événement décrit par un observateur
lié & un référentiel inertiel par ses coordonnées d’espace-temps (1, Z1).
FExemple: émission d’un photon dans la désintégration

T =y
Le signal se propage a la vitesse de la lumiére (photon). Il est détecté en (t5, 7).
Par définition l'intervalle entre ces événements est
(As)2 =P (ty— 1) — (T — )% ;  ici (As)2=0.

¢ ne dépend pas du référentiel donc (As)? = 0 dans tous les référentiels inertiels
par rapport auxquels on peut décrire cette expérience.

L’intervalle infinitésimal s’écrit
ds* = Adt* — da® — dy® — d2*. (8.1)
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Si ds? = 0 dans un référentiel d’inertie K, alors ds”? = 0 dans tout autre référentiel
d’inertie K.

Donc ds? = ads'?
En utilisant I’homogénéité du temps et de l'espace et lisotropie de l’espace, on
montre que a = constante = 1.

exercice 8.1
le montrer (cf. Landau T.C. p. 12).

Un point de l'espace de Minkowski M est repéré par ses coordonnées dites

contravariantes x* = (ct, )

Meétrique : elle est donnée par la matrice

1
-1
gMV - _1
—1

donc
(A5)2 = Guv (xzu - Ilu) (1'2V - 5”1'/) )

qui est bien identique, avec cette définition de la métrique, a la notion d’invervalle
introduite plus haut.

On définit 3 types d’intervalles selon le signe de (As)? :
(As)? > 0 intervalle de genre temps
(As)? < 0 intervalle de genre espace
(As)? = 0 intervalle de genre lumiére

exercice 8.2

Montrer, en reprenant ’exemple de ’émission d’'une particule dans la désintégration
6~ :m — p+ e~ + 7 que U'intervalle séparant 1’émission et la détection d’une parti-
cule est du genre temps ou lumiére.
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8.2 Groupe de Poincaré et groupe de Lorentz

Ayant postulé que la vitesse de la lumiére est indépendante du référentiel, nous
en avons déduit que lintervalle ds? est identique dans tous les référentiels iner-
tiels. Il nous faut & présent caractériser ces référentiels d’inertie, en déterminant les
transformations relativistes reliant ces référentiels entre eux. Ces transformations
possédent une structure de groupe de symétrie d’espace-temps relativiste que nous
allons étudier dans ce chapitre et dans les deux suivants.

8.2.1 Caractérisation de P

Soient x les coordonnées d’un point de M, mesurées dans le référentiel K, et 2’
les coordonnées du méme point mesurées dans le référentiel K.
La condition d’invariance de 'intervalle infinitésimal

ds'? = ds® (8.3)

implique que

translation (4 parameétres réels)

/

o' = A%’ 4 a® : groupe de Poincaré (10 paramétres réels) (8.4)

AN

groupe de Lorentz (6 paramétres réels)

Preuve:

La condition (8.3) s’écrit
Jop d2"*dx"’ = g, dztdz"

ie.
oz’ 0z’
A T

datdz” = g, dztdz”

donc
ox'™ Ox'P

X — g 8.5
Job i g~ I (85)

En prenant le déterminant membre a membre, on en tire donc

A
detg |det — ) =detg.
ox

o'

ox

g étant réguliére, on en déduit que det # (0 : la transformation de Poincaré est
donc inversible.

En faisant agir 5 sur (8.5) on obtient

ox
82x’°‘ ax/ﬁ ax/a 82515,5
(e} a A . A ., _'_ (e} A,
Jop Oxtoxr Oxv Jo oxt OxvOxP
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qui s’écrit symboliquement

Aoy + Awppu =0, (8.6)

ou A est symétrique sur les indices entre parenthéses.
pp donne Ag,, + Agwy, =0 (8.7)

v p donne Ay, +Awpu =0. (8.8)
La combinaison (8.6) + (8.7) -(8.8) donne donc

02z’ Oz'P
900 Surdwe Ox”
a / 82 /o
d’ou (puisque det 8_9; #0) : 8:)3“2:#’ =0

ce qui prouve que les 2’ sont des fonctions linéaires des x .

On utilise les mémes notations matricielles que celle vue dans le chapitre 6 pour
les matrices de SU(2), i.e.
/ indice de ligne
A%

"\ indice de colonne

On déduit de (8.5) et de (8.4) que A est une matrice réelle vérifiant

Gap Aa,uAﬁu = G (89)

Le groupe de Lorentz est bien un groupe :
Preuve:

e c’est immeédiat d’aprés sa définition : le produit de 2 transformations homo-
génes qui préservent ds? est une transformation homogeéne qui préserve ds?; d’autre
part, 'inverse d’une transformation homogéne préservant ds? est une transformation
homogéne préservant ds? .

e algébriquement, si A et A’ sont deux éléments de L, alors

{ ga,@AaMAﬁyﬁz g/.lll
gaﬁA/a “A/ v = g“,, .

On en déduit que
gaﬁ AQMA/U M/ABVA/V v gMVA,M M/A/V v = gM/V/ s

ce qui montre que AN € L.
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La premiére des preuves précédentes s’étend immeédiatement au cas du groupe
de Lorentz inhomogéne (ou groupe de Poincaré), ce qui montre que P est un groupe.
La seconde preuve exige de connaitre explicitement la loi de groupe de P, que nous
examinerons au chapitre 10.

Nombre de paramétres :

L dépend de 6 paramétres réels. (8.10)

Preuve:

Considérons une transformation infinitésimale
AP = gl + wh avee ||w||< 1.
La contrainte g, A"’ A7 = g*? donne

G (9" + W) (67 +w"7) = g7

soit au premier ordre en w,

vo

Guv gMP gVU + Guv gup W’ + Guv wupg = gpa
d’ou
5pygzxo + 5pruo + 5Zw,up _ gpcr 4 WP 4 WP = gpcr

et donc
wP? +w =0. (8.11)

wh est donc un tenseur réel 4 x 4 antisymétrique : il dépend de 6 parametres réels.

P dépend de 10 parameétres réels : (8.12)

il dépend des 6 parameétres réels décrivant L auquels il faut ajouter les 4 translations
d’espace-temps.

8.2.2 Structure du groupe de Lorentz
De (8.9) on déduit que det A = £1:

det A = 41 : transformations propres
det A = —1: transformations impropres

3
En considérant a nouveau (8.9) avec = v = 0, on obtient (A%)* — > (Af))* =1
i=1

Aoy >1: pas de renversement du temps (orthochrone)
Aoy < —1: avec renversement du temps

On démontre (voir Gelfand p165) que
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Le groupe de Lorentz O(3,1) posséde 4 composantes connexes. Chacune est
doublement connexe. mais non simplement connexe.

Ces différentes composantes connexes sont reliées par des transformations dis-
crétes :

¢ transformation de réflexion (ou parité) :

—1

figure

L laisse invariante les 3 régions z? > 0, 22 = 0 (cone de lumiére) et 2% < 0

2 2
. . . . . z“ >0 ¢ >0
LL laisse invariante les 4 régions , L 22=0,22<0
zg >0 zo < 0
figure

LL est le groupe de Lorentz restreint



8.2. GROUPE DE POINCARE ET GROUPE DE LORENTZ 113

LL et L forment le groupe de Lorentz complet
LL et Li forment le groupe de Lorentz propre

exercice 8.3

Vérifier que le groupe de Lorentz restreint, le groupe de Lorentz complet et le
groupe de Lorentz propre sont bien des sous-groupes du groupe de Lorentz L.

Compacité :

Le groupe de Lorentz restreint LL est un groupe non compact.

Ceci est di a l'existence des boost, ou tranformation de Lorentz spéciales, que
nous examinerons plus loin, qui sont codées par une rapidité variant de —oo a +oo.

8.2.3 Vecteurs contravariants et covariants

On peut rapporter I'espace de Minkowski M a une base (e1, ez, €3, €4) notée

QM (M:O, 73>
Un quadrivecteur A arbitraire peut alors se décomposer dans cette base sous la
forme :

A= Ale, (convention d’Einstein)

Par définition le tenseur métrique (ou métrique) est relié aux vecteurs de base
par

€, 8 = Guw

avec g,,, donné par (8.2). On a alors

ds* = dx - dr = da"da’e, - e, = dx"dx" g, ,

1

en accord avec la définition donnée plus haut. Dans toute la suite, sauf mention
contraire, on fera c=1, et donc 2° =¢, 2! =2, 22 =y, 23 = 2.

Coordonnées co- et contra-variantes :

A=Ate, A, =A-e

%
. composante contra-variante . composante co-variante
en général A" # A,

Ezxemple : plan euclidien
figure
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Remarque: les e, ne sont pas des quadrivecteurs puisqu’ils ne sont pas invariants
lorsque 'on change les axes (alors que par définition un quadrivecteur est un objet
a 4 composantes qui est invariant par changement d’axe).

Lien entre composantes covariantes et contravariantes :

A}L:A'QM:AVQV'QMZQHVAV

De la méme maniére que pour la métrique C' de SU(2), (voir chapitre 6), on définit
g"” comme l'inverse de g,,, : g"g,, = 0.

Comme g, est son propre inverse, g,, = g"” .
Ainsi

Ay = gAY

oo (8.13)

On peut donc écrire ds* = g, datdx” = datdz,, = g"dz,dx,
et A-B = A"B"g,, = A'B,, = A,B".

8.2.4 Transformation d’un vecteur covariant

Examinons & présent la transformation par L d’un vecteur covariant :
de

gaﬁAauAﬁy =G

on tire

9o A = G (A_I)Vﬁ
donc

(A_l)yﬁ = gpal\, " -
Posons

Ag = gpa A%, 9"
ce qui revient a considérer A%, comme un tenseur d’ordre 2 qui se transforme comme
A%A,,.
On a donc Ay = (A‘l)uﬁ = (tA_l)BV et 'on peut vérifier explicitement que
AFAP, = (A‘l)yﬁ AP, = AP, (A‘l)yﬁ = 65.

Remarques:

e ceci est 'analogue de CUC™! = U~ pour SL(2, C), qui s’écrit Ca/an‘ﬁCﬁﬁl =
U_lﬁ(;/ - Ualﬁl-

e avec ces notations, puisque 1= 17! = 1, on pourra écrire plus simplement

I N L

I
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Ainsi ’inverse d’une matrice se calcule simplement en montant et en
descendant les indices grace a la métrique, puis en transposant.

Loi de transformation des composantes covariantes sous ’action de L :

z, =N, (8.14)

Preuve:

— i — v, AV ]
r=uate, =a"e, = N ale,
donc ¢, = A”ugf/ et QL = Ae, d’aprés ce qui précede.
il g ol — o A Ve — AV
Ainsiz, =z-¢e,=z-MNe, =A\/z,.
Remarque: le fait que les composantes covariantes se transforment par *A=!, qui
est la transposée inverse de la matrice de transformation des composantes contrava-
. A~ 9 . 2 « . . t .
riantes, est di a I'invariance de ds® = da*dx, qui implique que *"AgA = g.

1

En effet, ceci s’écrit encore tA™! = g A g~!. Partant de v' = Av pour v contra-

variant, on en déduit :

/ 1
gv = gAhg g¢&
~— —

vecteur covariant AT vecteur covariant

C’est ’analogue de la preuve donnée page 93 dans le cas de SU(2).

8.2.5 Calcul tensoriel

Nous pouvons maintenant de facon générale parler de covariance relativiste : les
grandeurs physiques qui décrivent I'état d’un systéme ne sont en général pas les
mémes pour différents observateurs :

e les quantités scalaires ne dépendent pas du choix d’un référentiel particulier :
ce sont des fonctions ¢ définies sur M t.q. ¢'(2') = ¢(z)

e les composantes contravariantes v* d’un vecteur se transforment comme les
coordonnées (les translations n’ont d’effet que sur les coordonnées) :

ox'¥
U/u — AMV'UV (_ VY

or”
e les composantes covariantes v,, d'un vecteur se transforment comme z,, :
! v
v, = A Ty

e tenseur de rang (m , n )
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co- contra-

S e
F B W BTy

a1 Om

Bm A B1 ... AHEn P1Pn
A p1 A pnFﬁr--ﬁm

Qam

* dérivation :

0o ox¥ 09 Ox”

= avec AV =
ox'm  Ox'm Oxv N J

0¢ . )
donc —— se transforme comme un vecteur covariant, noté 0,¢

ox”

De la définition des coordonnées contravariantes z# = (x

0 0 =
On= i = (%V)

9, 2 =
ILL = — = _ J—
0 oz, (01’0 ’ V)

attention aux signes : Z est contravariant mais V est covariant.
La quadri-divergence d'un quadri-vecteur est le scalaire

0 %) on tire

8”AM:8MA”:w+V-A
92
opérateur d’Alembertien : O = 9,0 = 9z A
Lo

Retenons :

e que I’'on passe de I'une a I'autre forme des tenseurs en montant et en descendant
les indices comme pour les quadri-vecteurs

e que la transformation se fait en mettant la matrice A & gauche du quadri-
vecteur et en sommant sur les indices voisins (I'un en haut et Uautre en bas).

8.3 Algebre de Lie du groupe de Lorentz restreint
T
L—l—
8.3.1 Forme non covariante de générateurs

De la contrainte
Wha = —Wap

on tire la relation matricielle w?, = —w ? = —gaw g®? W .
En utilisant la forme explicite de la métrique g", qui s’écrit

/ 0/ !
gia’:_dia 996 :5507

on en déduit 1’écriture matricielle
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soit

(UMV = dgbl ‘ 0 —d93 +d¢92 (815)
dos |+dos 0 —db,
dos | —dby +db, 0

ol le bloc 3 x 3 correspond a la matrice 3 x 3 d’une rotation infinitésimale dans le
sous-espace des rotations spatiales.

e Introduisons les générateurs J* (ce sont les générateurs des rotations; nous le
justifierons explicitement dans le paragraphe 8.3.4) de la forme

J = (O Jéxg) (8.16)

ol les matrices 3 x 3 Ji, 4 sont les générateurs des rotations a 3 dimensions, qui
s'écrivent (J4,3)kj = i€, . On a J* = J. Explicitement,

~1 ~1
Jas =1 —1| J,=i J3a=il1 . (8.17)

e De méme, on introduit les générateurs K* (qui sont les générateurs des boosts :
voir paragraphe 8.3.3), sous de la forme (en ne représentant que les éléments non
nuls)

01 0 01 0 001
K'=—i L K*=—i (1) K?=—i 8 (8.18)
1
Ona Kt #£K.
Nous pouvons alors écrire (8.15) sous la forme
w=1id¢- K —idf - J. (8.19)

Dans le cas d’'une transformation finie, nous aurons le résultat suivant, justifié
aux paragraphes 8.3.3 et 8.3.4,

Boost pur A = K

Rotation pure A = e~/

Un boost pur est non unitaire car K;r #K;.
Dans le cas général, un élément quelconque de LL. pourra s’écrire A = A;A; ou
Ay est une rotation et Ay = €K est un boost (voir chapitre 9), mais A ne peut
s’écrire comme 'exponentielle d’un élément de son algébre de Lie (sauf au voisinage

de I'identité), en raison de la non compacité de la composante connexe LL de L.
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8.3.2 Algébre de Lie

Des formes explicites (8.16) et (8.18) des générateurs on tire immédiatement les
relations de commutation

[Jis i = ideijwd (8.20)
[Ki, K] = —tegudy (8.21)
[Ji K] = deijn Ky (8.22)

exercice 8.4

le vérifier en utilisant les expressions intrinséques
(J)"; = ieijn (8.23)

et
(K", = —i[6° 0" + 616" ). (8.24)

Conséquences importantes :

e la relation (8.20) prouve que le groupe des rotations est un sous-groupe de
LL. En revanche, on constate d’aprés (8.22) que les boosts ne constituent pas un

sous-groupe de LL .

e [Ji, Ki] = 0 donc une rotation effectuée autour de la direction de la vitesse
d’une transformation de Lorentz ne modifie pas cette transformation :

e 011 i1 Ky i1 _ pid1K)
puisque la loi de transformation d’un opérateur T' s’écrit 7" = D(A)TD*(A) .

e l’équation (8.22) exprime que K= (K1, K3, K3) se transforme par rotation
comme les composantes d'un vecteur (voir la représentation adjointe de SO(3) dis-
cutée au chapitre 5)) : c’est un opérateur tensoriel d’ordre 1, ou opérateur vectoriel.

e l'équation (8.21) [K;, K| = —ie;;Ji exprime le fait que deux transformations
de Lorentz pures A; et A; le long des axes i et j engendrent une rotation lorsqu’on
effectue l'opération A;A;A; 1 Ce résultat est a I'origine du phénomeéne de “préces-
sion de Thomas” : une succession de transformations de Lorentz pures appliquées a
une particule & spin peuvent ramener I'impulsion a sa valeur initiale (représentation
vectorielle) alors que le spin a tourné (représentation spinorielle).

e attention : comme [J, K| # 0,

A =exp (ug I?) exp (—15 f) £ exp (—15 f) exp (ug I?) .
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8.3.3 Tranformation de Lorentz pure

Considérons une transformation de Lorentz pure d’axe ¥ engendré par K;, de
paramétre ¢; (transformation active)

iKid1 _ (ZKlﬁbl S (K1) %
et = Z (2k Z (2k +1)!
= k=

(iK)) = (%1 8) donc  (ik,)? = (Ibox? 8)

puisque 0% = lyx5, donc

T Y P e
— (2k)! — (2k + 1)!
= ch ¢; + 1K, sh ¢
ch ¢1 sh ¢
sh ¢y choy 0
0 0 0
0 0 0

e}

o O OO

La relation & = 191 ¥ g’écrit donc

2’0 = ch ¢, 2" + sh ¢ o - 20 =ch ¢ 2'° —sh ¢, 2!
2't = sh ¢ 2° + ch ¢y 2! ' = —sh ¢ 2/ + ch ¢y 2'?

En considérant un point particulier tel que ! = constante, on tire immédiatement

dl‘ll
= th ¢ : c’est la vitesse du point aprés boost, mesurée par rapport au

v =

référentlel par rapport auquel il était fixe avant boost.

‘(ﬁ = Argth v est appelée rapidité. ‘

On déduit de ce qui précede la paramétrisation

ch =
¢1 \Y 1'U_ ’U2
sh =
o1 T
et
xlo xO v le
\/1—U2 \/1—1)2 (825)
S val X! 4 :
V1—1? \/1 —v?

qui est bien la forme usuelle d’'une transformation spéciale de Lorentz.
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Cas général :

Considérons une transformation de Lorentz pure d’axe quelconque 7 (7% = 1) et

de vitesse v (point de vue actif) en terme de matrices, (K;)", = —i[d°,d"; + 059", ]
Montrons que &' = e'*™ * 7 est donné par
% = 2%h ¢+ (7-7)sh ¢ (8.26)
= F—7a(Z A)+ (2%h ¢ + (71 - T)ch ¢) '

Preuve:

(K - 7) ”V — [0 0k — o,

N acause de 71 - K = n'K" (= n'K; car dans nos conventions

K= Ki)

- 2 # - u - v
(7o) ] = [ir-a)" [ik ]

=+ [60n* — dhn,] [80n” — 04 n, ]

=+ (n®n#0% — ntn, — 65012 + nedhng)

= —nkfn, + 6540
puisque n? = —1. Enfin

— 3 K / /
{(iK . ﬁ) } =+ [0%n" — §hnu] [—n¥"n, + 65 67

= +n6) — g, = ik - ﬁ)“
La série s’écrit donc

i . | g2kt
7, s I
=0t + [5 nt — 507”LV Z 2k + 1]

k:O
© ¢2k

+ [-nn, + 046y Z (2k 0 + nfn, — 6,60

= 0" +ntn, — 056°, + [5871” — Shny ] sh ¢ + [—n¥n, + 66)] ch ¢.
Ainsi
=gt +nt(zn) — 0y’ + [2"n" — 8 (n- )] sh ¢+ [-n¥(n-z) + 652°] ch ¢
ce qui prouve le résultat.

Remarque:

une transformation passive (changement de référentiel) du référentiel K vers le ré-
férentiel K’ (animé d’une vitesse v par rapport & K) est une transformation active
(référentiel fixe, les points sont transformés) de vitesse —v.
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8.3.4 Rotation

A titre d’exercice, nous pouvons également déterminer la forme explicite d’une
rotation, que nous avons obtenue directement en (5.1).
Pour une rotation active d’axe Z' et d’angle 65,

e—i@f: o—i0sJs f: (J3)2k(_l-93)2k — i i (J?))zl‘C 92k+1(_i)2k

| 173
— (2k) —~ (2k+1)!
0 (+93)2k 3 o 932194—1
= > (-1 (=1)¥(=iJs)
| |
= (2k) = (2k 4+ 1)! )
cos B5 sin 65
En effet,
00 0 O
J.— 00 -1 0] 0 0
3= o1 0 o]~ 0 72 0
00 0 O
donc
0
J?? = ]12><2
0
puisque 03 = lyy . Ainsi
1
oifsTs _ cosf; —sinfs

sinfl3 cosf —3
1

La rotation passive (rotation des axes) est obtenue en faisant § — —0.

Cas général :

Dans le cas d’une rotation quelconque d’axe 7i et d’angle € (point de vue actif)
, montrons que

=

T =e W F = (F— (A7) cosd + 7 A Tsind + (i1 - T)

en accord avec la relation (5.1).
Preuve:

Calculons
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o k , , .

(—iJ . 771) = —i(J)¥;n' = eyn’ (dans ce caleul, il n'est pas utile de distinguer
j

les composantes co- et contra-variantes)

- k oo
donc ((—Z J - ﬁ)f) =egypn'sd = (M A"

. 2 . 5 . .
(—ZJ . n) = <—zJ . n) (—ZJ . n) = €ijknlfi'k’jnl
kK’ kj gk

. L. / N
qui s’écrit encore —dF, + n*nk" (car 7% = 1)

(—z’J - ﬁ) - (—z’J - ﬁ) (—u : ﬁ)
kk' kj k!

) . ., ) o
= e’:‘ijknl <_5]k’ —+ njnk ) = —gppn’ + 6ijknln]n
0

(contraction d’un tenseur antisymé-
trique par un tenseur symétrique)

:—<—if-ﬁ>

k/

k'
donc
07 J k i 2 k k, g 0° 0 k k 3
(6 )kj:5j+9€ijkn—5((5]-—7172,))—58“]{@ +E(5J—nn])+
, 6 ot . . 3
:(5f—nkn”)<1—§—I—Z—|—--->—I—nkn]—l—eijan(é’—aﬂL---)
soit

(e‘“’""]> = (5jk — n*m7) cos 0 + e;5n" sin 6 + n*n’
kj

d’on finalement
om0 o (Z—7i(1- &) cosO + 1 A Zsinb + m(n - T)

puisque &;;xn’'z? = (T A Z) .

8.3.5 Forme covariante de l’algébre de Lie de LL

Nous avons écrit en 8.2.2 une transformation infinitésimale sous la forme
A=14+w

ou encore
R — H
Au_gu+wu>

et montré que w,, est antisymétrique, i.e. que w,, dépend de 6 parametres, ce qui
définit la dimension de I'algébre de Lie.
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Plutét que d’utiliser une paramétrisation non covariante de cette transformation
infinitésimale a l'aide de (dé; dg) , comme nous l’avons fait dans le paragraphe 8.3.1,
on peut utiliser w,,, comme collection de parameétres. Ceci nous conduit a introduire
la définition suivante, covariante, des générateurs de ’algébre de Lie :

A=1— %waﬁjaﬁ . (8.27)

Dans cette définition, les indices («, 3) jouent le role d’étiquetage des générateurs.
Ceux-ci sont eux-méme des tenseurs, et portent donc également des indices. On
peut imposer J,5 = —Js, puisque les w®’ sont antisymétriques, d’on le facteur
conventionnel % pour éviter le double comptage Tensoriellement, la relation (8.27)
s’écrit : _
Ay = G — =™ (Jag) ..

Nz g,ul/ 2w ( ap uv
Donc ,

Wy = —%waﬁ (Jas) (8.28)

On en déduit que les J,3 sont des tenseurs antisymétriques (i.e. que (Jaﬁ);w est
antisymétrique par rapport a (uv)).
Introduisons la base
()" = 6,6, — 01,0, . (8.29)

C’est une base, dite canonique, des tenseurs antisymétriques, qui s’écrit encore

’

aUIVI = eN/V/ — 61//“

ou
(eu/l,/)‘uy = 55/55/

est la base canonique des tenseurs de rang 2. Dans cette base, (8.28) s’écrit
l
- (6,507 = 8,78.2) (Jap)", = 0lsinr — guues
Le premier membre de cette égalité s’écrit encore —% [(Ju)!) — (Jorw)")] = =i ()",

par antisymétrie sur (p'v').
Donc

(), = (9,0 9w — Gue )

ou encore

(JNIVI)/J,V :Z (a'H/V/)/J,y .

L’algebre de Lie s’en déduit immédiatement :

(s Jpo| = 1 (Gupduo — Gupdve + Guodvp — GuoJup) - (8.30)

Preuve:
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e directement, en utilisant la forme matricielle :

s Il = (Tu) s (Jao) s = (o) (J)’s
= —(6,"gu — 93ru0°%,) (55’905 - gﬁp55')
+ (0,905 — 99760,”) (55'%5 — gg,ﬁf')
= 00 (0,790 = 0,°95'u) + 9o (=0, 903 + 0,7 Gop)
—Guo (=0, 98+ 0,%980) + Gvo (0,5908 — 0,"9p0)

«

= 1 (Gupduo — GupJvo + GuoJvp — Guodup) 3

e cn écrivant les générateurs sous la forme manifestement antisymétrique J,,, =
i(epw—evy) = i(|p >< v|—|v >< pl), avec le produit scalaire minkowskien < o|p >=
Jap, ON peut aisément retrouver 'équation précédente de maniére intrinseque. Le
lecteur non convaincu vérifiera préalablement que

(Ju)as = i(<alp><v|f>—<aly><puld>)
= 1 (gau 9vB — Gav guﬁ)

en accord avec la forme obtenue plus haut. L’obtention des relations de commutation
de I'algébre de Lie est alors immédiate :

[ Jpo] = = (I ><v| = v ><pl) (|p >< o] = |o ><pl)

+(p><o|—lo><pl)(lu><v|—|v><p|)=—g,(ln>< ol —|o><pl)
+gup (v >< 0| = |o >< V|])=guo (Jv >< p| = [p >< V) + 9o (| >< p| = |p >< V)

=1 (gupJuU - gupJVJ + gMO'JVp - gVJJup) .

On notera que dans ce calcul, la forme explicite des générateurs ne joue aucun role.
Seul compte leur propriété d’antisymétrie par rapport a leur index d’étiquetage, qui
provient elle-méme de I'antisymétrie des w,,, , i.e. de la définition de LL. Ceci ne
doit pas nous surprendre : 'algébre de Lie est la méme quelque soit la représentation
choisie. Nous allons le vérifier explicitement sur la représentation réguliére discutée
dans le paragraphe qui suit.

8.3.6 Représentation sur les fonctions scalaires (représenta-
tion appelée réguliére)

¥ A € L on associe la transformation T agissant sur les fonctions f(z) :

F(@) B (Taf)(x) = f (A~ ') .

T est une représentation de LL
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Preuve:

(TNTw f) (z) = Ta f (A™'2) = f(A’_lA‘1x>

= f((AA’)_lx)
= (Tanf) ()

ce qui prouve que Th T} = Thps .

Générateurs de cette représentation :

A la transformation infinitésimale de Lorentz
=t + W,

correspond

(TAf) (z) = (1 — %w“”JW) f(x) (facteur 2 & cause du double comptage)

ou les J,,, sont des opérateurs différentiels. En utilisant la définition de 7', on a donc

<1 - %w“”JMV> fl@)=f(A"2) = f(2"—w"m,)
= f(z) —w"z,0,f

Donc

Jw =1 (2,0, — x,0,) . (8.31)

On vérifiera aisément que ces générateurs satisfont 1'algébre de Lie (8.30).

Cette représentation est unitaire. La preuve est la méme que celle deja donnée
pages 33 et 74 pour la représentation de moment orbital du groupe des rotations.
Notons que LL n’est pas compact, et que la représentation unitaire de LL que nous
venons de construire est de dimension infinie, en accord avec les résultats généraux
énoncés au paragraphe 4.3.4.

8.3.7 Forme réelle compacte

Counsidérons les relations de commutation

(v, Joo) = 1Gupd o — 19updve — iGvodup + 1Gu0Jup
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En posant

Ji = geindin(= ') (& Tip = eijp i)
Ki=Jo (=K' =-J%

on obtient

[JZ', J]] = igijlw]k [Kw KJ] = —'éEiijk [Jj, KJ] = 'éEiijk
qui est bien identique aux relations obtenues plus haut. Le lien entre générateurs
covariants J*, et générateurs (K, J) se résume sous la forme

0 K1 Ky K;
g -Ky 0 J3 =
| -Ky —J3 0
-Kz J, -5 0
Lien entre w,s et 0.6 :

en comparant

1—%wwfw+mwy:@—¢@'X1+Miﬁ)+qa¢)

on a

—§waﬁjaﬁ —ig-K—if-J=i¢'K' —ibJ’
(car K' =

K; et J* = J;, puisque dans les conventions utilisées (cf. celles pour
7), K; = K" et J; = J' désignent toujours les composantes contravariantes). Par
antisymétrie de J*” on a donc

—5¢ WapJ*? = —iw o J% — §wij”k =—i¢' J" + 591' it
d’ou
Woi = ¢i w? = —¢i
ou encore ik i
wjk = _5ijk9i w’” = sijké .
Compactification

Il est possible de rendre 'algébre de Lie compacte, en utilisant la méthode pré-
sentée page 47.
Posons

1
2 ) . 8.32
N, = I(J; - iK,) (8.32)
On obtient alors

[MZ', M]] = igijkMk [NZ, N]] = igijka [MZ,Nj] =0.

Cette algebre de Lie est donc identique a celle du groupe SU(2) x SU(2).
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L’algebre de Lie ainsi obtenue est une forme réelle compacte de méme extension
complexe que so(3,1). M? et N? sont deux opérateurs quadratiques invariants. Ces
Casimirs commutent avec M et N , donc avec toute l'algébre, et donc avec tout
élément du groupe de Lorentz restreint LL. Dans le cas d’une représentation irré-
ductible, d’apres le lemme de Schur, on a

M?* = ji(ji+ 1)1
N? = 4+ D1 (8.33)

avec ji, jo entiers ou demi-entiers
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Chapitre 9

Représentations spinorielles du
groupe de Lorentz

9.1 Introduction

Soit un systéme physique qui posséde le groupe de Lorentz restreint comme
groupe de symétrie :

| <PlX > [ =] <l X > |7

Alors le théoréme de Wigner implique qu’il existe un opérateur U(A) défini a une
phase prés tel que |, >= U(A)[y) >.

Dans le cas du groupe de Lorentz restreint, la connexité du groupe implique
que ces opérateurs sont unitaires. Ils constituent une représentation du groupe de
Lorentz restreint a une phase prés : U(A;)U(Ay) = £U(A1Ag).

L’espace de Hilbert qui décrit un systéme quantique ayant pour groupe de sy-
métrie le groupe de Lorentz restreint est un espace de représentation unitaire du
groupe de recouvrement universel de LL, qui est le groupe SL(2,T).

rappel : SL(2, C) est le groupe des matrices complexes A unidomulaires (det A =
+1) a deux dimensions.

L’introduction des spineurs quadrimensionnels est tout a fait analogue a la dé-
marche suivie pour les rotations (voir chapitres 5 et 6). Cette généralisation date de
la fin des années 20 (Van der Warden, Uhlenbeck et Laporte).

Les spineurs quadridimensionnels sont introduits comme espace de représentation
de dimension minimale de SL(2,C). La différence importante entre spineurs 3d et
4d est que dans ce dernier cas, deux représentations conjuguées 'une de ’autre ne
sont pas équivalentes.

129
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9.2 Homomorphismes du groupe SL(2, Q) sur le groupe
L}

9.2.1 Préliminaires

e Toute matrice 2 x 2 & coefficients dans € peut s’écrire comme combinaison
linéaire a coefficients dans € de la matrice unité og = 1 et des trois matrices de
Pauli.

e Toute matrice 2 x 2 hermitienne peut s’écrire comme combinaison linéaire a
coefficient réels de ces 4 matrices. Nous avons utilisé cette base pour paramétrer le
groupe SU(2) page 68.

Posons
Ou = (]1’ U) = g#
S 9.1
ot =(1,-6)=0 ’ (9:1)
~H
avec & = (01, 09,03) .
A tout quadrivecteur z* on associe les matrices
T=alo, =x0+07-T= vttt it (9.2)
# 0 a2t +ix? 20— a8 '
et
- Lo 20— 2%zl +ir?
rT=ato =xg—c-Z="41 5 "o, 5] (9.3)
~H T =t '+

On déduit immédiatement de ces relations que
Z est hermitique < x est hermitique <x réel

o, =(1,0)
ot =(1,-7)

Propriétés

1) det 7 = 22

En effet det & = (2%423) (2% —2%) — (2! +i2?) (2! —iz?) = 20" =" =22 — 2% = 22

2) %TT 0,0, = 6%, (correspond & la normalisation habituelle des générateurs de
I'algébre de Lie)

En effet : xo;0; = 0;; + g0 donc T'r 0,05 = 20;;

e 0,00 =0; donc Tr o,00=T1r 0, =0

® 0¢0y = 0y Tr ggog =Tr o9 = 2

3) xt = %TT o,T  puisque %TT ouT = %TT oux’o, = ot ¥ = !

9.2.2 Théoréme

Il existe un homomorphisme du groupe SL(2,C) sur le groupe de Lorentz res-
treint LL défini par
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+A — A(A)
¥ =ANA)zx
T = ATAT

Preuve : A € SL(2,C) donc det 2’ = |det A|*det T = det &

d’ou %=

La transformation linéaire x — ' conserve les longueurs relativistes. C’est donc une
transformation de Lorentz.

Calcul des éléments de matrice A(A)H,

"o, = AxPo, AT = Ao, ATal = Az,

T2 =ANA)z
donc A" o, = Ac,A"
A o,0, = Ao,Ato,
comme % Tr oo, =05 %A“pTr 0,0, = A”p = %TT Ao,Ato,

e Montrons que les éléments de matrice sont réels :

1

(A7) = §T7“ (Ao,A%0,)" = %Tr 0, Ao, AT = %Tr Ao, Ao, = A",

e La transformation est orthochrone :
1 1
A = §TT AogAT oy = §T7“ AAT >0

odetA=+1":
det A(A) est une fonction continue de A. Comme SL(2, C) est connexe, det A(A) ne
peut prendre qu'une seule des deux valeurs +1 ou —1 (z' = A(A)z et 2% = 2’* donc
det A(A) = £1).

Considérons un élément particulier : A = 1

1
1 1
A(]l)” — §T7“ 0,0, = 501/ donc A(]l) —

p

et detA=1 c.f.qd.
1

Ainsi A(A) € £, T est immeédiat que A(—A) = A(A).
e le noyau de ce morphisme se réduit & Z, : soit A € SL(2,C) t.q. A(A)*, = o,
Alors V x, 7 = ATA™.
Pour z = (1,0,0,0), 7 = 1 donc AAT =1, d’ou A unitaire.
On a ainsi [z, A] =0, V 7.
Ainsi A = )1
Comme det A=1, A=4+1 c.q.f.d.

On peut construire un second homomorphisme de SL(2, €) sur LL en considérant

r=2" -G -F=z,0" o'=(1,8)0 =(1,-7)

~ ~pu



132CHAPITRE 9. REPRESENTATIONS SPINORIELLES DU GROUPE DE LORENTZ

+B — A(B)
¥ = A(B)x
=Bz B"
20— 23 b +ix? 9
E_(xl—ixQ 20 + 23 detg—a:

La preuve est identifique a la preuve précédente. En particulier ’expression de
A(B) est obtenue par :

a, 0= B, o” B* =B o B*z, (ot=0,) ot'=(1,0)

~ ~

"
= Au Tp0
donc A fo' = Bo’B™*
Afoto” = Bo?Bto”
d'on A,f = %Tr Bo?Bto”

= A= (tA(_Bl)) P

or ' = BxBY & =B '"/'B™'"" donc A7Y(B)=A(B™)

v

soit ‘A(B)”, = 3Tr B~'o? B~ *o”

~

1
| /N\(B)Vp = §TTB_1g”B_1+<N7”

En posant B = (A")™! on décrit la méme transformation de Lorentz que celle définie
par T — 1 = ATAT :

A (At = %TT A*g”AgP
= §TT Agp A+g” (par permutation cyclique)
= AA)", caqfd
Théoréme : Tout élément A de LL se décompose de fagon unique en un produit
A1A5, out Ay est une rotation et A, une transformation de Lorentz spéciale.

Preuve : il suffit, d’aprés ce qui précéde, de montrer que tout élément A de SL(2, C)
se décompose de fagon unique en produit A = UH avec det H = detU = 1 et
UUt=UtU =1 — rotation
{ Ht=H — boost
Or AtA = H?, donc H = (AT A)'Y/? est la racine carrée définie positive unique
(qui existe toujours) de A*A, et U = A(A*A)"Y/2. Onabiendet H = let detU = 1
c.q.f.d.
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9.3 Représentations spinorielles de Ll

9.3.1 Identification des représentations spinorielles

D’apreés le paragraphe précédent, les matrices A engendrent une représentation
de L . Identifions-la

A=1+eg+&-3+0(?) &,f€C

det A=1donceyg=0
Donc toute matrice de SL(2, C) proche de I'indentité peut s’écrire

A=1+55=1¢(—o7—¢3)-& (1)

1
2

Déterminons les générateurs de la représentation correspondante de LL, notés J,,,
qui vérifient

4 v
Azl—iw“ JMV

avec ot =k + W, = A,
4G =1+ N2+ D)1+E-F)T

dona®+c- 7 =2"+7 -7+ 3"+ 7)+ (2°+3- 7)o
Rappel :

C_I: . &b . 5 = CLiO'jbjO'j = aibj(éij -+ iaijkak)
= CLibi + ieijkaibjak
= a-b+i(@nbd)-a

doncicia® +d & =2+ - T+ 2°E+E*) -G+ (E+*) - T+i((E-)ANT)- &
g

P =7+ p2°+aAT donc 2/ =2+ 320 — g0k
Par comparaison avec ' = x* + w1z, il vient
wOi — —ﬁi
i 5 identique a L-2S (heureusement !)
wv = +Eijka
A=1- ’L(A)OZJOZ' - _wai,
2
donc par comparaison avec (1) on a
.03 Ok
Joi = —13 Jij = 5ijk7 (<— Eitj'kOk = 5i’j’k5ijkjij = Ji’j’ - Jj’i’ = 2Ji’j’)



134CHAPITRE 9. REPRESENTATIONS SPINORIELLES DU GROUPE DE LORENTZ

o
d’ou Ki=—i% puisque Ki = Joi
__ O; 1 1 Ot
Ji=5 Ji = 2ginJik = 3CikE bk 5
o1 encore M; =% représentation (%, O)

A ces générateurs infinitésimaux est associée la matrice

A=eT™T PF e SLR2,C) A= omk

a=0n . .
Posant G = o avec 12 = m? =1,
= om

la. transformation (&, § = 0) définit une rotation (active) autour de 'axe 7 d’angle

0 - T = To

" @ =Zcosf+nATsinh+ (1 —cosb)i(ni- &) (cf L-19)
la transformation (& = 0, 3) définit une transformation spéciale (active) de Lorentz

- xy =x9 ch ¢+ mi -2 sh ¢

le long de I IR A SRS
© long de taxem { ¥ =T+ xom sh ¢ +m(n - Z)(ch ¢ —1)
La représentation (O, %) est définie par M; = 00,. N; :0% soit K; = %, Ji =% et
la matrice de SL(2,C) associée s’écrit B = e~z e %2 . On vérifie bien que B =
A+ 7' De plus Jo; = 5+ et Ji; = €45 On dispose ainsi de deux représentations
du groupe de Lorentz.
Théoréme :

il

Ces deux représentations son inéquivalentes.
Preuve:
Supposons les représentations équivalentes, alors V A, 35 t.q. (A7) = SAS™! =

Trace A = Trace (AT)™!. Cette condition est violée pour certaines transformations
de SL(2,T) (elles ne doivent bien siir pas appartenir a SU(2)).

Ex. : A= (20@ _01) Trace A = %Z
2

—2 0 5
= (T8) A=
0 3

9.3.2 Représentations de SL(2, ()

—021) Trace A*" = —%z’

[en) SIEN

Par morphisme, on construira naturellement I’algébre de Lie de sl(2, C) dans la
représentation D sous la forme :

?

2waﬁja6

A= 1= Swaplify — D(Aw)) = D(A) = 1

On en déduit que
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JM est un opérateur tensoriel antisymétrique a deux indices :

DY (A)J# D(A) = A A¥_ o

Pour une transformation infinitésimale, cette relation se raméne a l'algeébre de
Lie D(A) = exp —1ie,5J7°
DA (J*) grow D(N)% = AV NV, (Jp”)o‘ﬁ

! ! 1
D(A)g = 0% — Sieys ()

al

B

D) ™ =g~ Sers (1)

donc D7HA)Y = ¢ + %875 (J”‘s)aﬁ/

P B'a v s\ab’ v o 4 5\
Ainsi (g b e () ) () g (gﬁ e )
= (5“p + 5“p) (6%, +¢€%,) (J*)%
qui s’écrit encore :
52 (T = JHTR) = B T e

l

= 2576 —z’gWJ‘;” + Z'g5VJM’Y + igéujw _ Z'QWJM

B

on a fait apparaitre la partie antisymétrique du
tenseur afin de pouvoir identifier terme a terme

donc [JV‘;, J’W}aﬁ =i (g”‘SJ’” — g TR g — g’”J‘S”)aﬁ c.q.f.d.

Rem. : la relation de transformation du tenseur J*” comme un opérateur tensoriel
antisymétrique de rang 2 généralise le fait que les générateurs des rotations et des
boosts sont des opérateurs vectoriels (tenseurs de rang 1) sur le groupe des rotations.

9.4 Spineurs quadridimensionnels

9.4.1 Spineurs contravariants et covariants

Par définition, c’est un objet & deux composantes complexes £* (o = 1,2) qui se
transforme de la fagon suivante :

£ — A représentation notée DI1/20)
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Nous venons de voir que la représentation construite a laide de B = (A")™! est
inéquivalente a celle construite a l'aide de A. Comme CtA 'Ct = A, les représen-
tations construites a 'aide de AT ' et A sont équivalentes. Introduisons donc un
deuxiéme espace de représentation, constitué aussi de vecteurs avec deux compo-
santes complexes % (& = 1,2), appelés spineurs pointés. Par définition la loi de
transformation correspondant a ’élément A de SL(2, €) est :

n— An Dl2]
Donc 1 se transforme comme ¢ .

La manipulation des indices non pointés et pointés se fait comme dans le cas
tridimensionnnel, par le tenseur C,g :

o = Copt” N = Capn’
_ ¢2 L2
donc &—51 i ni
=—¢ = =)

Examinons la fagon dont se transforme 7, :

n = An ie. n :Zagnﬁ

/

soit 7, = AT

De méme &5 se transforme a 1'aide de *A™!

9.4.2 Produit scalaire invariant

< E,E > = 0L = €ogl, = £1¢? — €2¢" est invariant sous SL(2, ) puisque
det A = 1 (ou encore : "ACA = C car CAC™' = 'A71 A € SL(2,0) donc
tACAC™ =1 c.q.f.d.

< > = Oy =iy =n'n* =iy’

Dans le cas tridimensionnel la combinaison positive p = & 151 + 5252 = tga?‘ est un
invariant qui peut s’interpréter, si £ est une fonction d’onde, comme une densité de
probabilité de présence.

Dans le cas quadridimensionnel, ce n’est pas un invariant, car A n’est pas unitaire
(sauf si c’est une rotation d’espace). Pour A quelconque, £* — ALY et & — A
mais en général tA- A # 1 sauf si A € SU(2). Ceci n’est pas génant pour I'interpreé-
tation de p car en théorie relativiste, la densité de probabilité ne doit pas étre un
scalaire mais plutot la composante temporelle d'un quadrivecteur.
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9.4.3 Spineurs d’ordre supérieur

Ils se définissent par produits tensoriels des représentations fondamentales cons-
tituées des spineurs et des spineurs pointés (i.e. des spineurs d’ordre 1).

Ex. spineurs d’ordre 2 : £90 ~ £2fP
¢ ~ &)
£~ mtw?
Rem. : les spineurs mixtes d’ordre 2 gbaﬁ correspondent aux quadrivecteurs x*.
e L’ordre d’un spineur est indiqué par un couple de nombres (k,[) représentant
les nombres d’indices pointés et non pointés.
e Les indices pointés et non pointés ne peuvent se mélanger sous LL, donc il
n’est pas nécessaire de spécifier 'ordre des indices.
e Covariance d’une égalité spinorielle : I'ordre doit étre le méme dans les deux
membres de 1’égalité (en tenant compte de la conjugaison complexe).

€. : 770‘6 = Eaﬁ est covariante

e la contraction de spineurs par le tenseur C,p n’a de sens que sur des indices
de méme espéce (la contraction sur des indices de nature différente n’est pas cova-
riante) :

5ﬁcﬁa7ia - glﬁcﬁan/a = AﬁﬁlgﬁlcﬁaAa /na’

[e)

APy Cpa A%y = (fACA),

t _ -1t _ -1 _
or "ACA=C(C "'"ACA=CAA=C

En revanche

&

E7Csan®™ — €°Cpanf® = A&7 A5
AIBB/ Cﬁdza'/

0%

— ("ACA), =cAA+£C

On obtient une succession de tenseurs de rang moindre en contractant par paires les
indices d'un tenseur.

9.4.4 Représentation irréductibles de SL(2, ()

Le résultat démontré pour les tenseurs 3d subsiste : les représentations irréduc-
tibles d’ordre supérieur de SL(2,T) sont données par les spineurs o102 @kf1fzf
séparément symétriques sur les k£ indices « et [ indices 6

Un spineur complétement symétrique de rang (k, 1) posséde (k+1) (I41) compo-
santes indépendantes, ce qui constitue la dimension de la représentation irréductible
réalisée par ce tenseur spinoriel.
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Représentations irréductibles D172l de dimension finie de SL(2, €) : elles sont carac-
térisées par deux nombres j; et js entiers ou demi-entiers, sont de dimension (2j;+1)
(2j2 + 1), et données sur une base de polynoéme homogeéne de degré 2j; + 27,

()= ()7

|j1j2mame > — Z DUl ,Z(A)|j1j2m’1m’2 >

!
mi,my,ma,m
! !
mymy

avec mk:_jkv_jk_'_lv.]k k:172

(€1 gy (g m ety
VG +m) G — ma)!(Ga + ma)!(j2 — mo)!

|j1j2mame >=

donc DV2l(A) = D70(A) @ D052l A)

DAY = DUOI(A)

DI A) et DUO(A) sont inéquivalentes, I'équivalence a lieu si et seulement si
Ae SU(2).

DOO(A) =1
DiEY(A) = A
DI2l(A) =4
Dizal(A)=Ag A

multispineurs : @102 eibiB2-8j ¢ (2 @ (28I

1A\ 17\ ®J
sur lesquels (D[i’o]) ® (D[O’E]) agit par

®i ®j — _ 3 s
(D[%vo}) 2 (D[Ov%}) La— A .Aai%Aﬁl i AP 5ja%—%51~~5j
pour ¢ + j > 1, ces représentations sont réductibles, les représentations réductibles
s’obtenant par symétrisaiton séparé par rapport aux indices pointés et non point :’es.
Le lien entre multispineurs symétriques de rang (2i,25) et DI est immédiat en uti-
lisant la preuve faite pour SU(2) (cf @, - -).

Le produit scalaire d%pd%p*e‘ww n’étant plus invariant, ces représentations sont
en général non unitaires, ce qui n’est pas étonnant puisque SL(2, C) est non com-
pact.

9.4.5 Application : lien entre spineurs mixtes et quadrivec-
teurs

On sait que W = ¢3¢ et V = i3 sont des vecteurs pour les rotations (voir
¢ a pour composantes 50‘)

cours sur les spineurs 3d). <
7 & pour composantes 7
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£7€ et 4n, 6tant des scalaires sous les rotations (mais non invariants sous les
boosts, voir plus haut), vérifions que W# = Eote et VI = N50"Ns se transforment

comme les composantes contravariantes de deux quadrivecteurs
e Tala w_ (€€ S
== = % = |\ gazea ] — | 7o -
W (5 g Vi a0 Na W grae’ & ATTALY
Considérons un boost infinitésimal : A = 35 A+ = ¢35 At A = o7
done A% A" = €6 + df (€'
EATG A =€ (1 +di- g) F (1 +di- g) co
supposons par exemple que dﬁ = dfu,

Ea (1+d5-%>5(1+d5'%> ga _ Ea(},ga_'_ga <O-15’—|—O_"(71) £a7
20, 4

_ Ea(}»ga_'_dﬂgaga

1 dgp

d’on W = b 1 1 WH ce qui est bien la loi de transformation des com-
1

posantes contravariantes d’un 4-vecteur sous un boost actif

_.A_1A+711’]~
de méme : V= ( 14 e
e méme : V; (ﬁdA_16A+ s
P S
1 —dp
donc V'* = —d5 1 1 V# transformation des composantes covariantes

1

d’un 4-vecteur sous un boost actif
o , o
Comme & ~ n% WH peut encore s’écrire

WH = ndo.uga

Wo = 770.[5(_1 _ 77151 + 77252
W= (e (©) = (a') () = e+ e
1 i 1 ) . .
W2 = {(h)oa(%) = i (€4 — €'

W3 =¢! i_€2n2

Ainsi au spineur mixte de rang 2 ©** correspond le quadrivecteur
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wl—= L SDIQ + ¢2i .
Wwh - 2 , ) (normalisation pour que W2 = SOQBSOQﬁ
so;: = gy = ?@0 +a’)
) ¥ —<Pli:_2(a0_a3
= 12 1 1 2
2 —Pai = )

1

soit gpaﬁ = ﬁa“au de méme 45 = —

1 gpgh
N

9.5 Inversion d’espace et bispineurs

3d : l'inversion d’espace commute avec les rotations

4d : l'inversion d’espace, notée I, ne commute pas avec les transformations
de Lorentz pures — cette opération permet de relier les représentations complexes
conjuguées I'une de l'autre, et en particulier de transformer les spineurs non pointés
en spineurs pointés. Elle permet I'introduction des bispineurs, nécessaires a la théo-
rie des particules massives de spin demi-entier, tels 1’électron ou les nucléons.

3d : £ — [,£ = P& ou P est un coefficient constant, en effet I, est diagonal
pour un spineur 3d puisque I, commute avec les rotations, d’ou le résultat d’aprés
le Lemme de Schur.

P est défini avec une certaine liberté : deux inversions successives permettent de
revenir a 1’état initial. Mais ce retour peut étre considéré soit comme une rotation
d’angle 0, soit comme une rotation d’angle 2n.

Pour un spineur, qui change de signe par rotation de 2n, ces deux possibilités ne
sont pas équivalentes.

deux possibilités : P? =1= P = %1

P2=_-1=P=4i

Nous choisissons la seconde possibilité.

Rem. : la parité ne peut avoir de caractére absolu, puisque les spineurs changent
de signe dans une rotation de 2n, qui peut toujours étre faite en méme temps que
I’'inversion.

En revanche la parité du scalaire 1“1, est absolue, tous les spineurs changeant
simultanément de signe dans une rotation de 2n, ce qui n’affecte pas la parité de
ce scalaire.

4d : notons Ly la transformation de Lorentz pure de vitesse 1%
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Alors I,Ly = L_y1

Donc [Iy, L] # 0 (pour V # 0)

Ainsi les composantes d’un spineur quadridimensionnel ne peuvent se transfor-
mer en elles-mémes (sinon [, serait multiple de l'identité, puisque I, commute avec
les rotations, et donc I, commuterait avec les transformations de Lorentz pure!). La
seule solution est que les composantes de £“ se transforment dans d’autres quantités :

£ — ing Na — €%
qui vérifie bien P? = —1.
On a donc
Ea = i n* — —ia
Rem. : Comme l'inversion d’espace ne change pas la valeur du spin, on doit avoir
§* —ing avec B =« .
En effet : sous une rotation les 4-spineurs se comportent comme des 3-spineurs.

Or ces derniers vérifient ¢, ~ 1°.

Comme n® ~ £, ng  ~ ~ £ donc si &' correspond a la projection d
mme 1% ~ &, 1 SL(Q’C)&I SL(2,C)£ 1§ correspon projection du

spin 1/2 et €2 a la projection du spin —1/2, il en est de méme pour 7; et 7;.

Pour combiner de fagon cohérente inversion et groupe de Lorentz restreint, on
doit donc considérer des espaces de représentation contenant simultanément les spi-
neurs et les spineurs pointés. Au minimum, il faut considérer les couples (£%,74),
appelés bispineurs d’ordre 1. Partant de cette représentation minimale, on peut cons-
truire par produits tensoriels les représentations irréductibles du groupe de Lorentz
complet.

Produit scalaire a partir de (£*,n4) et (0%, Hy) -
e 50it €20, + 1y H ce qui donne un scalaire de Lorentz (— 1y H® + £20,, sous I,)
rem. : E%0 + N H® = £%0, — n©Hy
e soit €90, — g H® ce qui donne un pseudo-scalaire de Lorentz
rem. : €99, — naHY = €20, + n*Hy
Ez. : spineurs mixtes d’ordre 2
soit P ~ EHP + 9“7)5 L P
correspond a un vrai vecteur a*, i.e. qui se transforme selon (a°, @) X (a®, —a)
soit ¢ ~ ¢@HP — 0%ng - Pap
correspond & un 4 pseudo-vecteur : (a°, @) &E (—a’,a)

Preuve : il suffit d’examiner les formules d’inversion p. SL-17

Rem. : Topération de parité s’écrit

¢! 00 1 0\ /&
el oo o0 1]]&
ni] Tt o0 o] |n
n). \0 100/ \n
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I'opération de parité doit conserver le spin. On pourrait donc a priori mélanger les
spineurs de la fagon suivante par parité :

& & 2 0
’}/p:’i A O 7%:—114><4:—<0 32)
0 B

donc A% = B? = 1yyo.
A et B ont donc pour valeurs propres 1 et —1 (car (4 —1)(4+1) =0).
B B

Comme A et B agissent sur des espaces qui sont en somme directs, on peut les

diagonaliser simultanément : or (1] (1] a pour valeurs propres 1 et —1.
01

10

Don on peut encore écrire PypP ' =i c.q.f.d.
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