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1. Le groupe de Lorentz

Les équations de Maxwell qui rendent compte des phénoménes électriques et
magnétiques ne sont pas invariantes sous le groupe de Galilée. Donc, contraire-
ment a ce que stipule le principe de relativité galiléenne, il devrait étre possible
de mettre en évidence un référentiel absolu (éther). Les expériences de Michelson
et Morley (1881) ont infirmé cette hypotheése : la vitesse de la lumiére est abso-
lument indépendante de la direction de propagation. Le temps ne peut plus étre
considéré comme absolu : la simultanéité de deux phénomeénes dans un référen-
tiel n’implique pas cette simultanéité dans un autre référentiel, contrairement
a la mécanique classique.

1.1. Intervalle d’espace-temps

Nous allons brievement rappeler ici la notion d’intervalle d’espace-temps en
relativité restreinte. Considérons tout d’abord un événement décrit par un ob-
servateur lié & un référentiel inertiel par ses coordonnées d’espace-temps (1, 71).

Eremple : émission d’'un photon dans la désintégration
0 — vy

Le signal se propage a la vitesse de la lumiére (photon). Il est détecté en (to, 7).

Par définition l'intervalle entre ces deux événements est

(As)2 =2 (ty— 1) — (T — T1)° . (1.1)

Bien str dans le cas présent, s — Z1 = ¢(ty — t1)@ ol « est un vecteur unitaire
pointant dans la direction de la trajectoire du photon, et donc (As)? =0.
Une hypothese clef, faite par Einstein, et validée expérimentalement, et le fait
que ¢ ne dépende pas du référentiel inertiel, de sorte que (As)? = 0 dans tous
les référentiels inertiels par rapport auxquels on peut décrire cette expérience.

Partant de la définition (L.1I), Uintervalle infinitésimal s’écrit

ds® = dt* — da® — dy?* — dz*. (1.2)
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Si ds®> = 0 dans un référentiel d’inertie K, alors ds”> = 0 dans tout autre
référentiel d’inertie K.

Donc ds? = ads'?
En utilisant I’homogénéité du temps et de I’espace et 1'isotropie de ’espace, on
montre que a = constante = 1.

Exercice 1.1
Le montrer (cf. Landau, Lifshitz, Theorie Classique des Champs, p. 12).

L’ensemble des points d’espace-temps muni de l'intervalle (L2) est appelé
espace de Minkowski™. Ceci permet de définir une géométrie pseudo-euclidienne,
par opposition a la géométrie euclidienne usuelle.

Un point de 'espace de Minkowski M est repéré par ses coordonnées dites
contravariantes " = (ct, 7). Ceci est un exemple de quadrivecteur, sur lequel
nous reviendrons de facon détaillée plus loin.

Métrique : elle est donnée par la matrice

1
—1
Guv = 1 . (13)
—1

et donc
(A3)2 = Guv (%u - 331”) (29 —2y") ,

qui est bien identique, avec cette définition de la métrique, & la notion de carré
de l'intervalle d’espace-temps introduite plus haut.
On définit alors 3 types d’intervalles selon le signe de (As)? :

o (As)? > 0 intervalle de genre temps
o (As)? < 0 intervalle de genre espace
o (As)? = 0 intervalle de genre lumiére

comme illustré par la Fig. [

1. Hermann Minkowski introduisit ce concept d’espace physique en 1907. Henri Poincare formula la méme
idée en 1905 d’un point de vue mathématique, en lien avec 'invariance des équations de Maxwell sous un
changement de référentiel inertiel.
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cgmposantes
spatiale

e

ct <0

FIGURE 1.1. — Les 3 types d’intervalles.

Le carré de 'intervalle d’espace-temps infinitésimal s’écrit donc

ds® = g, detdz” . (1.4)

Exercice 1.2
Montrer, en reprenant I’exemple de 1’émission d’une particule dans la désinté-
gration S~ : n — p+ e~ + v que l'intervalle séparant 1’émission et la détection

d’une particule est du genre temps ou lumiére.

Une trajectoire est donné par une courbe x*(s) ot s définit une paramétrisa-
tion arbitraire de cette trajectoire. Le temps propre infinitésimal dr est défini
via la relation

(cdr)? = ds* = (cdt)® — (dT)?. (1.5)

En définissant la vélocité par

7=— (1.6)

72
cdr = /(cdt)? — (0)2dE2 = cdty |1 — 2—2 (1.7)

nous obtenons
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1.e.

dt = —— (1.8)

ou de facon équivalente

(1.9)

oIy

dt = ~vdt  avec 7:@ et 5:

De D'invariance de ds? sous les changements de référentiel inertiel, nous dédui-
sons grace a la définition ([LH]) que le temps propre d7 ne dépend pas du choix
de référentiel inertiel : c’est un scalaire de Poincaré. Nous caractériserons les
transformations de Poincaré dans la section suivante.

La relation ((L9) révele un point clef. En effet, supposons qu'une particule soit
au repos dans un certain référentiel inertiel donné, appelé référentiel propre.
Ceci est toujours possible si sa vélocité difféere de ¢, en utilisant une transfor-
mation pure de Lorentz le long de v, voir la section suivante. En passant a un
autre référentiel inertiel, de vélocité non nulle par rapport au référentiel propre,
nous obtenons v > 1, ce qui conduit au célebre phénoméne de dilatation des
durées : dt > dr. Ceci signifie que le temps s’écoule plus lentement dans tout
référentiel inertiel de vélocité non nulle par rapport au référentiel propre.

Dans la suite de ce texte, sauf mention contraire, nous utiliserons un systéme

d’unité dans lequel c =1, et donc 2° =¢t, 2! =2, 22 =y, 23 = 2.

1.2. Groupe de Poincaré et groupe de Lorentz

Ayant postulé que la vitesse de la lumiére est indépendante du référentiel,
nous en avons déduit que l'intervalle ds? est identique dans tous les référentiels
inertiels. 11 nous faut & présent caractériser ces référentiels d’inertie, en déter-
minant les transformations relativistes reliant ces référentiels entre eux. Ces
transformations possédent une structure de groupe de symétrie d’espace-temps
relativiste que nous allons étudier sommairement.

1.2.1. Caractérisation de P

Soient x les coordonnées d’un point de M, mesurées dans le référentiel K, et
2’ les coordonnées du méme point mesurées dans le référentiel K.
La condition d’invariance de l'intervalle infinitésimal

ds'? = ds* (1.10)
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implique que

translations (4 paramétres réels)

Ve

2’ = A%z’ + a® : groupe de Poincaré P (10 paramétres réels) (1.11)
N

groupe de Lorentz £ (6 parameétres réels)

Preuve :
La condition (ILI0) s’écrit
Jop d2'dx"’ = g, dx"dz"
le.

ox'™ 9z'8
Jop ox* Oxv

dxt'dz” = g, dz"dx”
donc

ox'™ 9z'8

X g 1.12
Jab Gpn v (1.12)

En prenant le déterminant membre a membre, on en tire donc

I\ 2
det g (det (9_x> =detg.
Ox

/
x
La matrice g étant réguliére, on en déduit que det — £ 0 : la transformation

ox
de Poincaré est don@c inversible.
En faisant agir 5 S I'Eq. (LI12), on obtient
T
an/a ax/ﬂ ax/a (9256'5

_I_ —
o8 Genozr oz 9% Grr duvdre
qui s’écrit symboliquement
Apy + Ay =0, (1.13)
ol A est symétrique sur les indices entre parenthéses. Alors

p<rp donne Ay, + Ay, =0, (1.14)
et v<rp donne Ay, + Awp, =0. (1.15)
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La combinaison (LI3) + (ILI4) - (II5) donne donc 2A4,,), = 0, i.e.

o2’ 9’8
Job OxHoxP OxV

/
x
Puisque det — # 0, cette matrice est inversible et I’on peut multiplier par son

ox
inverse, idem pour la métrique. On a donc
82 o
T (1.16)
oxtoxr

ce qui prouve que les 2’ sont des fonctions linéaires des x .

On utilise les notations matricielles suivantes

o~ indice de ligne
A¢ 3
"\ indice de colonne

On déduit des Eqgs. (IL12) et (LII]) que A est une matrice réelle vérifiant

9ap AAY, = g (1.17)

L’ensemble £ des transformations de Lorentz forme un groupe (voir Ap.[Al pour
une trés courte introduction a la théorie des groupes).

Preuves :

e C’est immédiat d’aprés sa définition : le produit de 2 transformations ho-
mogénes qui préservent ds? est une transformation homogéne qui préserve ds?;
d’autre part, I'inverse d’une transformation homogéne préservant ds® est une
transformation homogeéne préservant ds?. Et bien stir, I'identité préserve ds>.

e Algébriquement, si A et A’ sont deux éléments de £, alors

{ gOéﬁAalu,AﬂyB: g,U/V
gaﬂA/a HA/ v = guy.
On en déduit que

Gap A A" AN = g A N = g

ce quimontreque AN € L.
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L’ensemble P des transformations de Poincaré, chacune étant caractérisée
par la paire (a, A) ol a est un 4-vecteur et A € L, forme un groupe, également

appelé groupe de Lorentz inhomogeéne.

Preuve :

¢ La premiére des deux preuves ci-dessus s’étend immédiatement au cas des
transformations de Poincaré, puisque par définition ce sont les transfor-
mations les plus générales qui préservent le carré de I'intervalle d’espace-

temps.

¢ La seconde preuve repose sur la loi de groupe sur P :

deux transformations de Poincaré (a, A) et (a’, A") étant données, c’est un

exercice facile de vérifier que leur produit s’écrit
(a',N') - (a,N) = (Na+ad,NA)

qui est bien de la forme requise (a”, A”).

(1.18)

On notera utilement que la relation de définition (LI7)) de £ s’écrit encore, sous

forme matricielle :

ANgA=g.

(1.19)

Ceci peut s’obtenir directement de la fagon suivante : A étant une transforma-
tion linéaire, qui laisse le produit scalaire invariant, on a, pour deux quadrivec-

teurs arbitraire v et v’ de M, notés comme des vecteurs colonnes,
v v = (V) gv = (AV) g(Av) = (V') A'gAv

qui est équivalent a 'Eq. (L19).

1.2.2. Structure du groupe de Lorentz
Partant de 'Eq. (LI7) on déduit aisément que det A = +1 :

det A = 41 : transformations propres Ly
det A = —1: transformations impropre  L_.

A nouveau, grace a 'Eq. (ILTT) avec u = v = 0, on tire (A00)2 - (Ai0)2 =

1=1

(1.20)
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Ay >1: sans renversement du temps (orthochrone) il
A% < —1:  avec renversement du temps (anti-orthochrone) £V,

On peut montrer (voir Gelfand p. 165) que

Le groupe de Lorentz O(3,1) posséde 4 composantes connexes.
Chacune d’entre elle est doublement connectée, mais pas simple-
ment connectée.

Composante connexe : dans une composante connexe, on peut passer d’'un élé-
ment a un autre de fagon continue, sans sortir de cette composante.

Espace simplement et multiplement connecté :

Un espace est simplement connecté si toute boucle dans cet espace peut étre
contractée en un point. De fagon équivalente, si 'on considére deux chemins
arbitraires dans cet espace, on peut toujours passer continiment d’un chemin
a 'autre. Si ce n’est pas le cas, on dit alors que l’espace est multiplement
connecté. Dans le cas présent, doublement connecté signifie que dans chacune
des composantes connexes, il existe deux classes de chemins; dans une classe
donnée, on peut passer d'un chemin a ’autre par transformation continue des
parametres.

Ces différentes composantes connexes sont reliées par des transformations dis-
cretes :

e inversion spatiale (ou parité) :

Ceci est illustré par la Fig. [.2]
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FIGURE 1.2. — Les 4 composantes connexes de L.

L laisse 3 régions invariantes : $2 >0 .I'2 = 0 (cone de lumieére) et .I'2 < 0.
g )
513'2 >0 513'2 >0

2 2 -
20> 0 I0<0,x =0,2* <0, voir

£1 laisse 4 régions invariantes :

Fig .1l

L’l est le groupe de Lorentz restreint.

£1 et £ forment ensemble le groupe de Lorentz complet.
EL et Li forment ensemble le groupe de Lorentz propre.

Exercice 1.3

Vérifier que le groupe de Lorentz restreint, le groupe de de Lorentz complet et
le groupe de Lorentz propre sont des sous-groupes du groupe de Lorentz L.

Compacité :

Le groupe de Lorentz restreint L’l est non compact.

Ceci est dii a I'existence des boosts, également appelés transformations de Lo-
rentz spéciales, que nous étudierons plus loin, paramétrées par une rapidité qui
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varie de —oo a +00, donc sur un domaine non compact de R .

Ceci a des conséquences importantes sur le type de représentation du groupe
de Lorentz : ses représentations unitaires sont de dimensions infinie. Ces concepts
allant au-dela des objectifs de ce cours, nous n’en dirons pas plus.

1.2.3. Les deux types de transformations de Lorentz

Nous allons ici étudier les transformations du groupe de Lorentz restreint.

Rotations

Le premier ensemble de transformations de Lorentz est bien connu : ce sont
les rotations usuelles, éléments de SO(3), défini comme 1’ensemble des transfor-
mations de ’espace 3-dimensionnel qui préservent le produit scalaire. Elles sont
caractérisées par 1’angle ¢ de la rotation, et par ’axe de la rotation, lui-méme
défini par un vecteur unitaire 77 dépendant de deux angles sphériques , ¢. Ainsi,
une rotation est définie par trois nombres réels variant sur le domaine compact

0<O<m, 0<op<2m, 0Ky <, (1.21)

en utilisant le fait qu’une rotation autour d’un axe orienté 77 d’un angle v est
identique a une rotation d’axe —n et d’angle 2w — 1, ce qui permet de se res-
treindre au domaine 0 < ¢ < 7.

Exercice 1.4

Montrer qu'un rotation d’axe ! et d’angle ¥ suivant le point de vue passif (i.e.
ce sont les axes qui tournent) s’écrit

v = cosya® + sinyad (192)
¥ = —sinya? + cosyad. '
Exercice 1.5
Montrer qu’une rotation passive d’axe 7 (7> = 1) et d’angle 1 s’écrit
7= (F—7n(n 7)) cosy — i ATsiny + 71 - 7). (1.23)

Indication : considérer comment chacune des parties de la décomposition d’un
vecteur arbitraire  comme la somme d’une composante 7 paralléle a I'axe de
rotation et d’'une composante | perpendiculaire & cet axe

T=7+ =T 7)) + ¥ — (& 7))

se transforme sous une rotation.
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1.2. Groupe de Poincaré et groupe de Lorentz

Boosts
Par ailleurs, les transformations de Lorentz pures, appelées également boosts,
affectent une seule direction spatiale et le temps.

Exercice 1.6

Montrer que les transformations de Lorentz pures qui laissent invariantes les
coordonnées x%, 3 peuvent s’écrire sous la forme

¥ = coshga® — sinhoa!
2V = —sinh¢a® + coshoa!

(1.24)

avec ¢ €] — 00, 00|, appelée rapidité de la transformation.

Indication : considérer une transformation linéaire générique 2 x 2 qui mélange
les coordonnées z° et z', laisse I'intervalle d’espace-temps invariant et préserve
le signe de 2, et déterminer les 4 coefficients de la matrice de cette transfor-
mation.

Dans le point de vue passif, A code la transformation d’un référentiel K & un
référentiel K’ tandis que dans le point de vue actif, elle code la facon dont
les coordonnées d’un point sont changées dans un référentiel fixe. En suivant
le point de vue passif, le mouvement de 'origine O’ du nouveau référentiel K’
par rapport a lorigine O du référentiel initial F' s’obtient en faisant x!/ = 0,
i.e. 2! = tanh ¢ 2°, ce qui correspond & une vitesse

U = ctanh ¢ €1 (1.25)

du référentiel K’ par rapport au référentiel K, le long de 'axe x.

Notons qu’en introduisant les notations usuelles 5(—1 < f < 1) via

U= cfeq, (1.26)

et v (0 < ) via

1
= 1.27
on obtient
f = tanho), (1.28)
1

o= = cosh ¢, 1.29
/1 —tanh® ¢ ( )
Y8 = sinho, (1.30)
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de sorte que le boost (L24]) peut s’écrire de fagon équivalente, 3 étant algébrique,

0/ 0 1
' = v’ — Pz
{ L P (1.31)

Contraction des longueurs

Une conséquence importante de la transformation précédente est le phéno-
meéne de contraction des longueurs. Différentions en effet la relation (L31]). A
un instant donné dans le référentiel K, i.e. pour dz” = 0, on a

0 = vdz® — ~yBdx?
{da:l’ = —Bdx" + ~dzt (1.32)

et donc dz" = Bdx!, qui injecté dans la seconde relation précédente conduit &
1

deV = —yp%dx' + ~yda' = =da?. (1.33)
Y

Soit

1

drl’ = 4=
=

(1.34)

Ainsi, & un instant donné dans K’, on observe que les distances dans la direc-
tion du boost sont contractées d'un facteur v, les distances transverses étant
invariantes.

Exercice 1.7

Montrer qu'un boost dans la direction 7 (7% = 1), de rapidité ¢, i.e. avec une
vitesse U = cth¢ @i du référentiel K/ par rapport au référentiel K, s’écrit

(1.35)

r =

2V = 2%cosh ¢ — (7 - 7) sinh ¢
/ T—n (2 i)+ (—2"sinh ¢+ (- L) cosh ¢) 7.

Indication : considérer comment chacune des composantes de la décomposition
7= [(Z-n)n| + [&— (¥ n)7n] se transforme sous un boost.

De facon générale, un boost est donc caractérisé par 3 nombres réels ¢, @2, @3.
Remarque :
une transformation passive (changement de référentiel) du référentiel K vers le

référentiel K’ (animé d’une vitesse v par rapport a K) est une transformation
active (référentiel fixe, les points sont transformés) de vitesse —v.

12
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1.2.4. Nombre de paramétres

On peut démontrer que tout élément A du groupe de Lorentz restreint peut
s’écrire sous la forme

A=RB (1.36)

ol R est une rotation et B est un boostZ2. Ceci se comprend géométriquement.
En effet, passer d’'un quadrivecteur a un autre quadrivecteur peut se faire en
deux étapes : d’abord un boost permet d’amener la norme de la composante
spatiale du premier 4-vecteur a la norme du second, et en méme temps d’amener
la partie temporelle du premier 4-vecteur a celle du second 4-vecteur ; ensuite,
une rotation permet d’amener la direction spatiale du 4-vecteur obtenu suite a
la premiére étape dans la direction du 4-vecteur final, ce qui ne change pas sa
partie temporelle par définition d’une rotation.

On en déduit alors, puisqu'une rotation dépend de 3 parameétres réels, et
qu’'un boost dépend de 3 parameétres réels, que

L dépend de 6 paramétres réels. (1.37)

et par suite que

P dépends de 10 parametres réels : (1.38)

il dépend de 6 parameétres réels 6 parameétres réels décrivant £ auxquels il faut
ajouter les 4 translations d’espace-temps.

1.3. Covariance

1.3.1. Vecteur contravariant et vecteur covariant*®

De fagon formelle, un vecteur est un élément d’un espace E (sur le corps
K=R ou C), que I'on peut décomposer sur une base. Ceci méne naturellement
a un ensemble de coordonnées dites composantes contravariantes de ce vecteur.
Par ailleurs, un covecteur est un élément de l’espace dual E* des formes li-
néaires® F — K. Dans le cas spécifique des espaces de Hilbert, il existe une
correspondance bijective entre £ and E*, qui est extrémement utile en pra-
tique, y compris pour le physicien! Examinons les différentes étapes de cette
construction en détail.

2. On peut bien stir également montrer que 1’on peut aussi écrire A = B’ R’ ou R’ est une rotation et B’
est un boost

3. Rappelons qu'une forme linéaire est une application linéaire de ’espace vectoriel E sur son corps de
scalaires K.

13



1. Le groupe de Lorentz

Contravariance

Considérons un espace vectoriel E (sur le corps K= ou C), de dimension n.
Un changement de base de B = {é},---&,} a B' = {€],---&,} (il est pratique de
noter la base sous forme d’un vecteur ligne, pour une raison qui va apparaitre
bientot), est donné par

B = BA (1.39)
oll A est une matrice n x n inversible, dont les coefficients seront notés A’ ;-
Explicitement, ce changement de base s’écrit®

& =éeAl. (1.40)

Un vecteur v peut étre développé sur la base B, en utilisant des notations
explicite mettant en avant le fait que la base B est utilisée, sous la forme

7 = v'[B]e; = Bv|[B], (1.41)

ol le vecteur colonne de composantes v'[B] est noté v[B],

V(B = V1B (1.42)

ce qui permet ainsi d’utiliser un produit matriciel dans la seconde égalité de

I'Eq. (L41]).
Dans la nouvelle base B’, le vecteur ¢ étant bien stir invariant lors du chan-
gement de base, on obtient les deux développements équivalents

¥ = Bv[B] = B'v[B']| = BAv|BA] (1.43)
et donc
v[BA] = A~ W[B], (1.44)
ou de facon équivalente

v[B] = Av[BA] = Av[B']. (1.45)

Une telle loi de transformation est appelée contravariante, puisque sous cette
transformation A,

B — B (1.46)
v[B] +— wv[B]. (1.47)

4. Sauf mention contraire, nous allons dans la suite utiliser la convention d’Einstein, suivant laquelle les
indices répétés sont sommeés.

14



1.3. Covariance

Covariance

Considérons maintenant 'espace dual E*, espace des formes linéaires de F
sur K.

Une base duale naturelle (d’ott son nom de base canonique) peut étre définie
comme un ensemble de n formes linéaires €', via leur action sur une base donnée
de E suivant les relations

¢'(e;) =8} . (1.48)

Toute forme linéaire ¢ € E* peut alors étre développée dans cette base, en
écrivant

{ = (;[Ble' = ([é]]e" . (1.49)

En effet, tout coefficient ¢;|B] de ce développement peut s’obtenir facilement
par action de ¢ sur le vecteur de base €; :

(&) = Bl (&) = 4,[Blo} = 4[B]. (1.50)
Ce développement peut s’écrire sous une forme plus compacte, et trés utile
( = t;[Ble' = ([e}]e" = ({[B]B*, (1.51)
dans laquelle le vecteur ligne de composantes ¢;[B] est noté

B = . (1.53)

ce qui permet ainsi d’utiliser un produit matriciel dans la derniére égalité de
I'Eq. (I5T).

L’action de ¢ € E* sur un vecteur arbitraire v € E s’écrit donc
((0) = 0(&)e' (V) = U(&)e' (v E;) = L(e;)v’e' (&) = £(E) 8, = L()v', (1.54)

ol nous avons utilisé le développement de ¥ dans la base B, voir I'Eq. (L41]). A
nouveau, en utilisant nos notations compactes (vecteurs lignes pour les formes,

15



1. Le groupe de Lorentz

vecteurs colonnes pour les vecteurs), nous pouvons écrire cette action sous la
forme

(@) = (& = ([B]v[B]. (1.55)

Examinons comment le changement de base (L39) sur E se traduit dans
I’espace dual E*. Nous avons

(;|B') = ¢,[B)A,. (1.56)

En effet, a partir des Eqs. (L50) et (I.40)

GIB) = G[BA] = () = €(&AT) = (ENAT, = [BIAT,.  (157)

7

Ecrit sous une forme plus compacte, ceci signifie que
([B'] =([B]A (1.58)

Une telle loi de transformation est appelée covariante, puisque sous une trans-
formation A nous venons de voir que

B — B (1.59)
([B] — ¢B]. (1.60)

Les formes linéaires sont pour cette raison appelés co-vecteurs.

Correspondance entre vecteurs et co-vecteurs dans le cas d'un espace de
Hilbert

Dans le cas d’un espace de Hilbert® le théoréme de représentation de Riesz
assure qu’il existe une correspondance bijective entre formes linéaires et vec-
teurs :

En notant la métrique par g, et (, ), le produit scalaire associé,
Ve E*,3\0, e E/VT € E, ({(0) = ({,7),. (1.61)

En pratique, le produit scalaire est généralement dénoté sans référence expli-
cite a la métrique sous-jacente, de sorte que l'indice g est simplement enlevé.

La discussion ci-dessus est familiére en mécanique quantique, ot la forme ¢
de 'espace dual &; de I'espace de Hilbert Ef est notée (¢| (bra) et signifie, par

5. En dimension finie, un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est automatiquement un espace de
Hilbert ; ce n’est pas automatiquement le cas pour les espaces de dimension infinie.
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1.3. Covariance

le théoréme de correspondance, (¢| = (¢, ), ou plus explicitement, lorsqu’elle

agit sur le vecteur |¢) (ket), (¢|y)) = (¢, ),

En revenant a 'Eq. (L53), et en enlevant toute référence a g, on peut donc
maintenant écrire

UT) = ;0" = (L, &) v’ (1.62)

1.3.2. Covariance et contravariance appliquées a I'espace de
Minkowski

Considérons une espace de dimension d, muni d’une base ¢, (=1, d) » €t d’une
métrique g. Comme cas particulier, I’espace de Minkowski M peut décrit décrit
a l'aide d’une base (e1, ez, €3, €4) notée usuellement €11 (u=0,-- 3) » la métrique étant
donnée par I'Eq. (L3)). A noter que nous évitons ici d’utiliser des fleches, que I'on
réservera traditionnellement pour la partie spatiale d’un vecteur a 4 dimensions.

Composantes contravariantes

Un quadrivecteur arbitraire A peut se décomposer sur une telle base, sous la
forme

A= Are,. (1.63)

La collection des coefficients A* forme les composantes contravariantes de A.

Remarque : Les e, ne sont pas des vecteurs puisqu'ils ne sont pas invariants lors
d’un changement d’axes (rappelons que par définition un vecteur est un objet
a d composantes qui est invariant lors d’'un changement d’axes).

Composantes covariantes

En utilisant la métrique g qui permet grace a la relation (L6I) de définir un

covecteur associé au vecteur A, les composantes covariantes A,, de ce covecteur
s’écrivent, d’aprés 'Eq. (L62),

A=A, (1.64)

Il est donc clair qu’en général, A" # A, . A titre d’exemple, considérons le plan
euclidien, voir la Fig. [I.3] avec une base non orthogonale.

17



1. Le groupe de Lorentz

FIGURE 1.3. — Composantes contravariantes et covariantes.

Relation entre composantes covariantes et contravariantes

Par définition, le tenseur métrique (ou métrique) est relié aux vecteurs de
base par

€u 8 = Guw

avec g,,, donné par ’'Eq. (I.3) dans le cas de I'espace de Minkowski. Nous avons
donc

AM:A.Q,U/:AVQV.Q,U/:-QMVAV

On définit g"” comme l'inverse de g, : g"" gy, = 0F.

Dans le cas de ’espace de Minkowski, comme ¢,, est son propre inverse, g, =
) I y Yu

g™
Ainsi
A, = gAY
Ab — g A, (1.65)
Ceci implique que
A-B=A"B"g,, =A"B, = A,B". (1.66)

Retour sur l'intervalle d’espace-temps

L’expression du produit scalaire ((LG6) a pour conséquence que
2 v v
ds” =dz - dx = da"dz"¢, - e, = dx"dz"g,,,

en accord avec la définition vue plus haut, voir I'Eq. (IL4).
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1.3. Covariance

On peut également s’appuyer sur l'intervalle espace-temps écrit sous forme
covariante, de sorte que nous avons les identités suivantes

ds? = g, dotdx” = datdz, = g*dx,dz, . 1.67
p p p

Inverse d’une transformation de Lorentz en notations covariantes

Considérons une transformation A de £. Partant de la relation (ILI7)

gOéﬁAalu,Aﬂy — g,U/V 9

on obtient
9ap Ny = Guv (A_l)yg
et donc
(A7) = gsa g™
Notons
Ay = gsa A, " (1.68)
On a donc
(A1) = A8 (1.69)

On pourra remarquer que I’Eq. ((L68) est parfaitement cohérente avec la cova-
riance d’un tenseur a deux indices, que nous allons discuter un peu plus loin,
voir la section [.3.4L En effet, I'Eq. (LG8) signifie que A?, est un tenseur mixte
d’ordre 2, qui se transforme comme A®B,,.

Nous avons donc A’ = (A‘l)yﬂ = ( tA_l)B et Ton peut vérifier explicite-

ment que Ag'A?, = (A‘l)yﬂ AP, = A7, (A_l)yﬂ = 52.

Remarque :

Avec ces notations, comme 1 = 1-! = 1. on peut écrire
) )
[ uw_ sV _ vV __ Sl
o, =9, _5u_5u =0l

I1 n’est donc pas utile de prendre garde & la position droite/gauche des indices
d’un symbole de Kronecker.

Conclusion :

L’inverse d'une matrice £ s’obtient facilement en montant et en descendant
les indices avec le tenseur métrique, puis en transposant.
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1. Le groupe de Lorentz

1.3.3. Transformation des composantes covariantes sous £

Sous une transformation A de £, les composantes contravariantes d’'un vecteur
se transforment de la facon suivante :

o't = A, x” (1.70)

d’aprés 'Eq. (LII). Ceci implique que

v, =Nz, (1.71)

Preuve :

Cette expression est une simple répétition de la relation (I.56) avecici A = A1 :

), = x,,(Afl)”M =N\ z,. (1.72)

Plus directement, on a en effet

M v |
r=uzle, =1"e, =N zale, (1.73)
et donc
_ AV / /o v
en accord avec la notation tensorielle introduite pour A~!.
. . / _ . / — . I/ — V
Ainsi T,=2-€, =2 Au e, Au Ty .
Remarque : le fait que les composantes covariantes se transforment par PN ,
qui est la transposée inverse de la matrice de transformation des composantes
contravariantes, est dii a I'invariance de ds* = dx*dz,, qui implique que ‘AgA =
g, voir I'Eq. (IL19). En effet, ceci s’écrit encore ‘A~ = gAg~!. Partant de
v = A v pour v contravariant, on en déduit :

/ -1
gv = ghg— g& .
~~ ——

vecteur covariant EATT vecteur covariant

1.3.4. Tenseurs

Sur la base des outils présentés ci-dessus, nous pouvons a présent introduire
la covariance relativiste dans un contexte plus général : les quantités physiques
décrivant I’état d’un systéme ne sont généralement pas les mémes pour différents
observateurs. Nous pouvons donc distinguer :
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1.3. Covariance

e des quantités scalaires, qui ne dépendent pas d’un choix spécifique de réfé-
rentiel. Elles sont définies par des fonctions scalaires : étant donné une fonction
¢ définie sur M, dans un référentiel K, la fonction scalaire qui lui correspond
dans le nouveau référentiel K’ est telle que ¢'(z') = ¢(x), avec 2’ = Az, afin de
laisser invariante la quantité physique associée.

e les composantes contravariantes v* d’'un vecteur se transforment comme
des coordonnées (dans le cas plus général de P, les translations n’affectent que

les coordonnées) :
I
VP =AY | = O VY
. ox? '

e les composantes covariantes v, d’'un vecteur se transforment comme x,, :

! v
UM—AMUU.

e tenseur derang (m , n )
~— | N~

co- contra-

/ pa e B B . P1Pn
F = A A P A A R

Q1 Oy Pn ﬂlﬂm

e dérivation :

0¢ oz’ 0¢ A ox”
= avec = :
ox'™  Ox'™ OxVv B Qe
En effet,
/u_Au v ¢ V_A—ly /M_AV/M d t Ay_axy
gt =N 2" et 2V = (A7) 2 =N esorte que A= -
.. 00 . )
Ainsi py se transforme comme vecteur covariant, noté 0,¢ .
xV
D’aprés la définition des coordonnées contravariantes x# = (2%, Z) on obtient
0 0 =
0, = —=|(=—.V ), 1.74
: OxH ((9x0 ) (1.74)
0 0 =
oM = —=|-—-V]. 1.75
Oz, ((9x0 ) (1.75)

Prendre garde aux signes : & est contravariant mais V est covariant.
La quadri-divergence d'un quadri-vecteur est le scalaire

0
W@z@#z%%+VA
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1. Le groupe de Lorentz

Cela conduit naturellement a I'introduction de 'opérateur scalaire d’Alember-
tien :
82

:—2—
ox;

0= 9,0" A (1.76)
Résumé :

e On peut passer d’une forme a ’autre d’un tenseur donné en élevant ou en
abaissant les indices & l'aide du tenseur métrique, comme on le fait pour les
quadri-vecteurs.

e La transformation de Lorentz agit par multiplication & gauche de sa ma-
trice représentative (soit sur ses composantes contravariantes, soit sur ses com-
posantes covariantes), en faisant la somme sur des indices répétés (un vers le
haut, un vers le bas). Pour les composantes contravariantes, la matrice repré-
sentative est la matrice A elle-méme, et pour les composantes covariantes, il
s’agit de son inverse transposée.

1.3.5. Quelques exemples

Considérons quelques exemples de tenseurs.

Temps propre

Le premier exemple de scalaire de Lorentz est bien stir fourni par le temps
propre infinitésimal d7 de toute particule : c¢’est un invariant de Lorentz (qui
est égal a zéro pour une particule sans masse).

Quadrivitesse

Elle est définie par

ax* dt dx
Vi=——=c—,— | = (y¢,7V 1.77
dr ( dr dT) (ve,17) ( )
qui vérifie
v2 — ,72(02 . ?72) — 02.
La définition ci-dessus a un sens pour une particule massive. Pour une particule
de masse nulle, la discussion ci-dessus perd son sens puisque d7 = 0 et v — 00.
Néanmoins, dans n’importe quel référentiel, nous avons ‘é—f = cn ol 1 est un
vecteur unitaire pointant dans la direction du mouvement de la particule, de

sorte que la différentiation par rapport a t au lieu de 7 conduit &
VE=(c,cn),

qui vérifie maintenant V2 = 0.
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1.3. Covariance

Quadri-impulsion (ou quadri-moment)

Pour une particule massive, elle est définie comme suit :

ax* E
Pt =mVH = m—— = (yme, ymv) = (—,ﬁ) (1.78)
T c
qui vérifie
P2 =m?*c.

La définition ci-dessus fait sens pour une particule massive. Pour une particule
sans masse, la derniére égalité est encore valable, de sorte que pour une masse

arbitraire, nous définissons
E
<_, ﬁ) . (1.79)
c

(1.80)

PH

Notons que dans tous les casf

<-?\:>| <y
o=y

Quadri-courant

Dans un référentiel quelconque, partant des densités de charge p(z) et de cou-
rant j(z) habituelles, on peut définir le quadri-courant

JH(x) = (cp(a:), H(a:)) : (1.81)

En introduisant la densité de charge au repos p, (i.e. la densité de charge dans le
référentiel comobile & I'instant ¢ avec la particule), reliée a la densité de charges
p = p, dans un référentiel se déplagant a la vélocité ¥ par rapport au référentiel

propre par la relation™ p, = vp,, avec comme d’habitude v = 1/4/1 —v2/c2,
on constate immédiatement que

(@) = (epo(), pu(2)V) = (evpr(2), vpr(2)V) = pr(x) (v,70)  (1.82)

soit encore

JH(x) = pr(x)VH, (1.83)

ce qui montre que les J* sont les composantes contravariantes d’'un quadrivec-
teur (p, est un scalaire de Lorentz).

6. Dans le cas massif, c’est immédiat d’aprés la derniére égalité de 'Eq. (I78)). Dans le cas sans masse, cela
vient de E = hv = pc.

7. En effet p = % et d3z, = %d%@ lorsqu’on exprime le volume infinitésimal dans le référentiel boosté
(“v*) en fonction du volume infinitésimal dans le référentiel au repos (“r”), de sorte que p, = vp,.
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1. Le groupe de Lorentz

Quadricourant créé par une particule en mouvement

Considérons le cas particulier du quadricourant associé au mouvement d’une
particule chargée, de charge ¢, se déplacant le long d’une trajectoire I' décrite
par la fonction X (7). La trajectoire est donc caractérisée par le quadrivecteur
position

XH(1) = (X (1), X (7)) (1.84)

Nous avons alors

D) = g 6OF— X y
plet,B) = q 05(F = X(7))| _ . (1.85)
. dxX S
(ct, @) = q— 6O (@ - X 1.
let.d) = qSro@-X)| . (1.56)
ou de fagon équivalente
dXH —
JH=q—6O(F - X(7)) . (1.87)
dt ct=X0(7)

Afin d’obtenir une expression équivalente de ce courant, faisant apparaitre de
facon manifeste sa covariance, partons de l'idée que le quadricourant « res-
sent » la charge au point z si et seulement si elle s’y trouve, en couvrant toutes
les possibilités par intégration sur l’ensemble de la trajectoire. Il suffit pour
cela d’utiliser ((L83]) avec la densité de charge donnée par (L85), et il est alors
naturel de penser que le courant (L.87]) puisse s’écrire sous la forme

JH(x) :/d75(t—X0(7)/c) q6(3)(x—X(T))%. (1.88)
ou plus simplement, puisque §(t — X°(7)/c) = cd(ct — X'(7)),
wron dxX* .,
J'(x) = qc/dTF(S( Nz — X(1)). (1.89)

Tout d’abord, notons que cette expression est invariante sous reparamétrisation
puisque d7 se simplifie dans cette expression : on peut évidemment de facon
équivalente écrire (L88) sous la forme

JH(x) = qc/FdX“ oWz — X (7). (1.90)
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

Cette expression satisfait la covariance. En effet, d*z est un scalaire (sous un
boost, dz® — vda® et Pz — d%’”) et donc §™(z) est aussi un scalaire, puisque

/d4x dW(z)=1.

Ainsi, J#(x) se transforme comme dX*, c’est-a-dire comme les composantes
contravariantes d’un quadrivecteur.

L’équivalence des expressions (L.87)) et (L.89) du quadricourant s’établit en ré-
écrivant ((L89)) comme

5 z
Ji(ct, @) = qc / dT(S(xO—XO(T))(S@)(JY:’—X(t))ddi
.

5(r =X a) 5, o X

= qc/dT &0’ ) (I—X(t))F

dr T:Xo_l(:co)

3(r =X (2") L dXP

= 7 — X -

qc/dT ’c%‘ oz (1)) -

AX" 0
= qﬁé(g)(x—X(T)) (1.91)
ct=X0(7)

ce qui achéve la preuve. Pour obtenir la seconde égalité précédente, on a utilisé
la relation

o(f(r)) = ZM (1.92)

la somme portant sur les racines de f(r) = 0.

1.4. Algebre de Lie du groupe de Lorentz*

Plutot que d’étudier le nombre de paramétres permettant de décrire le groupe
de Lorentz restreint comme nous ’avons fait dans la section [1.2.4] en étudiant
directement sa structure, on peut obtenir le méme résultat en considérant son
algeébre de Lie (voir appendice [Cl pour plus de détails). Celle-ci est formé par
I’espace tangent au groupe de Lorentz restreint en un point donné, constitué
de I'ensemble des combinaisons linéaires des termes d’ordre 1 dans le dévelop-
pement de Taylor du groupe en ce point.
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1. Le groupe de Lorentz

1.4.1. Groupe et algebre de Lie

Un groupe continu est par définition continu par rapport a ses paramétres :
ceci vaut aussi bien pour le produit de deux éléments du groupe que pour l'in-
verse d’'un élément.

Un groupe de Lie est un groupe continu qui est par hypothése analytique
dans ses paramétres (& nouveau aussi bien pour le produit de deux éléments
du groupe que pour l'inverse d’un élément) : on peut différentier ce groupe par
rapport & ses parameétres. Le corps utilisé pour former les combinaisons linéaires
obtenues par différentiation sera R ou C. Dans le premier cas on parlera de
R—algebre de Lie, dans le second cas de C-algébre de Lie. On obtient ainsi une
structure d’espace vectoriel. En lui ajoutant un crochet de Lie, en pratique ici
pour une algebre de matrices, il s’agit simplement du commutateur des matrices,
on obtient alors une structure dite d’algébre de Lie®. Une base T%(a = 1,--- ,n)
de ’algébre de Lie étant choisie?, la connaissance des crochets de Lie de ces
différents vecteurs de base fixe complétement la structure de I'algebre de Lie :

1., Ty = if ST, (1.93)

Les coefficients f° sont appelés constantes de structure du groupe.

Nous allons ici utiliser le résultat important :

La dimension n de l'algebre de Lie du groupe est égale au nombre de pa-
rameétres indépendants permettant de décrire complétement le groupe. On
appellera indifféremment n la dimension du groupe de Lie ou de son algébre
de Lie.

En effet, une base de 'algébre de Lie s’obtient simplement en différentiant le
groupe par rapport a I'un ou 'autre des n paramétres indépendants décrivant
le groupe. On obtient ainsi n générateurs.

8. De facon générale, le crochet de Lie d’une algébre de Lie doit par définition étre une loi interne, et
étre bilinéaire, contraintes évidemment satisfaites dans le cas d’une algébre de matrices, ce qui sera quasiment
toujours le cas en physique.

9. Une base n’est bien str pas unique, en accord avec le fait qu’au niveau de ’algébre, on peut faire un
changement de base, et qu’au niveau du groupe, le choix de n directions indépendantes suivant lesquelles on va
différentier n’est bien sir pas unique.
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1.4. Algeébre de Lie du groupe de Lorentz™

1.4.2. Algebre de Lie du groupe de Lorentz restreint Ll
Forme infinitésimale d’une transformation de L'
Considérons une une transformation infinitésimale
A =g + W avee W< 1. (1.94)
La contrainte g, A"’ A7 = ¢”° donne
Gu (9" + W) (677 + ") = g7
soit au premier ordre en w,
9w 9 97 + g 9" W7+ G g7 = g7

d’ou
5pyguo + 5pruo + 5Zw,up _ gpa +wpo +wop _ gpo

et donc
W’ +w’’ =0. (1.95)

wh est donc un tenseur réel 4 x 4 antisymétrique : il dépend de 6 paramétres
réels, en accord avec le résultat obtenu plus haut.

Forme non covariante des générateurs

De la contrainte (I.95]) écrite sous la forme

Wha = —Wag , (1.96)

/

on tire la relation matricielle W’ = —w® = —gawg®® W, .
En utilisant la forme explicite de la métrique ¢"” , qui s’écrit

giw = =02, g% ="

on en déduit 1’écriture matricielle

Soit

(UMVZ dor ‘ 0 —df;  +dbs (1.97)
doo ‘—l—d93 0 —db,
dbs | —dbs +df, 0O
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1. Le groupe de Lorentz

ol le bloc 3 x 3 correspond & la matrice 3 X 3 d’une rotation infinitésimale dans
le sous-espace des rotations spatiales.

e Introduisons les générateurs J* (ce sont les générateurs des rotations ; nous le
justifierons explicitement dans le paragraphe [L.8) de la forme

J' = (O J§X3> (1.98)

oll les matrices 3 x 3 J%, 5 sont les générateurs des rotations a 3 dimensions, qui
s'écrivent (Ji,4)k; = i€, . On a J© = J. Explicitement,

~1 —1
Jas =1 —1| =i J3 =il . (1.99)

e De méme, on introduit les générateurs K* (qui sont les générateurs des boosts :
voir paragraphe [LL§]), sous de la forme (en ne représentant que les éléments non
nuls)

01 001 0001
1 |1 2 |0 3 |0
K =— K= — 1 K= — 0
1
(1.100)
Ona K™ #K.
Nous pouvons alors écrire (L.97)) sous la forme
w=idp - K —idf-J (1.101)

Dans le cas d’une transformation finie, nous aurons le résultat suivant, justifié
page 30,

=

Boost pur — (i K
Rotation pure A = e 7/,

Un boost pur est non unitaire car KZT #+ K;.

Dans le cas général, et comme nous I'avons dit plus haut, un élément quelconque

ngK

de LT pourra s’écrire A = AjAy ol A est une rotation et Ay = e est un

boost
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

Par ailleurs, I’ensemble du groupe de Lorentz restreint s’obtient par expo-
nentiation de son algébre de Lie™ : tout A de Ll peut s’écrire sous la forme

A = ¢E-ibT (1.102)

Algebre de Lie

Des formes explicites (L98) et (LI00) des générateurs on tire immédiatement
les relations de commutation

i, Jj] = ieijidi (1.103)
[Ki, K] = —igindy (1.104)
[Ji, K] = teijn Kk (1.105)

Exercice 1.8

le vérifier en utilisant les expressions intrinséques
(Jl)kj = z'sl-jk (1106)

et
(K, = —i[6°,6" + 60" ). (1.107)

Conséquences importantes :

e la relation ([LIO3) prouve que le groupe des rotations est un sous-groupe
de L' . En revanche, on constate d’aprés (ILI05) que les boosts ne constituent
pas un sous-groupe de Ll :

e [J1, K1] = 0 donc une rotation effectuée autour de la direction de la vitesse
d’une transformation de Lorentz ne modifie pas cette transformation :

e W1 i Ky it i1

puisque la loi de transformation d’un opérateur 71" s’écrit de fagon générale, dans
une représentation D du groupe des rotations™ 7" = D(R)TD*(R) .

10. Ceci est une sorte d’exception au cas général des groupes non-compacts, pour lesquels, sauf dans un
voisinage de I’identité, ’ensemble du groupe ne peut s’obtenir par exponentiation de son algébre de Lie, contrai-
rement aux groupes compact pour lesquels I’ensemble de la composante connexe de I’identité s’obtient toujours
par exponentiation de son algébre de Lie.

11. Ici, il s’agit de la représentation de spin 1, donc D(R) = R.
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1. Le groupe de Lorentz

e Déquation (I.I05) exprime que K = (K, K», K3) se transforme par rota-
tion comme les composantes d’un vecteur (au sens de la représentation adjointe
de SO(3) discutée plus loin : ¢’est un opérateur tensoriel d’ordre 1, ou opérateur
vectoriel.

e léquation (LI04) [K;, K] = —ieiJ, exprime le fait que deux trans-
formations de Lorentz pures A; et A; le long des axes ¢ et j engendrent une
rotation lorsqu’on effectue 1’opération AZ-AjAjl. Ce résultat est a 'origine du
phénomeéne de “précession de Thomas” : une succession de transformations de
Lorentz pures appliquées a une particule a spin peuvent ramener I'impulsion a
sa valeur initiale (représentation vectorielle) alors que le spin a tourné (repré-
sentation spinorielle).

e attention : comme [J, K| # 0,

— —

A = exp (25[2) exp (—zgj) = exp <—2§j) exp (z’¢-K)
£ exp (—i@fﬂ'g?-l?) | (1.108)

Tranformation de Lorentz pure a partir de I'algébre de Lie

Considérons une transformation de Lorentz pure d’axe ¥ engendré par K7,
de paramétre ¢; (transformation active)

ik _ N\ (15161)° I (iK1¢1)
‘ ; e ! 1}; 2k + 1)

(if) = (%1 8) donc (iK)? = (12(;2 8)

puisque 07 = 19,5, donc

K06 (o) et
=D (2k)! —HKlZ(%—H)!
k=0 k=0

= ch ¢1 + K7 sh ¢
Chgbl Shgﬁl 00

. Sh¢1 Ch¢100
N 0 0 00
0 0 00

La relation & = 191 ¥ g’¢crit ainsi

2’0 = ch ¢y 2° +sh ¢ x! 20 =ch ¢ 2'% —sh ¢, 2! (1.109)
7't =sh ¢, 2" + ch ¢; 2! o' = —sh ¢ 2'% 4+ ch ¢ 2’ '
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

En considérant un point particulier tel que 2! = constante, on tire immédia-
dl’ll
dx'0
rapport au référentiel par rapport auquel il était fixe avant boost.

tement v = = th ¢ : c’est la vitesse du point aprés boost, mesurée par

¢ = Argthv est appelée rapidité.

On déduit de ce qui précéde la paramétrisation
1

ch ¢ = —=
v V1 v? (1.110)
sh ¢ = ——
V1 —?
et
xo v
x/(): T Il
VIt Ve (1.111)
o't = v’ — v ! |
V1—0v2 1 —02

qui est bien la forme usuelle d'une transformation spéciale de Lorentz. Tout
ceci est en accord avec I'ensemble des résultats déja obtenus a la section L5l

Cas général :

Considérons une transformation de Lorentz pure d’axe quelconque 7 (7% = 1) et
de vitesse v (point de vue actif) en terme de matrices, (K;)*, = —i[6° 6".4-545 ] .

Montrons que &' = e'*"* # est donné par

'Y = 2%h ¢+ (7-T)sh ¢ (1.112)
g = f—ﬁ(f-ﬁ)+(xoshngr(ﬁ-f)chgb)ﬁ '
Preuve :
Partant de la définition des K*, nous pouvons écrire
— H
(z’K : ﬁ) =+ [6%n" — 5lin,)] (1.113)

ot 'on a pris garde au fait que 77 - K = n'K* (= n'K; car dans nos conventions
K; = K'!). Par ailleurs,

/

[(u% ) TL —[i£-a]" [ik A = [~ s (s 6n,| (1.114)

= (n"n"s) — n'n, — &6yn* + noShny) = —nt'n, + 80,
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1. Le groupe de Lorentz

puisque n? = —1. Enfin

[(ﬂ? - ﬁ)?’} " [0 — G [—n'n, + 0 38] = o) — dfm, = (iR - 7) ”y.

14

(1.115)
La série s’écrit donc
(b_']% " 0 0 ¢2k+1
i = 54 [0k — §Fn, — 1.11

2%
+ [—nfn, + 840, Z ?k)' + nfn, — 5,60

= 8t +ntn, — 050°, + [Sgnt — dhny ] sh ¢ + [—nfn, + 8)6)] ch ¢.
Ainsi
o =gt nt(zon) — 62’ + [2"nt — 8 (n - x)] sh ¢+ [—nF(n - z) + 52" ch ¢

ce qui prouve le résultat.

Rotation a partir de I'algébre de Lie

A titre d’exercice, nous pouvons également déterminer la forme explicite
d’une rotation, que ’on peut bien entendu obtenir directement de facon pur-
ment géomeétrique.

Pour une rotation active d’axe z’ et d’angle 03,

—if-J _ —ibs-J

_ i (J3)2k(_z~63)2k . ngi (J3)2k €2k+1(—i)2k

e
[ |73
— (2k) — (2k+1)!
0 (+93)2k N 0 932k+1
=y (—DF+)° (—1)%(—iJ3)
| |
= (2k) = (2k+1) )
cos 03 sin 03
En effet,
00 0 O
7 00 —-10]| _ 0 0
3="lo1 0 o]~ 0 72 0
00 0 O
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

donc

puisque 03 = 19,2 . Ainsi

sy _ cosfl3 — sin b3
sinfl; cosf;
1

La rotation passive (rotation des axes) est obtenue en faisant § — —6.

Cas général :

Dans le cas d'une rotation quelconque d’axe 7 et d’angle € (point de vue actif),
montrons que

=3

i =e g = (-7 - 7)) cos O+ 7t A Tsinf + 7(7 - T) . (1.117)

Preuve :

Calculons donc

g N (i )R
e => " (1.118)
k=0
Nous pouvons écrire

- k . . .
(—z’J - ﬁ) = (Y = g (1.119)
J

ou dans ce calcul a 3 dimensions, on utilise les conventions habituelles dans
lesquelles on ne distingue pas les composantes co- et contra-variantes. Ainsi

o k o
<(—i T ﬁ)f) = cipnied = (AN D) (1.120)
et

g 2 =g =g . ./ /
(—ZJ . ﬁ) = <—ZJ . ﬁ) <—2J : ﬁ) = sijknlsl-/k/jn’ = —5115/ + nknk (1121)
kE' kj b4

puisque 72 = 1. Enfin
L\3 . N . . o
(—z’J : ﬁ) = (—z’J - ﬁ) (—U : fi) = gjjpn’ <—(52, +n'n )
Kk k;j 1%
= —equn’ + epninint = — (—z'f - ﬁ) . (1.122)

33



1. Le groupe de Lorentz

ot, pour obtenir la derniére égalité, on a utilisé le fait que &;;;n'n’ n¥ =0 par
contraction d’un tenseur antisymétrique par un tenseur symétrique. Ainsi

6 o

<ei9ﬁj> y = 55? + Qsz-jkni il (6k —-n n]) — 582]/{” + — m (5’? — nknj) + .-
:(5f—nknj)(1—%2+%4+---)+nknj+€¢jkni<9—§—?;+ )
(1.123)
soit
(emﬁ'j) b ((5;“ — nknj) cos 6 + ;0" sin 0 + nn’ (1.124)
d’ou finalement
e T = 7 = (F — (A ©)) cosf + 7T A Fsind + A(i - &) (1.125)

puisque g;xn'z! = (T A Z)j .

Forme covariante de I'algébre de Lie de L

Nous avons écrit en [1.2.2] une transformation infinitésimale sous la forme
A=1+w

Oou encore
o — L0 H
Ay_gu+wu7

et montré que w,, est antisymétrique, i.e. que w,, dépend de 6 parametres, ce
qui définit la dimension de I'algébre de Lie.

Plutot que d’utiliser une paramétrisation non covariante de cette transfor-
mation infinitésimale & l'aide de (df,d¢), comme nous I'avons fait dans le
paragraphe [.4.2) on peut utiliser w,, comme collection de parametres. Ceci
nous conduit & introduire la définition suivante, covariante, des générateurs de
I’algebre de Lie :

A=1-— %waﬂJaﬁ. (1.126)

Dans cette définition, les indices («, 8) jouent le role d’étiquetage des géné-
rateurs. Ceux-ci sont eux-méme des tenseurs, et portent donc également des
indices. On peut imposer J,3 = —J3, puisque les w® sont antisymétriques,
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

d’ot le facteur conventionnel % pour éviter le double comptage Tensoriellement,

la relation ([LI126]) s’écrit :

/Z. 8]
Ny = g — 5“’ 7 (Jaﬁ)uu '

Donc :
t (0%
Wy = — 5 7 (Jas) - (1.127)
On en déduit que les J,3 sont des tenseurs antisymétriques (i.e. que (Jag)w/ est
antisymétrique par rapport a (uv)).
Introduisons la base

(ayn )M = 55,55, — 6;6’;, : (1.128)
C’est une base, dite canonique, des tenseurs antisymétriques, qui s’écrit encore

/

a,u’u’ = eMIVI — eylu

ou
()™ = 857,

est la base canonique des tenseurs de rang 2. Dans cette base, (L.I27) s’écrit

Z. (6% (0%
= (@, 5,0 — 675, ) (Jas)ty = 8" Gur — G 8",

Le premier membre de cette égalité s'écrit encore —% [(Juw )" — (Juw)")] =
—i (Jy)", par antisymétrie sur (p/'v').
Donc

(Jw)”y =1 (g/ﬁgw/ - g’/ﬂlgﬂ”/> '

ou encore

(J/J/V/)My =1 (au’u’)uy :

L’algebre de Lie s’en déduit immédiatement :

[J/UM Jpa] = Z (gl/pJ,uo - g,upjya + gMgJyp - gygjlup) . (1129)

Preuve :

e directement, en utilisant la forme matricielle :
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1. Le groupe de Lorentz

U Toa s = (Ju) " (Jpo) s = (Jpo) s (J)’
= — (8 g = 9900%) (8 909 — 9305 )
+ (0,905 — 95p0,") (55/9% - 96u55/)
= —Gup (%agaﬂ - 5oagﬁ’u) + Gup (=0, G + 0, Gop)
—guo (=0, 9u3 +6,%985) + Gvo (0,905 — 6,"950)

(67

=1 (gupt]ua _ g,LLpJI/O' + guat]yp - guaJup) B

e ecn écrivant les générateurs sous la forme manifestement antisymétrique
S = (e — eyy) = i(|pw)(v| — |v)(u|), avec le produit scalaire minkowskien
< alp >= gay,, on peut aisément retrouver ’équation précédente de maniére
intrinséque. Le lecteur non convaincu vérifiera préalablement que

(Ju)as = (< alp><v[B>—<aly><p|B>)
= (Yo Gvs = Yo Gus)

en accord avec la forme obtenue plus haut. L’obtention des relations de com-
mutation de I’algébre de Lie est alors immédiate :

[Jurs Jpol = = (l) (| = [v){ul) ([p)(a] = o) {p])

+ (Yol = o) pl) () (vl = ) ul) = =gup () (] = o) (1))
+ gup (V) (0] = o) VI]) = guo (V) (o] = 1P} (¥]) + guo (l) (o] — [P} (v])
=1 (gl/pJ/LO' - g,upjuo + g/wJVp - gquup) .

On notera que dans ce calcul, la forme explicite des générateurs ne joue au-
cun role. Seul compte leur propriété d’antisymétrie par rapport a leur index
d’étiquetage, qui provient elle-méme de I'antisymétrie des w),, , i.e. de la défi-
nition de Li. Ceci ne doit pas nous surprendre : ’algébre de Lie est la méme
quelque soit la représentation choisie. Nous allons le vérifier explicitement sur
la représentation réguliére discutée dans le paragraphe qui suit.

1.4.3. Représentations du groupe de Lorentz
Représentations non unitaires de dimensions finies
Il est possible de rendre 1’algébre de Lie compacte, en utilisant la méthode

présentée a la fin de 'appendice
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

Partant des 6 générateurs (L98) et (.I00), posons en effet

M; = 5(Ji + i K;)
(1.130)

N; = 5(J; —iK;)

L’algébre de Lie donnée par les relations de commutation (ILT03], [L.T04] 105
conduit alors a

[Mi, Mj] = ieijnMy (1.131)
[Ni, Nj| = ieijilNi (1.132)
[M;,N;] = 0. (1.133)

Cette algebre de Lie est donc identique a celle du groupe SU(2) x SU(2).

L’algébre de Lie ainsi obtenue est une forme réelle compacte de méme ex-
tension complexe que s0(3,1). M? et N? sont deux opérateurs quadratiques

invariants. Ces Casimirs commutent avec M et N , donc avec toute 'algebre, et
donc avec tout élément du groupe de Lorentz restreint LL Dans le cas d'une
représentation irréductible, d’apreés le lemme de Schur (voir I'appendice[Bl), on a

M? = ji(ji+ 1)1
N? = ja(ja+ 1)1 (1.134)

avec ji, Jo entiers ou demi-entiers.

Bien entendu, du fait du facteur i introduit dans les définitions (LI30),
lorsque 'on revient aux représentations du groupe de Lorentz restreint L:,
ces représentations perdent leur unitarité, mais ce sont les seules de dimension
finie. Ceci est en accord avec le résultat général valable pour un groupe de Lie
non compact, cf théoréme [B.12]

Représentation unitaire de dimension infinie sur les fonctions scalaires

On s’inspire ici du principe général de construction des représentations ré-
guliéres, voir I'appendice [B.3l Ici, plutdt que de faire agir le groupe sur des
fonctions agissant sur les éléments du groupe, on fait agir le groupe sur des
fonctions agissant sur des quadrivecteurs de 1’espace de Minkowski :
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1. Le groupe de Lorentz

vV A € Ll on associe la transformation T, agissant sur les
fonctions f(x) :

fl@) B (Taf)(x) = f (A'2) .

T est une représentation de L1

Preuve :

(T\Twf) () = Ta f (A'2) = f(A'—lA—lg;)

= f((AA')_lx)
= (Tanf) ()

ce qui prouve que Ty Ty = Ty .

Générateurs de cette représentation :

A la transformation infinitésimale de Lorentz
ot =t + Wz,

correspond

(Trf) (x) = (1 — %w’“’JW> f(z) (facteur 2 a cause du double comptage)

ou les J,,, sont des opérateurs différentiels. En utilisant la définition de 7', on a
donc

<1 — %w“”JW> flx)=f (Aflx) = f(z'—=wx,)
= f(z) —w"z,0,f

Donc

S =1 (2,0, — 2,0,). (1.135)

On vérifiera aisément que ces générateurs satisfont 1’algebre de Lie (L129).
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1.4. Algébre de Lie du groupe de Lorentz*

Cette représentation est unitaire :

/ dz fA(AN ) = / dz f2(x) (1.136)

puisque le changement de variable x — Ax est de jacobien égal a 1 pour une
transformation de Lorentz. Notons que Ll n’est pas compact, et que la repré-
sentation unitaire de L1 que nous venons de construire est de dimension infinie,
en accord avec le théoréeme [B.12

Si 'on se restreint au sous-groupe SO(3) des rotations, les générateurs se
réduisent aux 3 générateurs L du moment cinétique orbital. Cette représentation
de dimension infinie, unitaire, se réduit alors, pour ce groupe compact, & une
somme (infinie) de représentation unitaire irréductible, étiquetées par la valeur
du moment cinétique orbital /. On tombe ainsi sur la théorie des harmoniques
sphériques. Mathématiquement, toute fonction de carré sommable (condition
sine qua non pour définir une norme sur ces fonctions et donc pouvoir parler
d’unitarité) définie sur la sphére S? peut bien se décomposer sur les harmoniques
sphériques.
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2. Théorie classique des champs

2.1. Introduction

Dans ce chapitre nous allons examiner comment généraliser le formalisme de
la mécanique analytique aux systémes comportant un nombre infini de degrés
de liberté™ Un champ est un systéme possédant un nombre infini de degrés
de liberté. C’est le cas par exemple de la mécanique des fluides ou encore de
I’électromagnétisme. Dans la suite, nous allons nous intéresser aux théories
des champs relativistes, pour lesquels le groupe de symétrie d’espace-temps
sera le groupe de Poincaré. Notons cependant que la forme des équations du
mouvement pour le champ, de méme que l'écriture de la seconde variation
de I'action, ne font pas explicitement intervenir le groupe de symétrie d’espace
temps envisagé (groupe de Galilée pour la mécanique des fluides non relativistes
par exemple). Le passage de la mécanique analytique & la théorie des champs
consiste a remplacer les coordonnées ¢;(t), en nombre fini (indexées par i) par
une collection infinie de coordonnées, indexées par un parameétre qui pourra
étre discret (exemple : théorie des champs sur réseau) ou continu. Dans la suite,
on supposera que ces coordonnées sont indexées par les coordonnée spatiales
supposées continues, et pour simplifier les notations, on discutera le cas d’un
champ scalaire, qui sera noté génériquement ¢(Z,t). Dans le cas relativiste,
on notera ¢(z) ce champ, x étant alors la coordonnée quadridimensionnelle.
Bien entendu, le champ pourra étre vectoriel, spinoriel, tensoriel... Les lois de
transformation de tels champs sous le groupe de symétrie d’espace-temps seront
discutées en détail dans les chapitres suivants.

2.2. Formulation lagrangienne

On se limitera dans tout ce qui suit aux théories des champs locales, pour
lesquelles I'action pourra s’écrire sous la forme

S = /d%ﬁ(m) (2.1)

1. Nous renvoyons aux cours de mécanique analytique pour le cas d’'un nombre fini de degrés de liberté.
Reéférences utiles : Mécanique analytique, J.-M. Rax; Mécanique, L. Landau, E. Lifchitz; Classical Mechanics,
H. Goldstein.
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2. Théorie classique des champs

ou L(z) est la densité lagrangienne qui sera supposée ne dépendre que d’un
nombre fini de dérivées des champs?2. En pratique, en général £(x) ne dépendra
que des champs et de leur dérivée premiére, tout comme en mécanique, la
fonction de Lagrange ne dépend que des coordonnées généralisées et de leur
premiére dérivée temporelle, de sorte que les équations du mouvement sont des
équations différentielles d’ordre deux®. Ainsi £(z) sera de la forme

L(z) = L(¢i(x), 0,0i(z), ). (2.2)

L’indice 7 permet d’étiqueter les champs de différente nature ou, si les champs
ne sont pas scalaire, leurs composantes (exemple : A,(x) dans le cas de I'élec-
tromagnétisme, ou ¥(x), un champ bispinoriel, i.e. une collection de 4 nombres
complexes, décrivant une particule relativiste de spin 1/2). En général, on sup-
posera que les champs s’annulent assez vite a 'infini, ce qui permet de se dé-
barrasser des termes de bord lors des manipulation habituelles basées sur des
intégrations par partie (exception notable : théories topologiques).

2.3. Equations d’Euler-Lagrange

On note Q le domaine d’espace temps? sur lequel on intégre la densité la-
grangienne L pour obtenir l'action S. La méthode pour obtenir les équations
du mouvement est exactement la méme qu’en mécanique analytique : on varie
I’action en supposant qu’elle soit extrémale pour les valeurs de champs décri-
vant 1’état du systéme. On varie donc ’action sur une trajectoire, en effectuant
la transformation

¢(x) = ¢(x) + 0o(x) | (2.3)
qui conduit & une variation de I'action de la forme
B g | 0L(x) o 0L(x) |
68 = /Qd T [75@(%) dpi(x) + 50,0:(x) 6(0ui(2))] (2.4)

2. En effet, ceci est supposé afin de respecter la localité : si £(z) dépendait des valeurs des champs en des
points y, distincts de x, la valeur du champ ¢(y) pourrait étre reconstruite a partir de celle de ¢(z) et de ses
dérivées au point z, ce qui exige de fagon générale de connaitre un nombre infini de dérivées de ce champ en x
par développement de Taylor...

3. Ceci est du a I’apparition d’instabilités d’Ostrogradsky, pour les théories ayant des équations du mouve-
ment faisant intervenir des dérivées temporelles des coordonnées d’ordre supérieur a deux. Un théoréme di a
Mikhail Ostrogradsky en mécanique classique énonce en effet qu'un Lagrangien non dégénéré (i.e. les coordon-
nées canoniques peuvent étre exprimées en termes des dérivées de g et vice versa) dépendant de dérivées d’ordre
supérieur & un correspond & un hamiltonien non borné par valeurs inférieures, qui est donc non physique. De
récents développements en théorie modifiée de la gravitation (donc au-dela de la relativité générale) contournent
ce théoréme en utilisant des lagrangiens dégénérés dans le cadre des théories tenseurs-scalaires.

4. En général, Q) sera l'espace temps tout entier (et donc chaque composante de x variera sur | — co, +00],
mais il est utile de garder  en toute généralité, en particulier en vue du théoréme de Noether).
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2.4. Les symétries globales

avec la contrainte que les champs sur le bord 0€) sont données a priori, et
donc fixées. La variation d¢(z) s’annule donc pour tout = appartenant a 0f2.
Pour obtenir 'expression (2.4]) on a simplement effectué un développement de
la fonctionnelle £ au premier ordre en d¢;(x) et §(9,¢i(x)).

En intégrant par partie, on obtient alors

1, L(x) OL(x) OL(x)

ot I est le bord de Q et d®o, est I’élément d’intégration sur ce bord. Le dernier
terme de I’équation précédente est nul puisque d¢;(x) s’annule sur le bord Q2.
L’action devant étre stationnaire au voisinage des solutions des équations du
mouvement (donc pour toute variation d¢;()), on déduit de (Z.3) que

0L(x) , OL(x)

qui sont les équations d’Euler-Lagrange pour les champs ¢;(x).

=0 (2.6)

Dans le cas ou () est 'espace-temps tout entier, notons que 1’ajout d’une di-
vergence totale a la densité lagrangienne ne modifie pas I’action, puisque cette
4-divergence s’'intégre a 0, et donc laisse invariante les équations du mouve-
ment 8.

2.4. Les symétries globales

L’objectif de cette section est de montrer que pour toute action invariante
sous une symétrie globale, on peut construire un courant conservé, et une charge
conservée qui en découle.

2.4.1. Variation de l'action par rapport aux conditions aux
limites

Comme premiére étape, étudions comment 'action est modifiée lorsqu’une
configuration des champs, solution des équations du mouvement, est modifiée
en une autre solution des équations du mouvement, infiniment proche, sur 'en-
semble du domaine d’espace-temps €2, y compris sa frontiere, en particulier sans

5. Dans le cas ou ) est ’espace-temps tout entier, ceci est compatible avec I’hypothése usuelle, non indis-
pensable ici, de décroissance des champs a l'infini

6. En effet [, 0,F"(¢i(x), Oudi(x), ) = [q F*(di(2), Oudi(z), ) d®0, = 0 pour des champs nuls & I'infini
conduisant donc & une annulation de F “ sur le bord 09.
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2. Théorie classique des champs

fixer cette configuration sur le bord 0€). Ceci est donc a distinguer de 1’étude
menée précédemment dans la section 2.3/ lorsque nous avons établi les équations
d’Euler-Lagrange, pour laquelle les configurations des champs étaient fixées sur
les bords.

Nous allons montrer que cette variation de ’action revét une expression trés
simple, fonction uniquement de la variation de la configuration des champs sur
le bord. Notons qu’a ce stade, les transformations envisagées ne sont pas sup-
posées étre des symétries de I'action.

Considérons donc une transformation quelconque des coordonnées et des
champs

b = P+ dxH

¢'(a') = ¢(x) + do(x).
On obtient alors la variation locale du champ
0p(z) = ¢'(x) — ¢(x)

= ¢(z —0z) +0¢(x — o) — ¢(x)
= dp(x) — 0210, ¢p(x) + ... (termes d'ordre supérieur).  (2.8)

(2.7)

L’action pour les champs solutions des équations du mouvement qui s’écrit,
avant transformation,

5= /Q IL(o(), B,0(x), 7) (2.9)

devient donc
s = [ a'( @), 0,6/(). 0 (2.10)

ot 2 est le transformé de Q) par (2.7). Or S’ s’écrit encore, en utilisant le fait
que Q et Q' sont infiniment proches,

S [ daL, o0+ [ dodre0d 0, (21

ce qui donne, par développement de Taylor a l'ordre 1, et en négligeant les
termes d’ordre 2,

' 1, (0Ls, 0L 3
S _S+/de (5¢5¢+5(au¢)a”5¢> +/md0u6x“£(gb, 0,6, x) + .

7. Pour alléger les notations, nous omettons ici I'indice 4, qui indexait dans la section 2.3]les différents types
de champs et/ou leurs composantes. Ceci ne change bien siir rien a la preuve dans le cas général.
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2.4. Les symétries globales

En intégrant par partie, on obtient alors

o oL oL - 4 oL -
§ =5+ [ (6¢ 8“W>5¢+/de“ <6@¢)5¢> 213)

+ / o, 63 L(¢, 0,0, T) +

02

Le second terme s’annule puisque les champs satisfont les équations du mouve-
ment. Le troisiéme terme étant une 4-divergence, il s’intégre facilement, ce qui
conduit, en regroupant ensemble le 3éme et le 4éme terme, &

, s (oL } )
S S+/§Qd u( G M¢)5¢+ Szt L (2.14)

B 3 0L 0L 5 )
= S-i—/mdau( 5(00) 0p — (@u¢)8y¢5a: + 0zt L | +

ot on a utilisé I'eq. (2.8)). On obtient finalement

[ (0L (0L N
5= [t (st (st — ) 1)+ @)

en utilisant le fait que g#, = d*,,.

2.4.2. Théoreme de Noether

Dans le cas particulier ou les transformations considérées laissent invariante
I’action, on obtient alors le théoréme de Noether, qui énonce qu’a tout groupe
continu de symétrie de ['action est associé une quantité conservée. Le courant
conservé correspondant a cette symétrie s’écrit

I = 6(%)“ < <6f¢> O - )55” (2.16)

puisque d’aprés la relation (2.15),

5S = 0 :/ o, it = / d'z 0,j"
69 Q

quelque soit €2, ce qui montre que le courant j* est conservé :

05" = 0.
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2. Théorie classique des champs

La charge conservée correspondante s’écrit

Q= /d?’xjo(a:) : (2.17)

En effet,

Do [#raniw = [@eogiw =0

pour des champs rapidement décroissants a l’infini. On peut plus généralement
définir la charge conservée par la relation

Q= [ d&ouj"(z), (2.18)
N3

ol N3 est une 3-surface de genre espace.

Les transformations envisagées pécédemment sont a priori globales (appelées
encore rigides). Aucune hypothése sur le caractére local de ces transformations
n’est ici nécessaire. Le fait d’imposer une invariance de I’action sous les trans-
formation locales est une exigence supplémentaire que 'on impose dans le cas
des théories de jauge, ce qui fournit un principe dynamique pour construire le
lagrangien (exemples : électromagnétisme, théories de Yang-Mills).

2.4.3. Applications
Invariance par translation

Si la densité lagrangienne £ ne dépend pas explicitement de z# (invariance
par translation d’espace-temps), alors on peut considérer les transformations
particuliéres

dx*(x) = constante = dx*, (2.19)
dp = 0.

On en déduit que le courant

5£ v 1%
(5@@@ b — g" c) 5z, (2.20)

est conservé, pour tout dx” constant arbitraire, c’est-a-dire que le tenseur

v __ 6£’ 1 . v
T = (5@@3 6 — g" /:) , (2.21)
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2.4. Les symétries globales

appelé tenseur canonique d’énergie-tmpulsion du champ, est conservé :
0,T" = 0. (2.22)

Par analogie immédiate avec la définition de I'impulsion en mécanique ana-
lytique, I'smpulsion du champ est définie par

oL

I = 2.23
5(00) (229
d’ou I'on déduit que
T =110"¢ — g™ L (2.24)
et
T =110 - L=H. (2.25)

ce qui permet d’interpréter la charge [ TY @32 comme I’énergie totale du champ.
Ainsi

P’ = / T d*z (2.26)

qui se transforme comme un quadrivecteur, peut étre identifié au quadrivecteur
énergie-impulsion totale du champ.

On dispose ainsi a présent d’une formule générale pour le courant conservé

par une transformation laissant invariante l’action : en combinant (2.10]) et
(2.21]) on obtient en effet

oL
0(0u9)

= 5 — T"6, . (2.27)

Cas des lagrangiens indépendants des champs

Le cas des lagrangiens indépendants des champs présente un intérét particu-
lier. C’est le fait par exemple des champs de jauge, qui sont de masse nulle (on
verra plus loin qu’un terme de masse dans le lagrangien briserait l'invariance
de jauge ; les bosons massifs ne peuvent acquérir leur masse que par un méca-
nisme de brisure spontanée de symétrie d’'un champ auxiliaire scalaire : c’est le
mécanisme de Higgs).

Considérons par exemple le cas de QED en ’absence de matiére que nous
construirons explicitement un peu plus loin. Le lagrangien correspondant s’écrit

1
EQED == _EF'U'V F'LLV (228)

avec

F = 0,A, — 0,4, (2.29)
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Sous la transformation globale

Sz = 0 (2.30)
dA¥(x) = constante = 0A",

I’action du champ est laissée invariante, d’ott 'on déduit la conservation du
courant

0L
= ——""0A,
ST 50,4,
pour tout 0 A* constant, ce qui conduit donc & la conservation de
oL
0(0,A))

Le calcul de ce courant pour le lagrangien (2.28)) est élémentaire. L’antisymétrie
de 0,A, — 0, A, permet de réécrire (2.28)) sous la forme

1 1
Loep = —Z(GMAV — 0,A,)(0MAY — 0" AF) = —5(8MA,, — 0,A,)0"AY . (2.31)

qui méne immédiatement &

L
6(0,A,)
La conservation de ce courant s’écrit
0, F" =0, (2.32)

ce qui constitue la forme covariante du premier couple d’équations de Maxwell
dans le vide. Notons que la méme équation s’obtient en écrivant I’équation du
mouvement satisfaite par le champ A*.

Invariance de Lorentz

Si le lagrangien est invariant sous les transformations de Lorentz, alors on
peut envisager (dans le cas des champs scalaires) la transformation

iz¥ = whtz, (2.33)
0p = 0,

qui laisse invariante I’action, pour tout tenseur infinitésimal w”* antisymétrique.

D’aprés le théoréme de Noether, on peut donc immédiatement en déduire que
)

le courant

oL
(5(@&@5) o gﬂﬂﬁ) ot .
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est conservé, ou encore, puisque w"” est antisymétrique et en utilisant la défi-
nition du tenseur d’énergie-impulsion (Z.21]), que

(T 2P — THP 2¥) WP (2.35)

est conservé, pour tout w””. On en tire finalement la conservation du tenseur
de moment cinétique

JHVP = gV THP — P THY (2.36)

La charge correspondante s’écrit
JP = /d3x Jove — /d3x (2" T% — 2P TY") . (2.37)

C’est le moment angulaire total du champ, qui s’obtient bien, comme on pouvait
s’y attendre, en intégrant la contribution en chaque point x du moment orbital.
L’écriture explicite de la conservation de J*"? est instructive. En utilisant la
conservation du tenseur 7", on obtient

9, J1P = 8u(xy THP) — 3u(xp Ty = gZTup _ gZTW (2.38)

soit encore
TP — TP =(. (2.39)

ce qui prouve que la conservation de J*"” a pour conséquence la symétrie de 7.
Dans le cas général d’'un champ qui n’est pas scalaire, la loi de transformation
du champ sous le groupe de Lorentz ¢'(z') = ¢(z) doit étre généralisée en
oL (') = S(A)wds(x) ou S(A) est la matrice de la représentation considérée
(spinorielle, vectorielle, ...), qui se réduit a l'identité dans le cas des champs
scalaires. La structure du tenseur moment cinétique obtenu est alors de la forme

JHEVP = gV THO P THY o ARV (2.40)

ou A" est antisymétrique en v et p, et correspond a la contribution du moment
cinétique intrinséque, i.e du spin. Le tenseur canonique d’énergie-impulsion n’est
alors plus symétrique dans le cas général d’'un champ de spin arbitraire. Or le
tenseur d’énergie-impulsion n’est pas défini de maniére univoque : de facon plus
générale, le courant j# associé a une symétrie continue de I’action peut étre mo-
difié sans changer la charge associée.

Exercice 2.1
Vérifier que le courant j* = j* + 0,X°" (o X”* est un tenseur antisymétrique

fonction des champs et des coordonnées d’espace-temps, supposé s’annuler rapi-
dement & grande distance) est également conservé, et que les charges associées
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2. Théorie classique des champs

a ces deux courants sont identiques.

I1 est possible de préserver I'écriture (2.36]) de la densité de moment cinétique
du champ en fonction de la densité d’impulsion (a priori uniquement valable
pour un champ scalaire), pour un champ de spin quelconque, en redéfinissant
le tenseur énergie-impulsion. Le tenseur moment cinétique est alors également,
modifié, mais la relation entre ce tenseur modifié et la densité d’impulsion mo-
difiée est la méme que dans le cas scalaire. Il faut pour cela rendre le tenseur
d’énergie-impulsion symétrique (on a vu en effet plus haut que c’est une condi-
tion nécessaire a la conservation du tenseur moment cinétique correspondant).
Le tenseur d’énergie-impulsion obtenu porte le nom de tenseur de Belinfante.
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3. Electrodynamique

Nous allons a présent utiliser le systéme d’unités de Heaviside-Lorentz, dans
lequel la force de Coulomb est donnée par

_ QY

F—
Agrr?

(3.1)

ce qui signifie que £g = 1 and py = 1. De plus, nous nous placerons dans un
systéme d’unités tel que ¢ = 1. On lira avec intérét appendice de JacksonT
pour une discussion détaillée des différents systémes d’unités.

3.1. Equations de Maxwell

3.1.1. Forme locale

Rappelons que les 4 équations de Maxwell s’écrivent sous forme locale de la
facon suivante :

divE = p, (3.2)
— - OE -
_ = _ 3.3
divB = 0, (3.4)
. 0B

La conservation locale des charges s’écrit

9p

-+ divj = 0. (3.6)

3.1.2. Forme intégrale

Les formes intégrales correspondant a ces 4 équations de Maxwell s’écrivent

1. J. D. Jackson, Classical Electrodynamics.
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3. Electrodynamique

© Théoréme de Gauss : pour toute surface S entourant un volume V', on a

//Sﬁ-d2§:///vpd3x. (3.7)

¢ Théoréeme d’Ampére Généralisée : pour toute courbe fermée C entourant

une surface S,
L . OE .
fB-dé//(jJra)-d?S, (3.8)
OF

ou %7 est le courant de déplacement, qui était absent dans la formulation
originelle du théoréme d’Ampére.

© Absence de monopole magnétique :

pour toute surface fermée S,

//Cé-d2§=o, (3.9)

qui correspond au fait qu’il n’existe pas de monopole magnétique, par
opposition avec le théoréme de Gauss qui fait intervenir des charges élec-
triques.

¢ Théoréeme d’induction de Faraday :

pour toute courbe fermée C', entourant une surface S,

]{ E-dl = // - d*S (3.10)

3.2. Formulation covariante de I'électrodynamique
Un point de 'espace-temps de Minkowski sera noté
ot = (t,7) (3.11)
et le 4-courant électrique sera noté

3" =(p,7) (3.12)
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3.2. Formulation covariante de 1’électrodynamique

3.2.1. Le tenseur du champ électromagnétique et son dual

Sous forme covariante, le tenseur du champ électromagnétique (ou tenseur
de Faraday) est un tenseur de rang (0, 2) antisymétrique, défini par

0 —E' —E? —FE?
E' 0 -B® B

F,LLV == E2 B3 0 —Bl (313)
E? -B> B' 0
l.e.
FO = —F% = _Fy=Fy,=FE", (3.14)
FY = Fyj=—ej B (3.15)

On prendra garde au fait que E et B étant des vecteurs tridimensionnels, qui ne
sont en aucun cas les parties spatiales de quadrivecteurs, il n’y a de covariance
associée a leur composantes. Comme il est d’usage, on notera donc indifférem-
ment B’ = F; et B' = B; ces mémes composantes puisque la position de 'indice
est sans signification particuliére.

Réciproquement, le champ magnétique peut s’exprimer a 1’aide du tenseur du
champ électromagnétique, en partant de

5ijkﬂj = —€ijk€ijk/Bkl = —ZBk (316)
puisque Eijk€ijk = 25kk’- Ainsi,
1 1
B" = _Egijkﬂj . (317)

Un second tenseur peut étre construit a partir du tenseur F*”, son dual.
Pour le définir, on doit introduire le pseudo-tenseur 4-dimensionnel de Levi-
Civita e (voir Appendice [Dl pour les détails). Ce tenseur est défini comme étant
Com@plétement antisymétrique, ses composantes contravariantes étant données
par

+1 si {uvpo} est une permutation paire de {0,1,2,3}
etP? = ¢ —1 si {uvpo} est une permutation impaire de {0,1,2,3} (3.18)
0 sinon.

2. Notons que cette définition n’est pas universelle. Certains auteurs utilisent cette définition pour les
composantes covariantes, ce qui conduit & un tenseur opposé par rapport & la présente définition.
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3. Electrodynamique

Comme det g = —1, nous avons donc
Euvpe = —ehvre, (319)
Le tenseur dual est alors défini par
. 1 .
FH = Esuymeg = —F"F (3.20)
puisque e*P? est complétement antisymétrique.
Inversement,
Fpa _ 1 pa)\TF
Euypg = §5uup05 AT
1
= igpalu/ng)\TF)\T
1 T T
= 5(=2)(9u97 — 979 P = —2F (3.21)
et donc
1 .
F,, = —igme : (3.22)
En conclusion, nous avons
~ 1
= iguymea (3.23)
F, = —iswgﬁpa. (3.24)
Les composantes de F* s’obtiennent facilement :
07 1 Oipo 1 0ijk 1 i
F” = 55 Fpo’ = 55 ij = iglijJk =-B s (325)
et
2 L ijpo L ijon L ko 0ijk k
FY = 56 Fpo- = 58 Fb/€ + 58 FkO =& ng = 51'ij0]<: = EijkE (326)
Ainsi,
0 —-B' —-B? —-B3
~ B 0 E3 —FE?
FH = B2 _E3 0 El (327)
B> E* —E' 0
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3.2. Formulation covariante de 1’électrodynamique

1.e.

FY = —_p% = _f,=F, =B, (3.28)

En outre, les deux tenseurs sont reliés par la transformation suivante :

B——E
Fw s f, (3.30)
E—B

3.2.2. Transformations de Lorentz

Comme tout tenseur de rang (0, 2), F* se transforme sous une transformation
de Lorentz A suivant

F'W = N A, FEY (3.31)

Transformations orthogonales

Considérons tout d’abord les transformations orthogonales de O(3). Elles
correspondent & des transformations particulieres A de la forme

ANy=1 A=Ny=0 A, =0, (3.32)

1.e.

1
0

A=, O . (3.33)
0

La matrice 3 x 3 O satisfait aux contraintes
O'0 =00"=1d (3.34)

par définition de O(3), qui est ’ensemble des matrices orthogonales réelles, qui
de facon équivalente laissent le produit scalaire & - i/ invariant.
En prenant le déterminant de I'Eq. (3.34]), on obtient

(det0)* =1 (3.35)
de sorte que

o soit det O = 41 : donc O € SO(3) (rotations)
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3. Electrodynamique

o soitdetO =—1:0 = R-PouR € SO(3) et P est laparité : P = —Idsxs.

De I'Eq. (8.34)), on tire les relations suivantes entre les différentes composantes

de O :
(O, 00, =070, =6; et (0),(0,=0,0',=5;. (3.36)

Considérons maintenant la fagon dont les différentes composantes de F' se trans-
forment sous la transformation de Lorentz A.

¢ Champ électrique :
F' = N A0 F9°, (3.37)
de sorte que
E'=0"F (3.38)

comme attendu pour un vecteur : cette équation nous indique que E se
transforme un vecteur sous une rotation O = R € SO(3), et s’inverse,
tout comme Z, sous la parité.

Ainsi

E est un vecteur (appelé également vecteur polaire).

¢ Champ magnétique :

F'U = NN P (3.39)
avec
Fij = —Eijk/Bk/ (340)
Nous avons donc
1 1 L /
En utilisant le fait que
Eijk = 5ijn6nk (342)
et
0",0" = 6, (3.43)
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3.2. Formulation covariante de 1’électrodynamique

voir I’Eq. (3:36]), nous obtenons donc

€¢jk0ii/03j/ = SijnOii/O]j/OnpOkp = Si/j/pOkp det O, (344)
puisque o
SijnOZi/O]j/Onp = Ei'j'p det O , (345)
voir I’Appendice [Dl Finalement,
1 o1 / '
B/k = _igiij/m = igi/j/pgi/j/k/Okka det O = det O Okk/Bk s (346)

puisque EijipEil ik = 26pk’ .

En raison de la présence du préfacteur det O, cette équation nous indique
que B se transforme un vecteur sous une rotation O = R € SO(3), et
reste invariant sous la parité. Par conséquent,

B est un pseudo-vecteur (également appelé vecteur axial).

Boosts

On peut montrer, voir exercice, que sous un boost arbitraire dans la direction
i (i = 1), i.e. de velocité v = B3,

t
el
wa]l

B = -ﬁ)ﬁ+7[ﬁ—(

—

-ﬁ)ﬁJrv[B—(E-ﬁ)ﬁ}—y

- ﬁ)ﬁ] LN TAB, (3.47)

A\
A\

wef]
Fm

B = (3.48)

<y

Dans la limite non relativiste ; les transformations (3.47)) et (3.48)) se simplifient
en

E' = E4+UAB, (3.49)
B = B-UAE, (3.50)

qui sont particuliérement importants pour décrire les phénomeénes d’induction.

3.2.3. Invariants relativistes

A partir des tenseurs F et F, il est facile de construire deux invariants de
Lorentz.

57



3. Electrodynamique

¢ Premiérement, considérons la contraction de F' avec lui-méme :

FMVF,LLV — FOiFOZ' + F;_OFZ'O + E]Flj
2F0 F" + &4 Breiji By

= —2E'E' +2ByB
—2FE%+2B%= —2(E? - B?). (3.51)
De facon similaire,
[ TV 1 o _uvp'o’
FMVFM = EEHVPUFP ghvpP Fp/gl
1 / O_/ O_/ / o o
= (D (/97 =97 98 ) F/"Fywr = —F"F,y, (3.52)

résultat identique (au signe prés) a celui obtenu par contraction de F
avec lui-méme, voir I'expression (3.5]]) ci-dessus, résultat évident si I'on

applique la symétrie (3.30]) a I'expression (B.51).
o Deuxiémement, considérons la contraction de F' avec F :
[V 1 vpo
F, " = 3 e P F oy
Lo ko Lo ijor Lo oijk Lo ojk
= Shue o + g Fye  boe + S e Gk + S Fios T
_F’ijSOiijkO + FOigoiijjk
—FijgijFro + Foi€ijipFk
— 2FyeiuF = —AE'B' = —4E - B (3.53)

En conclusion, nous avons construit deux invariants relativistes a partir des
deux tenseurs F' et F':.

F,F" = —F,F" = _2(E* - B?), (3.54)

F,F" = —AFE-B. (3.55)

Notons que sous la transformation (E, E) — (é, —E), le premier invariant
(B:54) est inchangé, tandis que le second (8.55]) devient opposé, en accord avec
la propriété (B.30). En effet, 'invariant (3.54]) est un scalaire de Lorentz, alors
que l'invariant (3.55) est une pseudo-scalaire de Lorentz (puisque B est un
pseudo-vecteur).
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3.3. Forme covariante des équations de Maxwell

3.3. Forme covariante des équations de Maxwell

3.3.1. Equations de Maxwell

Nous allons maintenant montrer que les quatre équations de Maxwell (3.2))
peuvent se résumer a I’ensemble tres élégant suivant de deux équations, qui sont
explicitement covariantes :

o F" = 37, .
0,F" = 0. (3.57)
Preuve :
¢ Théoréme de Gauss :
GF" = PV -E=p (3.58)

¢ Théoréme de Maxwell-Ampére généralisé :

O F% 4 0, F% = 5* (3.59)
avec
F'* = —¢1,B" and F% = —E* (3.60)
de sorte que
R . = Nk
O — 5 VB = (~0E +V A B) =" (3.61)
l.e.
— - JE -
tB—- —=7. 3.62
ro 5 = (3.62)

© Absence de monopole magnétique :

OF'=0 < OB =0 < divB=0. (3.63)

¢ Théoreme de Maxwell-Faraday :

O EFF + 0, F*F = 0. (3.64)
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3. Electrodynamique

avec
F¥ =gy, E" et F%=_BF (3.65)
et donc
_ OB
rotE + = =0. (3.66)

Condition de compatibilité :

Le tenseur du champ F* est antisymétrique, ainsi
0,0, F" =0=0,3", (3.67)

ce qui signifie que le courant doit étre conservé :

8,j" = 0. (3.68)

3.3.2. Quadripotentiel
De " a AH
Plusieurs remarques peuvent étre faites :

¢ Les équations de Maxwell, exprimées a ’aide des champs E et B, ne sont
pas covariantes.

¢ Elles ne font intervenir que des dérivées du premier ordre des variables
dynamiques F et B. En conséquence, leurs moments conjugués ne sont

pas indépendants des variables dynamiques®.

On doit donc plutot rechercher des équations du second ordre.
Introduisons donc le quadri-potentiel A* tel que

F" =9l A" — 9V A" (3.69)

Théoréme (Poincaré) :

L’équation 0,F" = 0 est une condition nécessaire pour que A" existe. Ceci
est une condition suffisante si 'espace est contractile, ce qui signifie qu’il peut

3. Considérer par exemple le cas trivial £ = (ﬁ(b, action dans laquelle qb n’apparait pas de facon quadratique.

4. S' n’est ni simplement connexe, ni contractile. Il est évident qu'un domaine contractile est simplement
connexe, mais l'inverse n’est pas forcément vrai. En effet, S™ pour n > 1 est simplement connexe mais non
contractile.
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3.3. Forme covariante des équations de Maxwell

étre contracté en un point, de maniére continue.
Preuve :

Nous allons nous contenter de vérifier que la condition est nécessaire.

- 1 1
8MF“” _ §€/wpaaqua — §€/Wpaaﬂ (apAa — aaAp) =0 (370)

ol 'on a utilisé le fait que chacun des deux termes fait respectivement inter-
venir un tenseur symétrique en pu <+ p et en o <> p, contracté avec le tenseur

eMP? qui est complétement antisymétrique.

L’Eq. (8:69) implique que

FO—gA" — A o E = —VA - % (3.71)

et
Fii = giAl — QA (3.72)

l.e.

1y 1 i Ai _ i Al g — (A4
—SeinF = =S (0 A — VA = —eud A = (VAA) (373)
et donc
B —9a0_94 (3.74)
Ot

B = VA4, (3.75)

ce qui est bien en accord avec les relations bien connues entre champs électrique
et magnétique et potentiels scalaire et vectoriel.

Invariance de jauge

La relation (8.69) ne conduit pas & un choix unique pour le 4-potentiel A*.
En effet, la transformation de jauge

Ab(z) — AM(z) + 0", (3.76)
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3. Electrodynamique

ol ¢ est une fonction arbitraire, laisse F'*¥ invariant.
En supposant le domaine d’espace-temps contractile, les équations de Max-
well sont équivalentes a

o, F" =0A" — 0" (0,A") = j". (3.77)
L’equation
0A" — 0" (0,A") = 5 (3.78)

est invariante de jauge, puisque sous une transformation de jauge (8.70]), nous
avons

OAY — 0¥ (9,A") — DAY + 0"0¢ — 0 (9,A") — 9’0 = DAY — 9" (9, A") .
(3.79)

Ecrivons maintenant explicitement les différentes composantes des équations de

Maxwell (B.78)) :

¢ Composante temporelle :

o [0A° ~

0~ |2 ivA| = .

DA Y [ Y + div ] 0, (3.80)
le.

—AA° — Qdiv%f = (3.81)

5% : .

¢ Composantes spatiales :

0A+V (aﬁ_t 4 divA) —7. (3.82)

Jauges usuelles

Il existe un ensemble infini de choix de jauges possibles. Les plus courantes
sont :

o Jauge de Lorenz-Landau

Elle s’appuie sur la condition de fixation de jauge covariante

9,A" =0 (3.83)
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3.3. Forme covariante des équations de Maxwell

qui implique donc que
OAY = 5V (3.84)

On notera que cette fixation de jauge est incompléte : en effet toute trans-
formation de jauge décrite par une fonction scalaire ¢ satisfaisant a I’équa-
tion d’onde [l¢ = 0 satisfait a la condition de Lorenz-Landau.

¢ Jauge de Coulomb

Elle repose sur une condition de fixation de jauge non-covariante :
divA = 0 (3.85)
ce qui implique que le potentiel scalaire A? satisfait I’équation de Poisson
—AAY = p. (3.86)

La solution de cette équation différentielle du second ordre est donnée par

At 7) = / FNLICY) (3.87)

Am |y 7|

puisque

1 :
—A—— =A4And(r—7"). 3.88
e = 0 7 (3.59)
Dans cette jauge, A est donc un potentiel instantané. Le potentiel vecteur
A est donc, d’aprés 'Eq. (B.82), solution de ’équation

. . 3./ 1
OA=7— ?/dmap” . (3.89)

On notera la cohérence avec le fait que le courant doit étre conservé :

~ - B’ op(t, ) 1
ivdA = divj — A : :
div divy / [ TRT (3.90)
= divj + / &' 6(7 — ) 8p(§’f ) (3.91)
— divj + w =0, (3.92)

ce qui est donc cohérent avec notre choix de jauge divA = 0.
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3. Electrodynamique

o Jauge temporelle

Dans cette jauge, on impose au potentiel scalaire d’étre nul :

A" =0. (3.93)

o Jauge axiale

Dans cette jauge, fixée par le choix d’une direction de genre espace, par
exemple z,

AP =0. (3.94)

o Jauge du cone de lumiére

Cette jauge, particuliérement utile en physique des particules a haute
énergie, est spécifiée en choisissant un vecteur sur le cone de lumiére n
avec n? = 0, de sorte que

A-n=0. (3.95)

o Jauge axiale quelconque : elle inclut les trois cas précédents, en introdui-
sant un vecteur n, et en imposant

A-n=0. (3.96)

Clairement, n? > 0 est une jauge temporelle, n? < 0 est une jauge axiale,
et n? = 0 est une jauge sur le cone de lumiére.

3.4. Lagrangien pour les photons

Nous cherchons a écrire un lagrangien décrivant les degrés de liberté des pho-
tons. Il doit étre local, quadratique dans le champ A* et ses dérivées, invariant
de Lorentz, et ses équations de mouvement doivent étre données par (3.78]).
Ecrivons donc génériquement

L(z)=aA'A,+b(0,A")(0,A") + c(0,A")(0"A,) + d (8MA“)2 +eA,7".(3.97)
L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit alors

oL oL

oa oo, = (3.98)
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3.4. Lagrangien pour les photons

ce qui conduit &
204A,+ej, = 0, [Qb 0,A% +2c0°A, + 2d 6?%/1“} (3.99)

Etudions I'invariance de jauge de Iéquation du mouvement pour j = 0 : sous
la transformation de jauge (3.76), nous obtenons

00,0 = b0,0,0°¢) + c0,0,0° ¢ + d 0,0,0°¢ = (b+ ¢+ d)9,0¢, (3.100)

de sorte que nous devons avoira=0et b+c+d=0.
De plus, en réécrivant le terme (9,A")* dans la densité du Lagrangien comme
suit

(8,AM) = (9,A")(0,A") + 0, [A, (g"D,AP — 3" AM)] (3.101)

et en utilisant le fait que le second terme du membre de droite est une dérivée
totale, qui ne contribue donc pas a l’action, il peut étre simplement omis. En
utilisant le fait que b + d = —c¢, nous obtenons

L=—c(0,A"0,A" — 0,A"0"A,) +eA,j". (3.102)
Par ailleurs, comme
0,A"0,A" —0,A"0" A, = —%F“”FW, (3.103)
la densité du Lagrangien s’écrit donc
L= gFWFW +e At (3.104)

Il reste a ajuster correctement les valeurs de c et e.
Revenons a I’équation du mouvement (3.98). En utilisant le fait que

a v g
M (F}LVF"u ) == 4Fp7 (3105)

on obtient

4gagFffp —ej, (3.106)

de sorte que pour que cette équation soit équivalente a 1’équation de Max-
well (B.56]), on doit avoir 2¢ = e.

En fait, la normalisation globale, ainsi que la valeur relative de ¢ et e peuvent
étre obtenues comme suit :
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3. Electrodynamique

¢ A est une variable dynamique. Ainsi, le terme "cinétique" doit étre

o\ 2
1 [{0A
1 (2) o

dans £. Maintenant, par inspection

c v
SEw P (3.108)
conduit &
g X 2 X FOiFOi = CaoAiﬁoAi = —C (80A1>2 (3109)

D=

de sorte que ¢ = —=.

¢ Dans la densité lagrangienne £ =7 —U ou T est ’énergie cinétique et U
est ’énergie potentielle, nous savons que U doit contenir 1’énergie poten-
tielle pA, exactement sous cette forme. De plus, j# A, fournit exactement
pA®. de sorte que e = —1.

En conclusion,

L(zx) = —1F,, Fm — jrA,, (3.110)

et ’action correspondante s’écrit

I:f,/:(x)d4x:/d4x B (EQ—§2> —pAO—i—f-fT]. (3.111)

Il faut noter que la densité lagrangienne (B.110) n’est pas invariante de jauge si
j(x) est un courant externe. En effet, sous une transformation de jauge,

Al Ay g
L(r) — L(z) — j,0"¢. (3.112)
Néanmoins,
Ju0'ed = 0" (9j,) — ¢ 0"j, (3.113)

dans laquelle, dans le membre de droite, le premier terme est une dérivée totale
et le second s’annule car j, est un courant conservé. Par conséquent, les deux
termes peuvent étre omis de ’action 1.
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Dans ce chapitre, notre objectif est d’écrire une équation relativiste décrivant
une particule massive de spin 0. Entre temps, nous verrons qu’une telle descrip-
tion conduit naturellement a des états d’énergie négative, qui se révéleront étre
des solutions de densité de probabilité négatives. Ces états seront réinterprétés
comme des antiparticules.

4.1. Rappel : mécanique quantique non relativiste

4.1.1. Principe de correspondance et équation de
Schrédinger

Nous commencons par la facon dont I’équation de Schrodinger peut étre
obtenue a partir du principe de correspondance. En partant de 1’équation de
dispersion non relativiste

gV (4.1)

2m

et en effectuant le remplacement, en suivant le principe de correspondance,

0
E — ih— 4.2
tho (4.2)
_ =
nous obtenons
h? 0
——AY(Z,t) = th— 4.4
v (@, t) =ih 5 (4.4)
qui est I’équation de Schrodinger pour une particule libre.
4.1.2. Courant de probabilité
La densité de probabilité
p = (4.5)
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4. L’équation de Klein-Gordon

signifie physiquement que
P = |[y|Pd*V (4.6)

est la probabilité de trouver une particule dans le volume élémentaire d*V ..

D’une part, en partant de I’équation de Schrodinger (4.4)), multipliée par ¢*,
et d’autre part en écrivant son conjugué complexe, multiplié par 1, on obtient
respectivement

R Iy *&p
—%w Ay = thy"— (4.7)
h . _ W*
—%wAw = zhw (4.8)
d’ou par soustraction
o oy oY
—5 - (WAY —YAYT) = [ = T 8t] (4.9)
de sorte que
op oY Ot ih .
o= U T = o (U1 A — YA (4.10)

i.e., puisque A = VQ,

0 I h
= (W VR V) = V- (VY —gV) ()
qui s’écrit
ap = 2
E-I‘V']—O (4.12)

avec le courant de probabilité, également appelé densité de flux de probabilité,
donné par

F= ol (49w — w0 (413

L’Eq. (412) exprime la conservation locale de la probabilité. Le point de vue
global est obtenu par intégration sur un volume donné V : 'augmentation de
la probabilité pour les particules d’étre a 'intérieur de V', de frontiére S, est
donnée par

Ml oee=- [l e fros
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ol nous avons utilisé le théoréme de Green-Ostrogradsky dans la derniére étape.
L’équation (4.I4]) indique simplement que cette augmentation est égale a I'in-
verse du flux de particules hors du volume V', c’est-a-dire a travers S.

Une solution de type onde plane de I’équation de Schrodinger (4.4)

W = N et @i=Ft) (4.15)

qui décrit une particule libre de moment p et d’énergie E a donc une densité
de probabilité et un courant

p = NP, (4.16)
j = E|N‘2=U‘N|2. (4.17)

4.2. L’équation de Klein-Gordon

4.2.1. A la recherche d’une équation relativiste linéaire

L’équation de Schrodinger (4.4)) viole explicitement la covariance de Lorentz.
En relativité, nous pouvons écrire

pP'op=—5 —p =mc (4.18)

and thus

E = /22 +m2ct. (4.19)
si 'on cherche une équation du premier ordre, dans l'esprit de I’équation de
Schrodinger, la régle de correspondance conduirait donc a écrire

0P 0 12
ihe— =/ —R2EA+m2ct Yy =m® (1 — —=A+--- | 1. (4.20)

ot 2m2c2
Cette équation est trés non-locale, a cause de la racine carrée, et la symétrie
entre ct et I est complétement cachée.

4.2.2. Equation différentielle du second ordre

En renoncant a ces équations du premier ordrel, et en écrivant opérateur
de quadri-impulsion comme?

= (%%,—mﬁ) = ih ", (4.21)

1. Une telle tentative a du sens lorsqu’on cherche une équation relativiste décrivant une particule de spin
1/2 : c’est I'essence méme de la construction de 1’équation de Dirac historiquement.

2. Eneffet V=20, =—0".
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4. L’équation de Klein-Gordon

’équation de dispersion quadratique (4.I8]) conduit, en utilisant le principe de
correspondance, &

[—h%“@u — m2c2] d=0 (4.22)

1.e.

m2c?

h2

[aﬂau + } O(z) = 0 (4.23)

ou de facon équivalente, en posant c = h =1,

O+ m?] &(z) =0, (4.24)

qui porte le nom d’équation de Klein-Gordon.
Cette équation satisfait & la covariance de Lorentz puisque sous une transfor-
mation ' = Az, avec ¢/(2') = ¢(z), V'Eq. (£.24) devient

(O +m?] 9'(2) =0, (4.25)

puisque [0’ = 8/“8/2 = 0"0,, = [, comme tout opérateur scalaire.

4.2.3. Limite non relativiste

Afin d’étudier la limite classique (c¢’est-a-dire non relativiste), extrayons I’éner-
gie de masse dans la dépendance temporelle de la fonction d’onde. Nous écrivons
pour cela

O(t,7) = e h WD), (4.26)

et donc

1 0? 2m 0 2
1o 2mo 0" |\ o = _§ 4.9
sop o am| YD) =0 (4.27)

Dans la limite ¢ — 00, en négligeant le premier terme, cette équation se simplifie
en

0 K2
h— = ——AVU(t. ¥ 4.2
Zh@t 2m (t,7), (4.28)

qui est bien I’équation de Schrodinger, comme attendu.
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4.3. Equation de Klein-Gordon et action d'un
champ scalaire
A titre de remarque discursive, montrons que 1’équation de Klein-Gordon est

I’équation du mouvement pour un champ scalaire libre. Considérons le lagran-
gien
1

1
L= Eﬁucb@ﬂ@ - 5m2<1>2. (4.29)

Son équation de mouvement peut étre facilement obtenue : en réécrivant

1 1
L= 50,290, — §m?q)?, (4.30)
on a
6L )
o= _ _ 4.31
5o m-d (4.31)
et
oL
= "D . 4.32
60, ® J (4:32)

En effet, © et v sont des indices muets, et il ne faut donc pas omettre de
différencier les deux termes de I’'Eq. (d.30)). Ceci conduit finalement & 1’équation
du mouvement

m2c?

h2

[auau + ] O(x) =0 (4.33)

qui est bien I’équation de Klein-Gordon.

4.4. Contenu physique

4.4.1. Densité et courant de probabilité

Construisons un quadri-courant conservé qui étend la densité de probabi-
lité (4.16) et la densité de courant (A.I7)) au cas relativiste. Partant de ’équation
de Klein-Gordon

m2c?

h2

2
F@— —V2] ® +

® =0 4.34
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et en multipliant par :®* , nous obtenons

%D . m2c

—z@w—@v%lw —i®*® =0, (4.35)

tandis qu’en considérant le conjugué complexe de I’équation de Klein-Gordon
(4:34) multiplié par i®, on obtient

92" . 2 2
o — 1OV + i, 3 (4.36)

de sorte que la soustraction des Eqs. (4.35] 4.36]) conduit a

1 20 2Q* - -
—i <<1>*8 _ oY ) — ((I)*V2<I> — <I>V2<I>*> =0, (4.37)
C

—Z(I)

ot? ot?

ou de fagon équivalente

0 [ (q)*a_‘b _ @8‘1)*)] v [_i (q)*ﬁq) _ @6@*)} —0,  (4.38)

cot cot cot
1.e.
8,0 - -
- P 4.
atJrV 7=0, (4.39)
ou
0P OP*
= —[P"— — D 4.4
7 = —ih (@*V@—@ﬁ@*) . (4.41)

L’équation (4.39) refléte simplement la conservation de la probabilité si (4.40)
et (£41]) doivent étre interprétés respectivement comme les densités relativistes
de probabilité et de courant de probabilité.

En introduisant le quadri-courant

i = (pe.J) (4.42)
qui a pour expression covariante
i = ih (DD — BOIDY) (4.43)
la conservation de probabilité (A.39) qui s’écrit

0

vV -1 =0 4.44
Catcp+V J (4.44)
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4.4. Contenu physique

peut s’exprimer sous la forme covariante
ot =0. (4.45)

Notez que le fait que p soit la composante temporelle d’'un quadrivecteur est
cohérent avec le fait que p d®V est la probabilité qu'une particule se trouve dans
le volume d3V. Sous une impulsion du facteur de Lorentz ~y, d*V est contracté
de Lorentz d’un facteur de 1/, ce qui est compensé par le fait que p est dilaté
d’un facteur de v comme toute composante temporelle d’'un quadrivecteur, de
sorte que la probabilité est effectivement invariante®.

4.4.2. Limite non relativiste

Vérifions que les densités de probabilité et de courant de probabilité relati-
vistes se réduisent aux expressions non relativistes (£5) et (EI3) respective-
ment. En présentant & nouveau la fonction d’onde sous la forme (4.26)), nous
obtenons

.h 2
p o= — |2 4 (T, — T, T | (4.46)
2mc? h
j= e [UV — OV (4.47)
2m

Le courant de probabilité (4.47) a déja la forme appropriée (AI3]). En ce qui
concerne p, puisque le terme entre parenthéses dans 1'Eq. (£46]) est égal a
—2i0U*(E — mc?)/h, il est négligeable par rapport au premier terme (énergie
de repos) dans la limite ¢ — oo, de sorte que p se réduit a ’expression non-
relativiste (4.3]), comme prévu.

4.4.3. Spectre d’énergie et densité de probabilité

Considérons une solution en onde plane®
d = Ne P, (4.48)
Nous obtenons donc, d’aprés 'Eq. (£43),

§" = 2p"|N|?. (4.49)

3. L’argument est le méme que celui de la fin du chapitre [ lorsque nous avons introduit le concept de
quadir-courant de charge, voir [[L3.5]
4. Nous utilisons les unités naturelles c =1 et A = 1.
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4. L’équation de Klein-Gordon

Cela semble trées simple et élégant. Cependant, en substituant la solution en
onde plane (4.48)) dans I’équation de Klein-Gordon (4.24]), nous obtenons la
relation de dispersion

pP=m? de E=-=+\p2+m2, (4.50)

de sorte que nous rencontrons deux problémes tres sérieux :

- il existe des solutions a énergie négative, et le spectre d’énergie n’est pas
borné inférieurement, de sorte que sous une perturbation arbitraire, le systéme
pourrait fournir une quantité arbitraire d’énergie a I'extérieur.

- la densité de probabilité étant proportionnelle & 1’énergie, les solutions a

énergie négative ont des densités de probabilité négatives!
Le probléme est trés sérieux puisque tout traitement cohérent d’un systéme
physique nécessite de traiter un ensemble complet d’états, comme nous avons
I’habitude de le faire en mécanique quantique, ce qui interdit de se limiter aux
solutions d’énergies négatives.

4.4.4. Courant de charge et réinterprétation des solutions
d’énergie négative

Il s’avére que la multiplication du courant (4.43)) par la charge élémentaire
—e permet d’échapper aux deux problémes précédents. Considérons en effet le
courant

gt = —ie (0P — ©OHP") . (4.51)

La densité correspondante p = j¥ est maintenant la densité de charge, et non
plus la densité de probabilité. En laissant de coté les effets de spin, utilisons
I’équation de Klein-Gordon comme une une équation relativiste décrivant les
"électrons". Les effets de spin nécessitent I'introduction de ’équation de Dirac,
qui ne sera pas abordée dans ce cours.

Considérons une onde plane (4.48]). Pour un électron e™, de charge —e, d’éner-
gie F et de quantité de mouvement p, on obtient, en utilisant la définition (4.51])
du courant de charge,

jH(e”) = =2e|N*(E, p). (4.52)

Par ailleurs, pour un positron e™, de charge +e, d’énergie E' et de moment p,
on obtient, en utilisant la définition (A51]) du courant de charge,

j*(e") = +2e|N*(E,p) = —2¢e|N[*(—E, —p) . (4.53)
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4.4. Contenu physique

Cette derniére manipulation algébrique peut sembler quelque peu maladroite et
triviale. Cependant, elle signifie simplement qu’il n’est pas nécessaire d’intro-
duire les degrés de liberté du positron : ils sont déja présents dans 1’équation
de Klein-Gordon, puisque selon l'identité précédente, un positron d’énergie E
et de moment p est identique a un électron d’énergie négative —F, de moment
—p, c’est-a-dire se propageant en arriére dans le temps.

De maniére imagée, on peut donc dessiner

~

time
(4.54)
— = ——
e’ e
E>0 (—F) <0

Du point de vue de ’évolution temporelle d'une fonction d’onde en mécanique
quantique, cela repose sur le fait que la partie dépendant du temps d’une parti-
cule libre se déplacant suivant le sens normal d’écoulement du temps, d’énergie
E est la méme que celle d’une particule libre d’énergie —F se propageant en
remontant le temps, puisque

e BNt — pmiBt (4.55)

4.4.5. Le courant de charge revisité

Considérons a nouveau le lagrangien (£.29]) d’un champ scalaire, en supposant
maintenant que le champ est complexe :

L =0,0°0"d — m*d*D. (4.56)

Cela signifie que ® et ®* doivent étre considérés comme des champs indépen-
dants. Leurs deux équations de mouvement se lisent donc

m2c?
laﬂ@ﬁ - }@(@:o (4.57)
et
m2c?
[@Maﬁ = ](I)*(x):O. (4.58)
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4. L’équation de Klein-Gordon

De toute évidence, le lagrangien (4.56]), et donc I'action correspondante, sont
invariants sous les transformations de jauge dites globales

d — P (4.59)
P* - e Pt (4.60)

oll e est un parameétre arbitraire, qui a la signification physique de la charge
¢lectrique élémentaire, en raison de son role dans le courant de charge conservée
que nous allons maintenant construire.

Calculons le courant de Noether associé a cette transformation. Nous consi-
dérons les versions infinitésimales des transformations (4.59H4.60)

0 = iedad (4.61)
00" = —iedad” (4.62)

avec 0x = 0. Par conséquent, selon I’'Eq. (2.16), et en utilisant le fait que

oL
= OM'P* 4.

5.0 - 0T (4.63)

oL
— = "} 4.64
0.0 (464

nous obtenons

gt = 0'd*(iedad) — P (iedad™) (4.65)

valable pour tout da, qui peut donc étre factorisé, de sorte que le quadruple
courant électromagnétique

gt = —ie (0P — & 0" D) (4.66)

est conservé. Nous avons donc retrouvé, a partir d’un principe de symétrie
globale, le courant (A.51]) qui avait été obtenu de maniére heuristique.
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5. Couplage entre la matiere et le

champ électromagnétique

5.1. Partie matiere

Considérons deux champs scalaires réels ¢ et ¢2, de masses identiques. Les

densités lagrangiennes pour ces deux champs sont

Ly = % (Ou1) (0"p1) — lquﬁ,

2
1 1
Lr = 5(0u92)(0"¢2) — §m2¢§~
Introduisons les champs

O = (B +idy)
— E— 1 ,

NG 1 2

1
= —[®;—iD
\/5[ 1 2]

qui sont traités comme des champs indépendants. On a alors
2 * 1 2 2
[®]F =2 P" = B (D7 + @3]
et

‘8M(I)|2 - (8H(I)> (8N(I)>*

1
5 (0u®1+10,P,) (9"Py — i 0" Dy)
1

2

Ainsi, £ = L1 + L5 peut étre réécrit comme

L =(0,®)(0"'®)" —m*® d*.

— L9,00) (0"®y) + % (0,D2) (9"Ds)

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)
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5. Couplage entre la matiére et le champ électromagnétique

Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

oL oL

— — O = * 29" = 1
5% 608(80_@) 0 = 0O +m 0, (5.10)
oL ok v - Do +m?® =0. (5.11)

Y e
0~ 0(0,P*)
Comme nous I'avons vu dans le Chap. [, sous une transformation globale U(1)

d — D e 6O =iefad, (5.12)
P* — e 0P i.e. 09" = —iedad”, (5.13)

le Lagrangien £ est invariant, ce qui implique qu’il existe un courant de Noether
conserveé, a savoir

1 [ oc oL
T N S T St ¥ S
7= 5 500 T ama’
— e [(0"D)D — (9'D)D7]
— e [B(9"D) — (6D"))

<=
= —ie® "D, (5.14)

On peut ajouter un terme potentiel a £, de la forme V(®*®), sans briser I'in-
variance de jauge, de sorte que l'on écrira

Ematter = /:free o V((I)*CI)) . (515)

Un exemple minimal est V' = A\(®*®)2. Avec une telle modification, les équa-
tions du mouvement sont alors les suivantes

ov

O®* + m?®d* = 5 (5.16)
oV
O® +m?d = o5 (5.17)

Evidemment, puisque Latter €6 Liee ne différent que par des puissances de ®*P,
le courant de Noether (5.14)) reste identique.

5.2. Partie purement photonique

Nous avons montré dans le chapitre 3l que le Lagrangien décrivant la dyna-
mique des photons s’écrit
1

Lon =~ 7FuwF" . (5.18)
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5.3. Interaction entre matiére et photons

5.3. Interaction entre matiére et photons

5.3.1. Lagrangien minimal a partir d'un courant dynamique

Nous savons que 'on peut ajouter un terme —j*A, , de sorte que I’équation
du mouvement pour A, méne aux équations de Maxwell. Ce faisant, nous ren-
controns immeédiatement un probléme technique : en effet, ceci est valable pour
Ju €tant considéré comme externe, non dynamique, mais que se passe-t-il si j*
est considéré comme dynamique, étant lui-méme construit a partir de champs
dynamiques ?

Nous avons déja un candidat pour commencer :
— NoetherAp = 1€ @ 0 DA, . (5.19)

Mais ce nouveau terme du Lagrangien, qui fait maintenant intervenir des dé-
rivées des champs ® et ®*, va modifier le courant de Noether lui-méme, de
sorte que ce terme supplémentaire devrait étre lui-méme modifié, changeant le
courant, etc. Diable, entrerions-nous dans une boucle sans fin ?

Montrons que 'on peut trouver une solution minimale et cohérente a cette
difficulté. Pour cela, nous écrivons

L= [’em + Ematter + Eint . (520)
Formulons le probléme de maniére plus précise.

¢ Les équations d’Euler-Lagrange appliquée a £ pour le champ A*

oL oc
— 21
o 50, A7) ~ DA (5:21)

devraient conduire aux équations de Maxwell. Deux remarques s’imposent
alors :

- Puisque la dynamique de A" (sa dérivée temporelle, et par covariance
n'importe laquelle de ses dérivées) est a l'intérieur de Ly, seule Lop
contribue au membre de gauche de I'Eq. (5.21]).

- le membre de droite de 'Eq. (5.21]) recoit seulement des contributions

de £int .
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5. Couplage entre la matiére et le champ électromagnétique

Ainsi, 'Eq. (5:21) s’écrit en fait

a'/:em a/:int
g — 9 5.22
0 0(0,Ar) 0A?P ( )
ou de fagon équivalente
o aﬁlnt
—80Fp — W — —Jp (523)

ou J, est le courant de Noether complet, puisque les équations de Maxwell
avec ce courant doivent étre vérifiées.

¢ Le courant de Noether complet est donné par

L[ oc or
b= — b+ ———HPp* .24
7= 5 [8(8,@)5 900,09 ] (5.24)

de sorte que

. a/:matter a/:matter
W= e | SRl gy matler g
! “[a@@) 50,9°) ]
a‘C'int b — 8‘Cimt

5(0,®) a(é’ﬂ@*)@*] ’ (5-25)

+1e {

Dans cette expression, la premiére partie, qui vient de Laster, €st le cou-
rant

<=
gt =—ied® 0 FD, (5.26)
voir Eq. (5.14]), qui est bien stir indépendant de A*.

Notre probléme est donc de rechercher L., solution des équations couplées
(5:23) et (B.29). Nous recherchons une solution minimale (le probléme n’a en
soi pas de solution unique).
Tout d’abord, intégrons I'Eq. (5.23)) par rapport a& A” : en séparant le terme
—j" A, de Ly, nous pouvons écrite
. . =
Lint = —j'A, + L], =ied O 'DPA, + L] (5.27)

nt °

/

Faisons maintenant une hypothése minimale : cherchons une solution avec L] ,

indépendante de 9,® et 0,0
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5.3. Interaction entre matiére et photons

Ainsi,
OLin o
5o (£) — jeA,d", (5.28)
a/:fin .
8(8P<I>t*) = —ieA,P (5.29)
et
J, = j,+ielicA,d*® — (—ie)A,dD*]
= Jjp— 2674, (5.30)
i.e.
J, = —ic®* 9,0 — 224,00 (5.31)

La derniére étape consiste a utiliser I’'Eq. (5.23]), qui s’écrit donc

8£int

oy = =t 2¢2A,0*® (5.32)

et de la résoudre, avec pour inconnue L;,;. Nous obtenons donc
Ly = —j"'A, + e?A2D*D . (5.33)

En conclusion, nous avons construit le Lagrangien minimal

L = Eem + Ematter + Eint (534)
1
= —ZFWF“” +(0,®) (0"®)" — m*Pd* — V (0* D)
FieA, (91D + 2A2D D .

Résumons les équations du mouvement satisfaites par les champs A*, ¢ et
o*..

¢ Premiérement, les équations du mouvement pour A* s’écrivent
o FH = J+ (5.35)

ot J* est donné par I'Eq. (5.31).
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¢© Deuxiémement, les équations du mouvement pour ® et ®*, en utilisant

respectivement
oL oL
80(9(8(,(1)) = 5% (5.36)
et
9,0k _ 9k (5.37)

9(0,0%) 9P+’

s’écrivent T

(0, +ieA,) (8" +ieA") + m?] ©* = —g—g : (5.38)
et
(0, —ieA,) (0" — ieA") + m*| @ = —g; : (5.39)

5.3.2. Conservation du courant J*

Prenons une petite respiration et vérifions la cohérence de ce que nous avons
fait jusqu’a présent. Comme nous le savons, le courant J* doit étre conservé.
Vérifions que notre courant construit satisfait effectivement cette contrainte,
un fait qui n’est pas complétement évident & partir de son expression explicite

(5.37).
Un calcul direct conduit a
o J" = —ie(0,2%)(0"®) + ie(0"P)(0,P") — ie® TID + ie(IP*)D
—2€%(0,AM)D*P — 2 A (9, 0*) P — 2e* AFD*(,D) . (5.40)
Les deux premiers termes s’annulent. Pour les autres, les choses sont un peu

plus délicates. Les deux équations du mouvement (5.38)) et (5.39) peuvent étre
respectivement développées comme suit

ov

(O + m?)®* + ie(9,A")®* + 2ie A*(0,0*) — * A*P* = T (5.41)
et
(O +m?*)® — ie(9,A")® — 2ieA"(9,P) — e AP = —% : (5.42)

1. Attention au fait que dans ces deux équations, les opérateurs différentiels 0, et 9" agissent sur toute
structure qui se trouve & leur droite, & savoir 4,,, ®, ®*.
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5.3. Interaction entre matiére et photons

Calculant ie® x (5.41) — ie®* x (5.42)) nous obtenons donc
ie®(00*) — ied*(OP) — 2e* A"(9,0*)® — 26> A"D*(9,P)

LoV LoV
= —ie [(136—® - o 8@*} =0 (5.43)

qui montre explicitement, lorsqu’il est inséré dans 'Eq. (5.40), que le courant
JH est effectivement conservé.

5.3.3. Lagrangien minimal a partir de I'invariance de jauge

On a pu remarquer que la structure du lagrangien (5.34]) est trés particuliére,
comme on peut le deviner a partir des équations de mouvement (5.38)) et (5.39)).
En effet, £ peut étre réécrit de la fagon suivante :

L= —EFWFW +(D,®)*(D,®) — m*®*® — V(d*D) (5.44)
avec la dérivée covariante définie comme?
D, =0,—1ieA,, (5.45)
de sorte que les équations du mouvement (5.38) et (5.39) sont les suivantes
[D? +m?]" & —g—g , (5.46)
(D> +m*|® = —5; . (5.47)

Faisons un pas en arriére, et réexaminons le probléme du couplage matiére-
photon, en partant simplement du Lagrangien L, atter sSur lequel on impose 'in-
variance de jauge, comme principe général.

On considére donc la transformation U(1) locale, nommée transformation de
Jjauge :

d(z) — B(z)e (5.48)
O*(z) — PF(x)e @) (5.49)
Ainsi,
0,0(z) — 0,0(x) ™ +ied,a(x)d(z) e (5.50)
0,0 (x) — 0,0*(x) ™ —ied,a(x)®*(x) e @, (5.51)

2. La présente convention est la méme que celle utilisée dans Halzen-Martin. Elle est également cohérente
avec Itzykson-Zuber et Peskin-Schroeder. Dans ces deux derniéres références, il faut faire attention au fait que e
est la charge électrique de Pélectron, c’est-a-dire e = —|e|, alors que nous utilisons ici la convention que e = |e|.
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5. Couplage entre la matiére et le champ électromagnétique

Clairement, alors que —m?®*® —V (®*®) est invariant de jauge, cette invariance
est brisée par le terme (0,®(xz))*0*®(x).

Le moyen de rétablir cette invariance de jauge est d’introduire un nouveau
champ A", qui porte un indice p comme 9, (c’est donc un champ de spin un,
comme le montre I'étude des représentations du groupe de Lorentz). Ces deux
éléments sont combinés pour construire la dérivée covariante

D, =0,—1teA,.

Supposons maintenant que sous une transformation de jauge, A" se transforme
en

At (z) — Af(x) + 0"a(x) (5.52)

que nous avons déja rencontré dans I’'Eq. (3.76) lorsque nous avons discuté de
I'invariance de jauge des équations de Maxwell exprimées en termes de A*. On
voit alors immédiatement que

D,®(z) — [0,®(x)+ ied,o(x) B(x) — ieA,(z) D(z) — ied,a(x) (x)] @
= [0,0(x) — ieA,(x) B(z)] e
= [D,®(x)] (5.53)

et de facon similaire
[D,®()]" = [D,®(x)]" e ") (5.54)
Par conséquent, faire le remplacement minimal
[0u@(2)]" [0,®(x)] = [Du®(2)]" [Dp®()], (5.55)

la partie cinétique du Lagrangien devient invariante de jauge. En ajoutant ce
terme aux termes de masse et de potentiel pour les champs ¢ et ®*, et au
Lagrangien de la QED pure, on obtient donc le Lagrangien complet invariant de
jauge de la QED que nous avons obtenu précédemment, voir 1’équation (5.44]).

Cette construction peut étre étendue a d’autres groupes. C’est ’essence de la
construction Yang-Mills. C’est LA fagon de construire une théorie des champs
dynamique qui couple les champs de matiére et de jauge.

Par exemple, passer d’une invariance de jauge U(1) a U(1) x SU(2) a conduit
a la construction de la théorie électrofaible, avec des quarks et des leptons (élec-
tron, muon). leptons (électron, muon, tau et leurs neutrinos associés) comme
champs de matiére, portant des charges sous ce groupe, et v, W+, Z° comme
champs de jauge.
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5.3. Interaction entre matiére et photons

De méme, une théorie de jauge basée sur le groupe (de couleur) SU(3) conduit
a la chromodynamique (quantique) (QCD), la théorie moderne de 'interaction
forte, avec des quarks comme champs de matiére et des gluons comme champs
de jauge.

Cela conduit au modéle standard, basé sur le groupe de jauge U(1) x SU(2) x
SU(3).

On notera que la dynamique du champ de jauge est elle-méme régie par un
terme du type (B.18)). En général, comme c’est le cas pour le Modéle Standard,
le groupe de jauge est non-abélien. La conséquence est que les champs de jauge
eux-mémes portent une charge : par construction, les champs de jauge vivent
dans la représentation adjointe du groupe. Pour un groupe abélien, cette repré-
sentation est triviale, et nous savons en effet que le photon n’a pas de charge, et
ne se couple donc pas a lui-méme. Mais pour un groupe non-abélien, les champs
de jauge acquiérent une charge, de sorte qu’ils peuvent se coupler les uns aux
autres. C’est le cas de W* qui portent une charge électrique, de Z°, W+ qui
portent un isospin faible, des gluons qui portent une charge de couleur. Ceci est
techniquement caché dans la force du champ F* qui n’est plus linéaire dans le
champ de jauge.

Nous renvoyons aux cours de théorie des groupes pour plus de détails.
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6. Théorie classique du
rayonnement

Une charge unique, ou un systéme de charge, en mouvement, crée un champ
électromagnétique dont la structure est particuliére a grande distance. Son étude
a de trés nombreuses application, en optique, en astrophysique, en physique
des accélérateurs, en physique des particules élémentaires. En préambule, nous
allons d’abord étudier plus en détail les propriétés générale du tenseur d’énergie-
impulsion, en particulier dans le cas du champ électromagnétique.

6.1. Tenseur d’énergie-impulsion du champ
électromagnétique
6.1.1. Tenseur d’énergie-impulsion pour un systéme

quelconque

Avant de discuter du cas particulier du champ électromagnétique, considérons
le cas général. Le tenseur d’énergie-impulsion peut s’écrire sous la forme

U 7
T = = ) 6.1
Sk i (6.1)

Dans cette expression, en accord avec (2.24]) et (2.26]), u est la densité volumique
d’énergie, et g est la densité volumique de quantité de mouvement. Par ailleurs,
comme nous allons le voir a présent, Sg est le courant d’énergie du systéme, et
TV = —o% s’exprime a l’aide du tenseur des contraintes.

Ces différentes composantes ne sont en effet pas indépendantes : elles sont
reliées par des équations de continuité, qui reposent sur la conservation du
tenseur d’énergie-impulsion. En effet,

0,T" = 0. (6.2)
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La composante temporelle v = 0 de cette équation s’écrit

9,T"™ =0, ie. %+6-§E=0, (6.3)

et traduit la conservation de ’énergie.
La composante spatiale v = i de I’équation (6.2]) s’écrit

dg’

3HT“i =0, ie. o

+9,T" =0, (6.4)

et traduit la conservation de I'impulsion.
En notant V' le volume du systéme, on peut obtenir 1’énergie totale

Wy = / udr (6.5)
1%
I'impulsion totale
Py = / jdiz (6.6)
1%
et le moment cinétique total
Jy :/ FAGdP. (6.7)
1%

Le tenseur énergie-impulsion est supposé symétrique : on utilise ici le tenseur
de Belinfante, et non le tenseur canonique qui peut ne pas étre symétrique, voir
la discussion & la fin du Chap. 2l On a donc égalité entre le courant d’énergie
et la densité de quantité de mouvement du systéme, et par ailleurs, 7% est
symeétrique :

Sp =G
TV — T, (6.9)

Par ailleurs, la relation (6.7)) justifie le fait que le moment cinétique total
posséde la forme simple d’intégration d’une densité locale formé a partir du
produit vectoriel du vecteur position avec le vecteur densité de quantité de
mouvement , y compris dans le cas ol le moment cinétique total combine un
moment cinétique orbital et un moment cinétique intrinséque (spin).

Dans un volume fini V' donné qui ne s’étend pas a ’espace tout entier, chacune
des charges précédentes Wy, ﬁv et fV n’est bien stir pas conservée, mais leurs
variations temporelles s’interprétent facilement.
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6.1. Tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique

Pour 'énergie, on a

dWV o ou
), ot

Px, = /v SpdPz=— | Sg-d°S. (6.10)
ov

Pour I'impulsion totale, on a

= —d’r = — | O;T"" = — T7'd*S; . 6.11
dt v Ot ! v ov ’ (6.1

D’autre part, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit

dPV /d3 /d2 (6.12)
oV

Comme la force surfacique d? f s’exercant sur une surface élémentaire d*S s’écrit

d*f' = o?'d®S; (6.13)

ol 0% est le tenseur des contraintes, on a donc 07" = —T7 par comparaison de
(6.1T) et (6.12)). On en déduit par ailleurs que le tenseur des contraintes o'/ est
symétrique par symétrie de 7.

Finalement, on a pour le moment cinétique total

dfy 1 0J%0 1 / T 1 / .
— = =€ d’r = ——¢€;; O J" d°r = ——¢;; J" deS"
= 5 €idh ST x €k ; x 5 ik -
1 S 1 L
= —§6ijk/ (xZT”J — I]Tm) d>S" = §6ijk/ (x2d2f‘7 — x3d2f’)
ov oV
— /W(fmz?f)k, (6.14)
et donc
v _ [ wneT. (6.15)
dt v

On retrouve donc le théoréme du moment cinétique comme attendu.

6.1.2. Application au cas du champ électromagnétique

Dans le cas de I'électromagnétisme, le tenseur d’énergie-impulsion canonique
T, s’écrit, par application directe du théoréme de Noether

1
TH = —FM9" Ay + 19" F (6.16)
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Ce tenseur peut étre rendu symétrique, en suivant la méthode de Belinfante.
Tout d’abord, un nouveau tenseur s’obtient en lui ajoutant une divergence
totale, en écrivant donc

TH = T + O\ KM (6.17)

avec KM antisymétrique sur ses deux premiers indices. On montre alors faci-
lement que ce nouveau tenseur T"" est toujours conservé, et qu’il posséde les
mémes charges conservées dans la limite du volume infini. En choisissant

KM = FrAAY (6.18)

on a alors

, 1
TH = FMFEY + 9" F Fyr (6.19)

qui est manifestement symétrique. Nous allons utiliser ce tenseur dans tout ce
qui suit.

Densité d’énergie

La densité d’énergie s’écrit donc

1
0 o
u=T"=F"F"+ T F7 Fpe (6.20)
Comme
FO)\F)\O — FOZFVZ 0 — _FOiFiO — FOiFOi — E2 (621)
et
1 o 1 2 2
—Fr Fp = ——(F* = B?), (6.22)
4 2
on en déduit que
1
U= 5(E2 + B?). (6.23)

La densité de courant d’énergie s’écrit
. . . 1 o o . L
Sp=T"=F "'+ 29" F'"Fpy = " = ~FF" = ¢ B'"E’ = (E A BY'

et donc

Se=ENAB. (6.24)

90



6.1. Tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique

C’est bien le vecteur de Poynting comme attendu.

Calculons a présent le tenseur des contraintes du champ électromagnétique,
appelé également tenseur de Maxwell. On note ce tenseur® T Zj@ = o0". On a
donc

Ty = —TY=—FF’ - % g9 F"F,,
= —F.FM R0 %5@7 (E* — B?). (6.25)
Or
~F\ F% — F\FY = ee3;,B'BY + E'EY = —B%;; + B'B + E'E’, (6.26)
puisque
€ikt€kjp = —€kit€kjp = —0ij0ep + dipdir
d’ou finalement
T, =-T"=E'E + BB - %5@-(152 + B?). (6.27)

On déduit facilement des résultats précédents que le tenseur d’énergie-impulsion
est de trace nulle. En effet,

T = TY+T,=TY+T, =T+ T}y,

1
= 5(E2+B2)+E2+B2—%(E2+B2) =0. (6.28)

On peut obtenir ce résultat directement en partant de (6.19]), qui conduit a

1
TV, = F'F, 4 (giF" Fp = FyyF + F Fpy = —F,F" + F7Fpy = 0.
(6.29)

Ce résultat n’est pas surprenant : le scalaire 7%, a une dimension de densité
d’énergie. Or 1’électrodynamique en 1’absence de charge et de courant est sans
dimension : la seule échelle possible ne peut venir que de ’existence d’une masse,
mais le photon est justement sans masse ! Cette trace ne peut donc qu’étre nulle.

Le fait que le tenseur d’énergie-impulsion soit de trace nulle est directement
lié & I'invariance d’échelle de la théorie. Ceci peut se montrer en étudiant de
facon générale, pour une théorie de masse quelconque, le courant de dilatation
de cette théorie (qui mesure l'effet d’'un changement d’échelle) et en montrant
que la divergence de ce courant (qui s’annule dans la limite de masse nulle), est
proportionnelle a la trace du tenseur d’énergie-impulsion.

1. Attention aux notations!
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6.2. Fonction de Green

Le concept de fonction de Green est trés général, et dépasse de loin le cadre
du présent chapitre. Il est commun & la théorie de la diffusion de la chaleur, a
la diffusion neutronique, a la mécanique quantique non relativiste, a la théorie
classique des champs et a la théorie quantique des champs. Nous allons étudier
ce concept dans le cadre d’une équation d’Alembertienne, avec une application
immeédiate aux équatiosn de Maxwell en jauge de Lorenz-Landau.

6.2.1. Intérét

Supposons que 'on cherche a résoudre 1’équation
OV (z) = o(x), (6.30)

ol est ¢(x) est connue, appelée terme de source, et ¥(x) est I'inconnue.
Un méthode trés efficace pour résoudre ce probléme consiste & déterminer la
fonction de Green G(x) solution du probléme auxiliaire

0G(z) = 6W(x). (6.31)

A ce stade, le fait d’étre dans un espace de Minkowski ne joue aucun roéle. La
solution du probléme (6.30]) s’obtient alors formellement comme une convolution
de la source avec la fonction de Green :

Y(z) = /d%'G(x — ) (2. (6.32)

En effet,

() = / 2 0, — 2') 6(a') = / i/ 60 (2 — 2) 6(a') = b(x) . (6.33)

6.2.2. Fonctions de Green retardée et avancée

La recherche de la fonction de Green, solution de I’équation (6.31]), est simple
a mener dans l’espace de Fourier. Partant de

OG(z) = 6W(z) = (2;)4 /d4kz e kT (6.34)

et exprimant la fonction de Green G(z) a l'aide de sa transformée de Fourier
G(k) :
_ 1 471, —ik-x A
G(z) = o) /d ke " rG(k), (6.35)
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6.2. Fonction de Green

on a
o 1 A7, - . —iker S _ 1 / 4 2 —ik-x A
OG(x) = (27r)4/d k(—ik) - (—ik)e """ G(k) = L d*k ke "G (k),
(6.36)
et donc
Glh) = -~ — 1 _ (6.37)
k2 k2 — 2’ '
soit finalement . .
_ 4 —ik-x
G(z) = L /d kk% - EQG : (6.38)

On constate que cette fonction de Green n’est pas correctement définie, puis-
qu’elle présente un poéle en k3 — k? = 0.

Nous allons étudier comment la régulariser. Considérons tout d’abord 'inté-
grale sur les composantes spatiales de k. On a, en notant k = |k,

iR pikr cos
/ d3kk§—E2 = 2r / k*dk / smede — (6.39)
= 27 /OOO%/C::G?(ZCOSQGMMOSG (6.40)
_ 3_: /O h kgkikm (e — ™) (6.41)
_ 3_: ( /OOO kadka ik /O > kgkﬁkkf_m> (6.42)
- 2_7T /_ Z l{;gkikkfikr' (6.43)

Cette intégrale est explicitement divergente, a cause de la présence de deux
polesen k = kg et k = —ky.

Nous allons maintenant remplacer cette intégrale sur 1’axe réel par une in-
tégrale sur un contour fermé I', constitué d’un segment [—R, R] complété d’un
demi-cercle dans le demi-plan imaginaire Im &£ > 0 parcouru dans le sens trigo-
nométrique, voir fig. [6.1], et considérer la limite R — oo. La premiére étape est
de montrer que la contribution du demi-cercle s’annule dans la limite R — oo.
Sur ce demi-cercle,

k=Re™=Rcosa+iR sina (6.44)
avec a € [0, 7]. On a donc

ezkr _ 6ercos ae—rR sin o (645)
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-
— kol | Kol

FIGURE 6.1. — Intégrale de Cauchy dans le plan k, avec les deux poles de
I'intégrant.

qui tend vers 0 dans la limite R — oo, grace a la présence du second terme dans
le membre de droite de I'Eq. (6.45), facteur exponentiellement décroissant, pour
sina > 0. On notera que fermer le contour vers le bas conduirait au contraire
a une divergence exponentielle.

Rigoureusement, il faudrait introduire un petit angle € entre ’axe horizontal
et le demi-segment parcouru a partir de ’origine vers la droite, et faire de méme
sur la gauche, comme indiqué dans la Fig. 6.2 On laissera au lecteur le soin de

€ | €
— Kol | ol

FIGURE 6.2. — Intégrale de Cauchy modifiée dans le plan k.

montrer que le résultat reste inchangé, aprés passage a la limite € — 0.
Nous allons donc a présent étudier

kdk .
I(ko) = | —5e™" 6.46
) = [ o™ (6.46)
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ce qui nous permettra de donner un sens a

G(SU) = W /OO dkﬁo I(ko) e—ikoxo. (647)

Afin de donner un sens a cette intégrale I, supposons & présent que ky posséde
une petite partie imaginaire. Deux cas se présentent donc :

Im kg > 0 : on écrira alors symboliquement@ alors kg sous la forme kg + ie (avec
e — 07). Les poles se trouvent alors maintenant en k = kg+ic et en k = —ko—ie.
Le contour I' encercle le pole en k = ky + i€, tandis que le pole en k = —ky — ¢
se trouve en dehors, comme illustré sur la Fig. 6.3l Seul le premier de ces deux
poles contribue donc en vertu du théoréme des résidus. On obtient donc

& &

+ +
| |

. + . .+ .
ko + i€ —ko —1e  —ky — i€ ko + i€

FIGURE 6.3. — Intégrale de Cauchy dans le plan k, dans le cas Im ky > 0.
La position des poles est indiquée par des croix. A gauche, cas
ko < 0, & droite cas kg > 0.

]{: ikoT .
(ko) = 2minC = pjeihor (6.48)
2k

On en déduit donc que

a (:U) _ 1 /00 dko efikoonrikor — L(S(T — SUO) (6 49)
* 8rir | Ay ' '

Im ky < 0 : on écrira alors kg symboliquement sous la forme ky—ie (avec e — 07).
Les poles se trouvent alors maintenant en k = ky — i€ et en k = —ky + €. Le
contour I' encercle le pole en kK = —ky + ie, tandis que le pole en k = ky — ¢

se trouve en dehors, comme illustré sur la Fig. [6.4. Seul le premier de ces deux

2. On utilise également dans la littérature la notation kg + 0.
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U U

+ +

-

.+ . . + .
ko — i€ —ko + 1€ —ko + 1€ ko — i€

FIGURE 6.4. — Intégrale de Cauchy dans le plan k, dans le cas Im ky < 0.
La position des poles est indiquée par des croix. A gauche, cas
ko < 0, a droite cas ky > 0.

poles contribue donc en vertu du théoréme des résidus. On obtient donc

_k —iko’f )
I(ko) = 2mi 0 — pjeihor (6.50)
—2kq
On en déduit donc que
1 > , , 1
G_(x) = dky e~ om0tk — _—_§ . 6.51
(z) 8m2r /Oo 0¢ 47y (r+ o) ( )
Nous avons donc construit deux fonctions de Green :
1
Gy(x) = 4—5(r — ) fonction de Green retardée (6.52a)
or
1
G_(x) = 4—5(7“ + xo) fonction de Green avancée (6.52Db)
r

Leur support est illustré par la Fig. [6.5. Ces deux fonctions de Green peuvent
d’écrire de facon covariante :

Golz) = %e(ixo)a(aﬂ) | (6.53)
Preuve :
Il suffit de partir de la relation

S(f(r) =Y % (6.54)

i
ol la somme porte sur les racines de f(r) = 0. On a donc

1 oner2 ooy L o(r—mz9) O(r+mx)| 1
oV (F)OT —xp) = o T

0(£2") [ d(r F o) . (6.55)

wr
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<— support de G :
cone lumiére futur
de la source

<— source
composantes

spatiale

+— support de G_ :
cOne lumiére passé

de la source

FIGURE 6.5. — Support des fonctions de Green retardée G, et avancée G_.

6.2.3. Potentiels retardés

Nous allons maintenant appliquer ’approche précédente au cas de 1'électro-
magnétisme. Plagons nous dans la jauge de Lorenz (3.83))

kA" =0. (6.56)
On doit donc résoudre 1'équation (3.84))
OAY = 57 (6.57)
En suivant la logique de la partie [6.2] la solution recherchée s’écrit donc
Aula) = [ @G- o))
= /d4a:'G+(J:') 7 (x —12'). (6.58)

On vérifie bien que la condition de Lorenz-Landau est satisfaite puisque par
hypothése le courant j¢ est conservé :

On A, (x) = /d4x' G () 00" (x —2") = 0. (6.59)

On notera que l'invariance de jauge résiduelle, cf la discussion pl63] a été fixée
par le choix de la fonction de Green retardée.
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On peut a présent obtenir I’expression du potentiel retardé, en réintroduisant
¢ pour faciliter I'interprétation physique, qui s’écrit, en utilisant la premiére
expression de (6.58))

1 1 7= _,

A% (t = — | &3 ot — . 6.60
lte?) = oo [ et = ) (6.60)

Cette expression fait donc intervenir la valeur du courant a l'instant retardé
t— % avec R = |[F'—7"'|. Le retard correspond au temps que met la lumiére pour
aller de la position retardée 7" & la position d’observation 7.
La solution générale de (6.57)) s’écrit donc
A%(z) = AS (z) + A%, (z) (6.61)

ret

ou A$ est solution de I’équation d’onde homogéne. Supposons que les sources
sont localisées dans 1’espace-temps :

JU(t,7) =0  pourt <t. (6.62)
Alors
A%(x) = A% (z) pour t < t. (6.63)

C’est le champ électromagnétique excitateur d’une antenne initialement au re-
pos. Le champ A%, décrit quant & lui le rayonnement émis par I’antenne.

ret
Dans le cas d'un courant stationnaire, le potentiel se simplifie en

1 p(r")
V(i) = — [ d*
v T
N 1 j()
AP = — [ & .64
(7) 47r/ " (6.64)
qui vérifie la condition de jauge de Coulomb
V-A=0 (6.65)

puisque toute dépendance temporelle a disparu.

6.3. Charge ponctuelle en mouvement

6.3.1. Potentiel de Liénard-Wiechert

Considérons une charge ¢ en mouvement, sa trajectoire étant caractérisée par
le quadrivecteur position (£(7),£(7)). On a donc, suivant (I.89)
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trajectoire de la source 7

FIGURE 6.6. — Pour tout point d’observation M, I’événement retardé R est
défini comme l'intersection (unique) du cone de lumiére passé
de M avec la ligne d’univers de la charge ponctuelle. Le vecteur
R’ joint la position retardée R au point d’observation M.

e =g [ dr S50 - g(r) (6.66)

ou de fagon équivalente, d’aprés (L87]),

TSN/ dé‘ﬂ 11 g 7
J(a") =g | 0 = €(7) : (6.67)
t'=¢0(r)

Ainsi, en utilisant la premiére expression de (6.58) on déduit
d4 " _) der

W) = [ [0 = - a0 - S| (66

4| — 77| 11—¢0(r)
(0.9] 17 1
S dé,, (" —t+ |7 — . (6.69)
47T dt |F_ 5(7—>| = 60

Dans 'intégrale précédente, la relation ¢ = £9(7) fixe 7 pour chaque valeur de
la variable d’intégration t”.
Par ailleurs, la distribution de Dirac conduit a une équation d’inconnue 7, qui
s’écrit, puisque ¢ = £%(7),

() —t+|F—&(r)=0. (6.70)

Notons 7/ cette solution. Afin d’alléger autant que possible les calculs qui vont
suivre, nous allons noter ¢’ = £°(7') le temps retardé correspondant & I’événe-

ment retardé R, de coordonnées &4(') = (¢, £(7')), qui est donc relié a I'instant
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d’observation M de coordonnées (¢, ) par la relation

—

t—t =|r—£&(7)). (6.71)
comme illustré par la Fig. 6.6l En posant
FEY =t —t+ |7 — (), (6.72)

on notera que la relation (6.71]) définissant ¢’ est équivalente a résoudre ’équa-
tion

f(t") =0 (6.73)

de solution .
Simplifions a présent §(f(t”)) qui apparait dans ’'Eq. (6.68)). On a de fagon
générale la relation suivante

o(t" —1t)
0g(t") = —
(9(2")) B

dtl/

(6.74)

=g

Partant de (6.72) on obtient (noter que cette expression étant positive, on
pourra enlever la valeur absolue dans (6.74]))

— —

df (t") dg(t") - £(@1")
d// =1- T g ) (6‘75)
t ]
soit encore
df (") Lz
a |, ~ 17T (6.76)
ou l'on a posé
2 _ dE(t)
/ _
6 - dt/ )
R’ - -
n o= S avec R'=7—¢&t) e¢ R=t—t. (6.77)

Le vecteur R’ joint donc la position retardée R au point d’observation M,
comme illustré dans la Fig. [6.6, 77 est un vecteur unitaire pointant dans cette
direction, et 5’ est la vitesse de la source au temps retardé.

On obtient ainsi finalement le quadri-potentiel de Liénard-Wiechert

1) g
Am dt! (1-7-f)R’

Au(t’f’) — (6.78)
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et donc
1 q
Vit,r) = — = : 6.79
R i Y (6.79)
. 1 3/
A7) = a9 . (6.80)

AR

Dans la limite non-relativiste ot 5’ < 1, on retrouve bien les expressions habi-
tuelles, puisqu’alors t’ =t :

Vt,F) = 4%0, (6.81)
At = qu). (6.82)

Une expression covariante de A" peut étre obtenue. Introduisons la quadri-
vitesse u " de la source a 'instant retardé, ' = £(7') sa position, et posons

yr=at — 2" = (t -t ﬁ') . (6.83)
Dans un référentiel co-mobile avec la particule au temps retardé ¢, i.e. E "'=0,
y'u, =t —t' =R (6.84)

et donc 'Eq. (6.78)) se réduit a

0 q i
A° = R A'=0. (6.85)

L’expression covariante de A" est alors

q u*

AM(z) =

1% (6.86)
A yPul,

Cette expression obtenue de fagon heuristique peut se démontrer directement
en partant de la forme covariante (€.53]) de la fonction de Green retardée. On
a en effet, en utilisant (6.66]),

Al(z) = % d4x”d7(5([x—x”]Q)H(a:O—x"O)%5(4)@”—5(7))
= L[4 o ) b — (P (6.87)

Utilisons la relation (6.74). En notant comme plus haut l'instant retardé par
t" et 7' le temps propre correspondant, défini par (c’est bien la méme équation
que (6.70))

[z —&(7)]P =0 avec 2°>&%(7), (6.88)
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d - S
o= &P = —2[e - &(7)] - (), (6.89)
on obtient donc
Al(g) = L de” ! 6.90
D=4 o e £ (0:90)

qui est bien identique & (6.86]). Il est facile de montrer que cette expression
meéne au résultat (6.78)). En effet,

—

=€) = 1= €W — [F— €))7 = AR — AR

= YR(1—-7-3") (6.91)
et

S dg§ '_ dg§

=) =g =), (6.92)

ce qui acheve la preuve.

6.3.2. Champs E et B
Calcul des champs E et B

Les champs E et B peuvent étre calculés a partir des relations

ﬁ 0A
E = -VV -
B = VAA. (6.93)

en utilisant I’expression des potentiels retardés (6.79) et (6.80).
Le calcul est cependant délicat : t' = ¢/(¢,7) est une fonction implicite de t. On
a donc besoin de calculer 0;t’ et 0;t’. Partant de (6.77]),

R =7—¢ (6.94)

—

ol I'on a noté par souci de simplification E "=¢&(t'), on a aprés différentiation

R'-dR’

= dt — dt’ (6.95)
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avec
dR' = dF — d¢' = di — B'dt’ (6.96)
En introduisant le vecteur unitaire 7 (6.77), 'Eq. (6.95]) s’écrit encore

R’ (dF — B'dt))

= —q-di — @ B'dt = dt — dt’ (6.97)
et donc
(1—%-5’)dt’:dt—ﬁ-df (6.98)
d’ou
g4 medr (6.99)

C1-d-8 1—if

ce qui permet d’obtenir les expressions recherchées

1
J— n .

Faisons maintenant le méme exercice avec R’. Considérons donc la composante

R’;. Partant de (6.94),

R; =T — 5; (6.102)
on a donc
(9th = —(9t§; - —815/5; (9tt’ (6103)
and thus
5’.
IR = ———. (6.104)
1—mn-p’
De facon similaire,
@Rg = &-xj — (9153 = c%xj — 815/5; (9tt' (6105)
d’ou
n; ’
(9Z-R;- = 0;j + iﬁ : (6.106)
1—n-p6'
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Le méme exercice avec 3/, en considérant la composante 6}, conduit a

B

and
ol T n25§

Nous aurons besoin de calculer 8,(3’- R') et 8;(3"- R') ce qui est assez aisé en
utilisant les résultats précédents. On a

OBIR) = (ABNR; + B(aR) = (B, - B8 ﬁ (6.109)
et donc
(6 - R) = (R’* ) 6’2) . —;-51 (6.110)
De méme,
HBR) = (DB R, + B (OR,) = —%R g (aij i %) (6.111)
et donc
o(F - R)=p — (R’ﬁ 3 5’2> #*E’ (6.112)

Le dernier résultat manquant est le calcul des dérivées partielles de R'. Partant
de R =t—1t,ona

1 ek
AR =1— A (6.113)
1—#-8  1-7-G
et
OR = 0t = — 0 (6.114)
1—7-j

—_— (6.115)
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6.3. Charge ponctuelle en mouvement

et
n; / / = ;’/ /
_ m<1—52+}%n-5)—@. (6.116)

Nous sommes maintenant en mesure de calculer les champs E et B.
Partant de 'Eq. (6.79) on tire

q T 2 P 1
—&-V:— — (1 - + R'n - :| g 6.117
4m ll_ﬁ.gf( p 6) bi R2(1—1-f3")2 ( )
et utilisant 'Eq. (6.80) on obtient
_9,A;, = 9 O5; _ 8t(R R’ )
R(—i-f) RY(-i- )2
oY} =L R pl=z. 3 12
_ LA " J R B 071 (6.118)
im | ROy r2(1— i 1)

et donc, aprés regroupement des différents termes, et en utilisant le fait que
1 — 5/2 — 1/’}//2,

R S U2 N W OO
E_E(l—ﬁ-g/)?’ ,Y/2R/2+R/ [(TL 5)(”5)(1715)5}] (6119)
Comme

AAnlE— BN =B~ B~ (1 —7-8)5".  (6.120)
le champ E sécrit encore

= 4 1 ﬁ_g/ L — o/ o1,

E_4—(1—ﬁ-5) ,2R,2+R,n/\[(n—ﬁ)/\ﬁ]]. (6.121)

Déterminons maintenant 1’expression du champ g, i.e. de B; = €;;,0;A;, . Par-
tant de 'Eq. (6.80]), on tire

in |R—7-7) B0y

— 1 _njBI:: . njﬁ;{? <1 _ 5/2 _|_R/ﬁ.§’>
A7 _R’(l—ﬁ-ﬁ’)2 R’2(1—ﬁ-ﬁ’)3 ’
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6. Théorie classique du rayonnement

et donc

=
I
|=
—_
I—l
S\
.
Pl
3
.
-
SN
J| 3
Q
9
<
>
3
.
™
>~
7 N
S
[\
+
l
Xy
N~

S
3
—
|
St
™y

= 2z, 3 .
17”5ﬁA5+< Rf—k}5>ﬁ 5]wu®

On vérifie facilement & partir de I'Eq. (G.12I)) que

—

B=AAE. (6.125)

Dans le cas ou le référentiel K est co-mobile avec la particule chargée a
I'instant retardé ¢/, 3’ = 0 et donc

" q ﬁ 1 — — ._’/
B=iAE. (6.126D)

L’expression (6.126al) du champ E fait donc apparaitre deux termes :

- le premier, qui décroit comme 1/R"?, est la partie coulombienne.

- le second, qui décroit comme 1/R’, et domine donc & grande distance, est
la partie champ de rayonnement.

Dans la suite, nous allons nous intéresser a la structure a grande distance du
champ, et donc ne garder que la partie rayonnement :

o q 1 . B 5
Erad = Eﬁn N\ (n N B/) , (6127&)
B=7AEw. (6.127b)

Structure des champs de rayonnement

1
Supposons que 77 est suivant I’axe u,, avec donc 1 = @, = RM/RM, et que
— 3" est dans le plan (@,, @.), avec 0 = (7i,a’).
D’ aprés (6. 127al[6.127Dl) les champs E,.qq et B,qq sont orthogonaux a 7 et entre
eux, (E B ,1) formant un repére direct. Plus précisément, voir Fig. [6.7]

- E est dans le plan (7,a’), avec E orthogonal an et pomtant (dans le cas
ot ¢ > 0), dans le demi-plan symétrique & @’ par rapport a 7
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6.3. Charge ponctuelle en mouvement

- B est orthogonal au plan (7,a’), (@', 7, B) formant un repére direct. En
effet (dans le cas ou ¢ > 0), B est dans le sens de

aANaA@EANd ) =0-(MAd)—nand =—-nNad. (6.128)

Ql

FIGURE 6.7. — Champs de radiation E et B au point d’observation M pour
une particule chargée d’accélération retardée @’ a la position
retardée R.

6.3.3. Densité d’énergie rayonnée ; formule de Larmor

Soit B la boule de rayon R', centrée au point retardé R et passant par le
point d’observation M, comme indiqué sur la Fig. 6.8

M

FIGURE 6.8. — Boule de rayon R centrée sur la position retardée R, passant
par le point d’observation M, de rayon R'.
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6. Théorie classique du rayonnement

On peut donc maintenant calculer la variation de 1’énergie Wy dans cette
boule B par unité de temps, opposée a la puissance de radiation, soit

- = — . d
dt 95 Sp - 473

- —/881%’2 <§Eﬁ> 2. (6.129)

Le vecteur de Poynting s’écrit

Sp=EAR=EAN@AANE)=E*i=ufl (6.130)
puisque ||E| = || B|| et donc w = E2. Ainsi la puissance radiée par angle solide
s’écrit

d’P 23 = /2
soit

*P  ¢*a” sin’ @
20 Ar An

(6.132)

La variation de la quantité de mouvement totale dans la boule B par unité
de temps est nulle, par isotropie de I'espace. En effet, d’apres (6.11)) et (6.27))
on a

AP
dt

= - / TV d*S7 = / [E’EJ + B'BI — ~§,;(E* + B?)| d*$’
o8B o8B 2
= / [EE A+ B'B-ii— unj] R?d*Q. (6.133)
oB

La structure du champ de radiation (E et B sont orthogonaux a 1) conduit a
"annulation des deux premiers termes de (G.133]), de sorte que

dﬁg 0 . ¢?a?sin? 6
o /aB (R*un) . 6 " 0. (6.134)

Ceci s’établit aisément en utilisant le fait que 77 = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0)
en coordonnées sphériques, le résultat s’obtient alors immédiatement par inté-
gration sur I’angle solide d?Q) = dysin #df. D’une part I'intégration sur ¢ pour
les composantes suivant x et y donne 0, et d’autre part I'intégration sur 6 pour
la composante suivant z donne également 0.
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6.4. Distribution de charges quelconque

Partant de (6.132)), on peut maintenant calculer la puissance totale radiée,

soit
2 .12 27T T
/ QL Sme_q“ / g0/ 40 sin® 0 do
Am  Arm A1 Jo

21 4
— Tw = 6.135
3 Y ( )

47T2

puisque

7r cosf=1
/ d@sin?’ﬁdﬁz/ (1 —cos®0)dcost = [COSH—

0=1
cos® «9] o8 4
0 cosf=—1 3

3 cos=—1

On obtient ainsi la formule de Larmor

P:gq2a/2.
3 4m

(6.136)

Il est possible d’obtenir une formulation covariante du résultat précédent. En
notant m la masse de la particule chargée, et p’* et 7’ les impulsions et temps
propres a l'instant retardé ¢/, on a dans le référentiel co-mobile

— (0,ma’") (6.137)

et donc, dans un référentiel quelconque,

p__ 2 @ v,
34mm?2 dr' dr’

(6.138)

6.4. Distribution de charges quelconque

6.4.1. Décomposition spectrale

En raison de l'effet de temps retardé, lié au temps de propagation entre la
source et le point d’observation, nous allons voir qu’il est naturel de passer
dans I’espace conjugué de Fourier au temps. Introduisons donc la transformée
de Fourier

1 [t .
JHF) = — / dt j*(t,7) ™" (6.139)
27 )
et la transformée de Fourier inverse
+oo
mt, ) = / dw jH(7) e " (6.140)
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6. Théorie classique du rayonnement

Comme j* est réel,

JEr () = gL (7) . (6.141)
Partant de
1 1 |7 — 7
AM(t = — | &3 ot — 7! 6.142
00 = ¢ [ = (-0 )
on a donc
—+00
artr) = — [a / dw (') e U (6.143)
| 4m F— )
Posons
+o0o )
AM(t,7) = / dw A" (7) e ™" (6.144)
et
1 [t .
AL(T) = o= / dt A (t,7) e . (6.145)
7T —

On obtient alors une relation trés simple entre source et quadri-potentiel, sous
la forme

Al () = i/d%'ﬁju(?ﬂ). (6.146)
“ 4 I
En particulier, puisque w = ck,
V) = = / o ) (6.147)
w r)=-— r — — w Y ¢
A7 77— 7| P
et
. 1 62k|7°—r'| .
(7)) = — [ & (7). 14
A7) = - [ @ e (6.148)

6.4.2. Décomposition spectrale de E et B

Partons de
n = 8/1) e n —jwt
+00
Btr) = VAA= / d B(7) e (6.150)
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6.4. Distribution de charges quelconque

Comme
VAUV)=(VHAV+F(VAV), (6.151)
on a donc
E (7)) = —=VV,(7) + iwd,(F) (6.152)
solt
(7) = iw A (7) — — /d3 9, [ ) (6.153)
W r i "V, g Puw , .
et
B.(F) = V AA,(F) (6.154)
soit
E(”)—i/d?”ﬁ RN N (6.155)
A= " "F - Ju ' '

Insistons sur le fait que les deux relations précédentes sont & ce stade exactes.

6.4.3. Zone de rayonnement (ou zone radiative)

On suppose que des sources sont localisées dans une région de dimensions
typiques a autour de l'origine O, comme illustré dans la Fig. [6.9] Le point

e
d’observation M est repéré par sa Eosmlon 7 = OM. Chaque pomt source M’

est Tepéré par sa position 7' = OM’, et on note R = M'M = 7 — 7’
Nous allons & présent nous intéresser au rayonnement de frequence v=c/\
Pour une telle fréquence, considérons le domaine des grandes distances

R> A et R>a (zone de rayonnement) . (6.156)

On ne fait ici a priori aucune hypothése sur la valeur de a versus \.
D’aprés les expressions (G.I53)) et (G.I55) des champs électriques et magné-
tiques, nous sommes donc amenés a étudier le gradient

 [eikR oihR kR
r = |k — R 6.157
] 616n

On s’intéresse ici au régime ou le premier terme domine devant le second, i.e.
k/R > 1/R?, soit k> 1/R ou encore 2rR > .
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6. Théorie classique du rayonnement

FIGURE 6.9. — Sources localisées dans une région de dimensions typiques a au-

tour de O.
Posons
R
n! = — 6.158
i = 2 (6.158)
7
n o= —. 6.159
= (6.159)
Alors
ikR ikR ikR ikR ikR
v, [eR } NikeR er:zkeR 7~ ikii GR — ik eR . (6.160)

La premiére égalité s’obtient en écrivant R = (R - R)Y/2 d’ott l'on tire immédia-
tement V.R = R/R = 7i’. La seconde approximation vient du fait que 77 ~ 7’

puisque R > a.
Dans la zone de rayonnement, on peut donc écrire V, ~ ik. On a ainsi les

reégles de calcul suivantes dans cette zone :

V. — ik  (approché) (6.161)
O — —iw (exact) . (6.162)

Ainsi, dans la zone de rayonnement,

E, = —ik V(7)) + iwA,(7), (6.163a)
B, =ik N A, (7). (6.163b)
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6.4. Distribution de charges quelconque

L’utilisation de la condition de Lorenz-Landau (6.56) permet d’éliminer com-
plétement le potentiel scalaire V,,. En effet, cette condition de jauge s’écrit dans
la zone de rayonnement

ik - Ay (7F) — iwV,(7) = 0 (6.164)
et donc
Vi, (F) = i - A, (7). (6.165)
Ainsi
B, = iw [Jw(f) (7 A7 . (6.166)

On a alors les deux relations simples

N Ay (7). (6.167a)
E,=B,N1l. (6.167b)

La preuve de (6.167h) est immédiate en utilisant la formule du double produit
vectoriel

bADANG=—aANbAE) = (T -b)c— (@) (6.168)
qui conduit ici &
BoAR = i(kAA(P) AT =i [(E- i) A(P)) — (7 - A (7)) /Z] (6.169)
_— [Aw(f') — (7 A7) ﬁ] (6.170)
puisque w = k.

—

6.4.4. Composante A, (7)

Lexpression (6.148) de A, (7) se simplific pour R > a en

AR = L [ e 5 (6.171)
NS Amor Al '

Preuve :

Il suffit d’utiliser le développement de

ik| 7| =
¢ _ & ik (6.172)

= — ~
|7 — 7| r r
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6. Théorie classique du rayonnement

qui s’obtient en écrivant

- 271/2
r r
~ r—;-f'w—ﬁ-f'. (6.173)

Domaine de validité dans le cas a > ) :

On peut améliorer le développement ([6.173) en gardant le terme suivant dans

1 —
(1+6)QN1+&6+¥62+--- (6.174)

soit

— s/ .
7= = |1 =2—; —1—5

=g/ N 192 1 (7:»_ 7:»/)2 N r'?
r2 2r2 2 ot o\

- o 1/2
7o 7“/2]/

Si a 2 A, la condition R > a conduit donc pour le terme de phase a

7.7)2

2_ T
Zk(rfrhn)eik éT . (6176)

N
ezk|7"fr | ~ e

Si ’on suppose que O est au centre de la source, la phase du terme correctif
s’écrit

2 (ﬁ . 7:»/)2 a2
k ~k— 6.177
2r S8R ( )
puisque ' < a/2. On pourra typiquement négliger cette correction devant k7’1,
qui varie de 'ordre de ka = 27% 2 27, si cette phase additionnelle vérifie par
2 27 : 27 a® 2T
exemple kgp S 15, soit donc ¢ < 15, i.e.
2a> ,

R2 Ry = BN distance de Fraunhofer. (6.178)
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6.4. Distribution de charges quelconque

6.4.5. Energie rayonnée

Dans le cas d’une oscillation quelconque, a priori limitée dans le temps et
donc non périodique, le rayonnement de la source aura un spectre continu en
fréquence. Partant du vecteur de Poynting

—

+00 +00 _ )
S(t,7) = EAB=7iB*= ﬁ/ dw/ dw' Bu(F) - Bu(F) e " (6.179)

on peut exprimer 1’énergie totale rayonnée par angle solide d?*Q) par

W
d*<

+00
= / dt S(t,) - ir? (6.180)

OO+oo +0o0 . . +0o0 ' ,
= 2 / o / d' B, () - B () / dt il

+00 +oo
= 27r7“2/ dw B,,(7) - B_,(T) = 27r7“2/ dw B,,(7) - B.(7)

(0.9] (0.9]

ou 'avant-derniére égalité est obtenue par intégration sur ¢, qui conduit a une
distribution de Dirac, puis par intégration sur w’, et la derniére égalité vient du
fait que B(t,7) est réel et donc B (F) = B_(7).

L’énergie par angle solide et par élément spectral w > 0 est donc

BW(F)‘ | (6.181)

L’énergie totale rayonnée par angle solide s’obtient alors par intégration sur w,
puis ’énergie totale par intégration sur d¢Q.
En résumé :

o ’énergie totale W

d*W
d?Q)
W
d*Qdw

¢ sa distribution angulaire

¢ ses éléments spectraux

s’obtiennent, a partir de la connaissance de j(t,7), par la suite de transforma-
tions j(t,7) — Ju(T) — Au(F) — B,(7).
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6. Théorie classique du rayonnement

6.4.6. Cas d’une source périodique

Pour une source périodique, de période T' (avec wyT = 27), on développe en
série de Fourier

n=-+oo
JET) = ) g e (6.182)
- 1:_ T .
W) = = / dt (t,7) et (6.183)
T Jo

Les relations linéaires entre j, et A, (6I71), entre B, et A, (6.167a), et entre

E, et B, (6.167D)) restent valables pour les composantes spectrales n, en posant
simplement w = nwy.
Le vecteur de Poynting a pour expression

+00 +00

St = ABt 7 =i Y Y Bu() - Bu(i) e Tt (6.184)

nN=——oo Mm—=——oo
de sorte que sa valeur moyenne temporelle s’écrit

+00 “+00

. - - 1 [T .
Smoy(F) = 7 Y Y Bu(7) + B () /O dt e~ rm)wot (6.185)

=17 Z Z Bn(F)B)m(F) On,—m =T En(ﬁ B_(7)

soit finalement, puisque By(7) = 0 (en effet By, () = ik A A (F) = 0 car

—

k =0 pour n = 0),

= 5 2
Smoy(F) = 27 |Bu(F)]| (6.186)
n=1
En conclusion,
2P, - - R
Rl :7"2Sm0y(77)-n:227“2’3w(r) . (6.187)
n=1

6.4.7. Approximation dipolaire électrique : ¢ < \

On considére une distribution de charges de petite dimension par rapport a
A, le a << A

116



6.4. Distribution de charges quelconque

Du point de vue du mouvement des charges, ceci correspond pour un mouve-

ment périodique de période T, & v ~ 7 = $¢ < ¢. Les charges sont donc par

hypothese en mouvement non relativiste.

La limite a < A s’écrit aussi a < ” i.e. ka < 2m. Partant de 'expression

(6.I710), on peut alors calculer Aw par un développement en série de e ™77

avec |k7-7'| < ka < 27 on a

1 e 3.0 =ik T =1

Ay(r) = 47r7"/d r'e J(T")
tkr ° (_ s1.\p .

= O B [eramria. ass)

|
Amr = P

développement multipolaire que 1’on peut tronquer a un ordre donné en p.
L’approximation la plus simple, appelée approximation dipolaire, consiste a

ne garder que le terme d’ordre le plus bas p = 0, i.e. e ™7™ ~ 1, soit
. eikr

Ay (T) ~ 1 / P’ 5, (7 approximation dipolaire .
wr

(6.189)

On notera que dans cette approximation, I'effet de temps retardé est présent
dans le terme de phase global, factorisé, e**".

Oscillation limitée dans le temps d'un systéme de charges

Nous allons a présent appliquer I"'approximation dipolaire électrique précé-
dente au cas d’un systeme de N particules. Chacune de ces particules, étiquetee
par 'indice a, de charge q,, est située en (), et se déplace a la vitesse V, (1) a
I'instant ¢. Le courant correspondant s’écrit

an (7= &a(t) - (6.190)
Partant de sa représentation spectrale

S 1 [t . .
jw(F)=%/ dt j(t,7) e’ (6.191)

oo
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6. Théorie classique du rayonnement

on a
/i’w(f») _ ikT 1 zwt/d3 /an _ét(t))
Ay 2
_er wtzqa . (6.192)
4WT2W

Introduisons le moment dipolaire électrique
N
A (6.193)
a=1
dont la dérivée temporelle s’écrit

= aVa(t)). (6.194)

L’expression du potentiel vecteur (6.192)) s’écrit alors

eikr 1 +00

A = S aretdn 6.195
) = oo | e, (6.195)
d’ot la forme particuliéerement simple
ikr 5
(77) = { } approximation dipolaire . (6.196)
Amr w
De méme, on obtient
. . eikr o
Bu(7) = ihit A A7) = =i A |d| 6.197
(7) = ikii A A7) =~ it n [d] (6.197)
avec
[ﬂ = iw [ﬂ . (6.198)
Ceci permet d’en déduire I’énergie par angle solide et par élément spectral
W 1 =2
in|d| 6.199
PQdw  Ar | { v (6.199)
En notant 6 = (ﬁ/,g "), on a donc finalement
W 1 2
000 = 1 — sin? 0 ‘ [ ] rayonnement dipolaire. (6.200)
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6.4. Distribution de charges quelconque

Systéme oscillant

Pour un systéme oscillant a la seule pulsation wy, on aura

d(t) = dy e + & et = 2Re [d} ei‘*’ot} . (6.201)
Alors
. eikr 5
7)) = 202
Adl7) Amr {d} 1 (6:202)

et la puissance moyenne rayonnée par angle solide est donnée par

dQPmoy 2| B 2 Ak
_ o) I - 2
2o 2 B =g i M 1‘ (6.203)
Soit
dQPmoy 1 9 = 2 = ) 5 9 7
70 _87T2sm QHdL‘ avec [d]l——zwo [d]l—_wodl-

(6.204)

La distribution du rayonnement en fonction de la direction est donc donnée par
le facteur sin® 6.
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7. Théorie quantique du
rayonnement

L’¢lectrodynamique quantique permet de décrire les interactions électroma-
gnétiques des particules chargées. Dans ce chapitre, nous allons présenter une
version simplifiée de cette théorie, la description quantique d’un systéme {champ
+ particules} & basses énergies, régime ou l'on peut négliger la possibilité
de création de paires particules-antiparticules. Nous allons donc quantifier le
champ électromagnétique, tandis que la matiére sera traitée par la mécanique
quantique, le nombre de particules de matiére restant fixe.

Techniquement, la quantification d’un champ scalaire est beaucoup plus simple
a mener. On quantifie cependant ici directement le champ électromagnétique
pour son intérét physique évident. Comme on va le voir, un champ vectoriel
(massif ou non) a la propriété que le champ AY n’est pas une variable dyna-
mique. On passe alors de 2 x 4 = 8 degrés de liberté pour A* et A* a 6 degrés
de liberté pour A’ et A’. D’autre part, dans le cas d’un champ libre de masse
nulle, I'invariance de jauge fait disparaitre un degré de liberté supplémentaire,
de sorte qu’il reste 4 degrés de liberté pour A’ et son moment conjugué F |
(la réduction du nombre de degrés de liberté se manifeste par la transversalité
des polarisations du photon). Nous allons organiser le lagrangien en degrés de
liberté indépendants avant de procéder a la quantification.

Pour cela, on abandonnera la covariance relativiste explicite en utilisant la
jauge de Coulomb. Cette description est bien adaptée a 1’étude des processus
d’interaction entre matiére (atomes et molécules) et rayonnement.

7.1. Quantification d’un oscillateur harmonique

7.1.1. Quantification canonique

En vue d’une utilisation ultérieure dans le cadre de la quantification de la
dynamique des photons, pour laquelle nous allons voir qu’elle peut se ramener
a une collection infinie d’oscillateurs indépendants, nous allons rappeler la mé-
thode de quantification d’un oscillateur harmonique, en utilisant ’approche de
Dirac. L’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique a une dimension
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7. Théorie quantique du rayonnement

est donnée par (en posant m = 1)

¥ = —wir. (7.1)
Elle correspond au lagrangien
L= % (i* — w2?). (7.2)
Le moment conjugué de z est p = % = 2 et ’hamiltonien s’obtient par
transformation de Legendre, i.e.
H=pit—L= % (p* + wz?). (7.3)

Les équations de Hamilton, qui décrivent la dynamique classique de 1’oscillateur,
sont alors

OH ¢ . OH
= — e = —_——

dp b ox
La quantification canonique consiste a remplacer les variables conjuguées x et

p par des opérateurs hermitiques qui agissent sur un espace de Hilbert, I’espace
des états, vérifiant la relation de commutation

(7.4)

T

[x, p] = ih. (7.5)
On déduit de cette relation que
0
b f@)) = —inel, (7.6
0
o f0)] = b (77)

de sorte que 1'on peut faire les identifications

0
= —ih— ,
p = —ihg (7.8)
dans 1’espace des impulsions, et
T = ma% (7.9)

dans l’espace des coordonnées. L’hamiltonien H devient un opérateur qui dé-
termine 1’évolution du systéme. On peut adopter deux points de vue.
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7.1. Quantification d’un oscillateur harmonique

Point de vue de Schrodinger

Dans ce point de vue, les opérateurs x et p sont fixes et les vecteurs d’état
|1s(t)) évoluent suivant ’équation de Schrodinger

Zh—WJS( )) = Hls(t)). (7.10)

Il existe un opérateur unitaire d’évolution U (t, ty) qui améne les vecteurs d’état
de 'instant ¢y a l'instant ¢, suivant la relation

[s(t)) = Ut to)|s(to)) , (7.11)
et donc
(Ws(t)] = (Ws(to)|[UT(t, to) = (¥s(to)|U (2, to). (7.12)
L’opérateur d’évolution U (t, ty) vérifie I’équation
Zh%U(f, t()) = HU(t, t()) avec U(to, to) = 1. (713)

Il satisfait a la loi de composition multiplicative
Ul(t, to) = U(t, t1)U(t1, to), (7.14)

pour laquelle on montre facilement qu’elle définit un groupe abélien, a un pa-
rameétre. Supposant H indépendant du temps, on pourra alors écrire

Ult, ty) = e H=t)/R (7.15)

Point de vue d'Heisenberg

Dans le point de vue de Heisenberg, les vecteurs d’état |¢y) sont fixes. En
choisissant un instant arbitraire ¢, ou les deux représentations coincident, on
écrira

V) = Ut to) s (1)) = [¥s(to)) (7.16)

et les opérateurs Ay (t) s’obtiennent par 'entrelacement
Ap(t) = Ut ty) AsU(t, to) , (7.17)

de facon a préserver les éléments de matrice des observables physiques dans les
deux représentations, i.e.

WOl Aslus(t)) = Wl Ar(®)lve) (7.18)

représ. Sgilrédinger représ. Helsenberg
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7. Théorie quantique du rayonnement

En effet,

(WO Aa)[vr(t) = (WsOIU(t to) Ar(t) U (¢, to)[¢s(t)) = (U5 ()| Asls(t))

ce qui impose que Ag = U(t, to)Ag(t)UL(t, ty).
Les opérateurs dans la représentation d’Heisenberg évoluent au cours du
temps suivant 1’équation

GAn(t) = 2 [An (). a0+ (Z5) (7.19)

Preuve :

Pour simplifier, on note Hg = Hg(t), Hy = Hy(t), Ag = Ap(t) et U = U(t, to).
Partant de ([Z.17), on a donc

d d dAg d
—Ag(t) = —U A —1242 AU . 2
ﬁ_ﬁ) ﬁU U+ U dtU+U gﬁU (7.20)
Or
U U =1d (7.21)
d’ou
d__, . d
a b 22
ﬁU U+U ﬁU 0 (7.22)
et donc
d d 1 1
— U=y -vU|lU'=-U'—HUU '=-U'2H. 7.23
dt (ﬁ > ik ik (7.23)
Ainsi
thH(t) = ihU HA5U+U 7 U+ ihU AsHU
1 dA 1
— _ U'HUU AU + U ' 250 + U 'AQUU Y HU
1h dt 1h
1 DA
— —[Ax(t). H =) . 24
L 4,4(1), m(at)H (7.24)
Remarques :
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7.1. Quantification d’un oscillateur harmonique

1. On notera qu’en général, Hy(t) et Hg(t) différent, si Hg(t) dépend explici-
tement du temps. En effet,

Hy(t) = U™ (t,t0) Hs(t) U(t, to) (7.25)

et si Hg(t), Hg(t) et U(t,ty) ne commutent pas.

2. Les relations de commutation sont les mémes en représentation de Heisenberg
et de Schrodinger, puisqu’en effet

[As(t), Bs(t)]a = U~ (t, o) (As(t) Bs(t) — Bs(t)As(t)) U(t, to)
U_l(tv tO)AS(t U(t7 tO)U_l(t7 tO)BS(t) - BS(t)U(t7 tO)U_l(t7 tO)AS(t)) U(tv tO)
= [Ap(t), Bu(t)]. (7.26)

En particulier, ’équation de Heisenberg ([Z.19]) s’écrit de fagon équivalente

%Aﬂ(t) = % [As(t), He(t)] g + <61§(t)>H. (7.27)

Le point de vue de Heisenberg conduit & une analogie formelle entre Méca-
nique Classique et Mécanique Quantique : I’équation ((Z.19]) donne pour zy(t)
et pg(t), en utilisant les équations (7.8)) et (7.9)),

doy _ [vn, Hy) _ <8H> o m _lpm Hu (3H> (7.28)
u H

dt ih Op dt — ih O

qui ont la méme forme que les équations de Hamilton (7.4]).

7.1.2. Rappels sur I'oscillateur harmonique
Spectre

L’hamiltonien de l'oscillateur harmonique peut se réécrire a 1’aide des opéra-
teurs de création et d’annihilation introduits par Dirac en 1927, en posant

_ wx+ap aT_wx—ip
V2hw V2hw

conjugués hermitiques I'un de l'autre. Ces opérateurs vérifient la relation de
commutation

(7.29)

[a, a'] =1, (7.30)
et les opérateurs x et p s’écrivent alors
h hw
T = %(G—FGT), p=1 T(aT—a), (7.31)
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7. Théorie quantique du rayonnement

d’oul I’expression de ’hamiltonien de I’oscillateur harmonique

1 1

avec ’opérateur
N =d'a, (7.33)

dont les vecteurs propres sont notés |n), de valeurs propres n, qui sont aussi
les vecteurs propres de H, de valeurs propres hw (n + %), oun=2~01,2, ...
On note |0) le vide, qui par définition est annihilé par 'opérateur a. On a les
relations
al0) = 0,

a'ln) = Vn+1n+1),
CL‘TL> - \/ﬁ‘n_ 1>7

)

CLT "
)" -

n

Représentation de Heisenberg

En représentation de Heisenberg, les opérateurs de création et d’annihilation
s’écrivent

al (1) = ate™t=t), ag(t) = ae” @), (7.35)
Preuve :
On a
[N;a] = —a et [N,a'] = al (7.36)
donc
dagt(t) _ %[a, Hly = —iway(t) et daéft(t) _ %[cﬁ, H)y = iwal, (1), (7.37)

d’ou le résultat par intégration immeédiate.
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7.1. Quantification d’un oscillateur harmonique

Interprétation en termes de particules

Deux niveaux d’énergie consécutifs de H difféerent d’'un quantum d’énergie
hw. I’état |n) s’interpréte comme décrivant un systéme de n particules (phonon,
photon, etc.) ayant toutes les mémes caractéristiques :

- énergie hw

- quantité de mouvement hk

- polarisation £ pour des photons.

L’opérateur N est le nombre de particules. L’'opérateur a crée une particule
et U'opérateur a détruit une particule. Le vecteur d’état |0) représente le vide,
d’énergie hw/2.

Les particules ainsi décrites sont des bosons : elles sont toutes dans le méme
état quantique et leur nombre n est arbitraire.

7.1.3. Ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants

Considérons maintenant un ensemble de p oscillateurs harmoniques indépen-
dants. L’espace des états £ = & @ Ea ® -+ @ &, est alors le produit tensoriel
des espaces &; des différents oscillateurs. L’hamiltonien s’écrit

p
1
H=>" hw, (a;rai + 5) (7.38)
=1

et les opérateurs de 'oscillateur £ commutent avec ceux de 'oscillateur | # k :
{ak, a” = 0y, et lax, a)] = [aL, a” = 0. (7.39)
Le vide est noté |0) ® [0) ® - -- ®|0). Les vecteurs propres de H sont alors
Imy, ma, ..., my) = M) @ |ma) ®--- R |my) (7.40)
() () (a)”
NN NG 0). (7.41)

Ils forment une base de I'espace &, et ont pour énergie > 7 fuv; (m; + 1/2).
Nous verrons plus loin que le champ électromagnétique libre se comporte
comme une telle collection (infinie) d’oscillateurs harmoniques indépendants.

7.1.4. Transformation unitaire d’opérateurs
création-annihilation

Supposons que le systéme soit constitué d’un ensemble d’oscillateurs harmo-
niques ayant tous la méme pulsation w;. On a donc un oscillateur isotrope a p
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dimensions. Ses niveaux d’énergie ne dépendent que de m = > ¥ m; et sont

dégénérés pour m > 0.

Un tel systéme posséde une symétrie unitaire. En effet, considérons la trans-

formation des opérateurs de création-annihilation

/
a; = Usay,
oo * T
a;, = Um i

ou U;; est une matrice unitaire p X p.
Notons la cohérence de cette transformation :

a'- = Uijaj—(Ua)
donc al = (a'UD); =dU! = alUf = Ual

¢ J It Y Z]]

Une telle transformation posséde les propriétés suivantes :

o Elle préserve la forme (7.39]) des relations de commutation :

{a a'q = {Uikak, U;’}a” = U; U@ [ak, a” = U; Uﬁke

= UpUj), = UikU,lj = 0ij,
[a a; ] [Uirar, Ujear] = UiUje lag, a;] = 0.
¢ Elle préserve la forme de 'opérateur N = a;r.aj ;
a;-Ta;- = U;kCLLUngLg = U;kUjga;Lag = 5kga;2ag = azak .

(7.44)

(7.45)

(7.46)

¢ Le changement de base pour les états propres de H conduit a la méme
forme fonctionnelle pour ceux-ci, puisque H garde la méme forme :

H - m)z(aa, )= mz(a )

et donc les états

/ /
!ml,mQ,...,m

)

forment une autre base de I'espace &, d
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7.2. Vers la quantification du champ électromagnétique

7.2. Vers la quantification du champ
électromagnétique

Nous allons & présent mener une succession de transformations afin d’or-
ganiser le lagrangien d’'un systéme de particules chargées et de leur champ
électromagnétique, ce dernier devenant une collection infinie d’oscillateurs har-
moniques, que nous pourrons ensuite quantifier.

7.2.1. Lagrangien

Considérons un systéeme formé de N particules chargées a = 1, ...N, de
charges ¢, et de coordonnées Z,(t). La densité de charge de la particule a est
alors

pa(t, 7)) = qud P (7 — Z,(1)). (7.49)

Y F?
Le quadricourant s’écrit (¢ = 1)

747 = (p. T) = im, 7 (1 20). (7.50)

Les particules sont supposées non relativistes et sans spin. Le lagrangien du
systéme {champ électromagnétique + particules} est alors

N
L = Z%(@)Z/ﬁd%, (7.51)
avec L = —pV+j-g+—(EQ—§2> (7.52)

7.2.2. Probléemes rencontrés dans la quantification du champ
électromagnétique
Impulsion du champ et quantification

Considérons A" comme variable dynamique du champ. Le champ moment
conjugué Il 4. de ce champ A* est alors

oL oL
Mgy = — = S .
A S Al (5(8014“) w (7 53)
et donc
My = —F%=—-F' (7.54)
Mo = 0. (7.55)
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Par ailleurs, les champs II4: vérifient Z Oill4i = —0;E" = —p qui ne dépend

que de la position ¥, des particules.

La méthode de quantification remplace deux variables conjuguées par des
opérateurs ayant un commutateur non nul. Deux difficultés apparaissent pour
quantifier ce systéme :

¢ De facon évidente, on ne peut former un commutateur non nul avec le
couple A, II 40, puisque ce dernier est nul!

o L’existence d’une relation fonctionnelle entre les variables canoniques %,
et I14:(7) t) est incompatible avec les formes usuelles des commutateurs.
En effet les dérivées 0;I14; par rapport a 2! sont des limites de différences
de variables dynamiques infiniment proches : typiquement, on aura (en
un point (x!, 22, 23) ot 'on n’indique explicitement que la coordonnée z*
que l'on fait varier)

E:Emﬂ+®—£ﬂﬂ)mwp@) (7.56)

ot E'(z'+6) et E'(x") sont les valeurs de la composante E* en des points
distincts, et donc correspondent a des degrés de liberté distincts. Imposer
une régle de commutation non triviale entre les degrés de liberté A* et
leur moment conjugué —E* au méme point, par exemple en 2/ est donc
impossible, puisqu’alors dans la relation (.56)) le commutateur du premier
terme donnera 0, le second un résultat non nul et le second membre un
résultat nul, ce qui est incompatible.

Ces difficultés sont directement reliées a l'invariance de jauge, ou de facon équi-
valente a la redondance des potentiels : un nombre infini de configuration dis-
tinctes pour A" décrivent la méme situation physique. Il est utile & ce stade de
préciser le nombre de degrés de liberté indépendants d’un champ électromagné-
tique.

Interméde : décomposition d'un vecteur en composantes transverses et
longitudinales

De fagon générale, un champ vectoriel V (¢, 7) peut toujours étre décomposé
comme la somme de deux termes :

V=V.+V (7.57)
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7.2. Vers la quantification du champ électromagnétique

avec
—V/f etdonc VA ‘7]| =0, (7.58)
appelée composante longitudinale, et
V.=VAU etdonc V-V.=0, (7.59)
appelée composante transverse (ou solénoidale).

Preuve :

Passons dans 1’espace de Fourier conjugué a ’espace des coordonnées spatiales.
On a alors

d3 = —» 7o
(t,7) = L/ SV (t, k) e (7.60)

Décomposons maintenant ‘7(15, E) en deux composantes orthogonale et parallele
ak,i.e.

— — — —

V(t,F) = Vi(t, k) + V(£ F) (7.61)

avec

— —

Vit,k)-k=0 et Vitt,k)=kf. (7.62)

La premiére égalité précédente implique donc que VL(t, /;) peut s’écrire sous la
forme

VLB = EAT R . (7.63)

I1 suffit alors d’injecter la décomposition (Z.6I]) dans le développement de Fou-
rier ((.60) pour en déduire ’écriture (.577.58[7.59) (& un facteur i prés absorbé
dans les définitions de f et U).

En termes de comptage de nombre de degrés de liberté, la composante longi-
tudinale ‘7” décrit un espace de dimension 1, alors que la composante V| couvre

un espace de dimension 2, perpendiculaire & k.

Par cohérence, un vecteur 1% qui satisfait a V-V =0 sera appelé vecteur
transverse (il peut de fagon équivalente s’écrire comme un rotationnel), et un
vecteur qui satisfait & VAV =0 sera appelé vecteur longitudinal (il peut de
fagon équivalente s’écrire comme un gradient).
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Nombre de degrés de liberté en électrodynamique

Les champs E et B , qui sont des tri-vecteurs mesurables, fonctions de (¢, 7),
correspondent donc a priori & 2 x 3 = 6 degrés de liberté. Cependant, leurs
composantes sont reliées par les deux équations de Maxwell

—

V-B =0, (7.64)
. OB
ANE+Z= = 0. 7.65

L’Eq. ((C.64) impose que §|| = 0, ce qui élimine un degré de liberté. Par ailleurs,
lEq (765)) introduit une relation entre les composantes transverses de E et
B. Ceci élimine 2 degrés de liberté. En conclusion, le couple (E, B) posséde 3
degrés de liberté.

Le méme décompte peut étre fait a I’aide du quadripotentiel. A priori, celui-ci
correspond a 4 degrés de liberté. Mais I'invariance de jauge fait intervenir une
fonction « arbitraire, de sorte qu'il reste, une fois la jauge fixée, 3 degrés de
liberté, en accord avec le décompte ci-dessus en termes du couple (F, B).

En absence de sources, 'équation de Maxwell-Gauss conduit a E|| = 0, ce
qui élimine un degré de liberté supplémentaire. L’équation de Maxwell- Ampere
donne une relation supplémentaire entre les composantes transverses de E et B
qui permet d’obtenir une équation d’onde pour chacune des composantes, sans
changer le nombre de degrés de liberté. Il reste donc deux degrés de liberté dans
le cas libre, correspondant aux deux polarisations transverses bien connues.

Interméde : Lagrangien sans dépendance explicite dans I'une des vitesses
généralisées

De facon générale, lorsqu’une vitesse @ (c’est le cas ici de A°(7, t) en tout

point 7) n’intervient pas dans un lagrangien L(zg, x1, ..., TN, &1, ..., TN),
I’équation d’Euler-Lagrange relative a x
oL
—(xo, 1, -+ -y TN, L1, ..., EN) =0 (7.66)
55130

permet de considérer xy comme une fonction implicite

I():f(xl,...,x]\[, il,...,i'N)

des autres variables et vitesses. Le systéme peut alors étre décrit par les 2V
variables et vitesses x1, ..., xn, 21, ..., Ty et le lagrangien

L':L(f(xl,...,x]\;, S'Ul,...,S'UN),SUl,...,iL“N, 51'31,...,5'6]\7).
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Si le principe de moindre action est satisfait quand le systéme est décrit par
L avec la variable z, il est de facon équivalente satisfait quand le systéeme est
décrit par L'

Preuve :

Ona,Vi=1,--- N,

dsr/ dsL d[of 5L
G E(sxﬁ%[am—%]’ (7.67)
S _ 8L 0f oL (768

Dans chacune des équations (7.67) et (7.68)), les seconds termes des seconds
membres sont nuls, par indépendance de L par rapport a 2y d’une part, et par
’équation d’Euler-Lagrange ((.66]) d’autre part. Ceci conduit donc a

doL’ d oL ot oL L

_ E— = 7.69
de sorte que les deux équations d’Fuler-Lagrange
doL oL doL oL
= (7.70)

sont équivalentes.

Méthode de quantification utilisée

La premiére difficulté, concernant le fait que Il4 = 0, sera réglée en élimi-
nant la variable redondante A° = V. Cette élimination est rendue plus simple
en utilisant la jauge de Coulomb V- A = 0. La covariance des équations n’est
alors plus manifeste.

La seconde difficulté, concernant le fait que les 114 sont reliés entre eux,
sera réglée en remplacant les variables liées A’ par des variables indépendantes,
appelées variables normales.

Autre méthode de quantification

On peut quantifier le systéme des particules et du champ électromagnétique
en gardant la covariance des équations. On rajoute pour cela au lagrangien une
densité de la forme

1
£jauge — _a ((%A”f (771)
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qui contient la dérivée AO, ce qui permet cette fois une quantification cano-
nique. La condition de Lorenz 9, A" = 0, i.e. Ljage = 0 correspond a la limite
particuliére o — oo. Dans cette limite, on retrouve le systéme initial.

A noter qu’il est toujours possible, indépendamment du choix de «, d’imposer
la condition de Lorenz 9, A" = 0 au niveau de I'espace des états, et de se débar-
rasser des 2 modes spurieux™ pour A*, en ne gardant que les deux polarisations
transverses2.

On peut également utiliser une jauge non covariante, en ajoutant au lagran-

gien un terme de la forme

1
Linnge = —— (ng A% (7.72)

«

En particulier, la quantification par l'intégrale de chemin repose sur cette
méthode, usuelle particulier pour les théories de jauge non abéliennes.

7.2.3. Elimination de V' et utilisation de la jauge de Coulomb

Décomposons E dans ses composantes longitudinales et transverses

E = EH + E| ou E” =-VV, E, = o (7.73)
En jauge de Coulomb, V' vérifie ’équation de Poisson (3.86]). Sa solution est le

potentiel coulombien (B.87)) de la répartition instantanée de charge

1 ,O(t 7?/) 1 da
Vi(t = — [ &P’ = E — . 7.74
(& 7) 47r/ TP - 2] (7.74)

Examinons a présent chacune des contributions au lagrangien construit a partir
de la densité lagrangienne (7.52). La contribution de E? s’écrit

1[4 1 [ = B 1 [ =
§/E2d3x = 5/Ef d3a:—|—/EL - E) d3a:+§/E|2d3x. (7.75)

La deuxiéme intégrale du membre de droite est nulle. En effet,
/ (O V) (OpA") dPx = — / VO, A d*x =0 (7.76)

d’aprés la condition de jauge de Coulomb.

1. Le mode scalaire, suivant ’axe du temps, et le mode longitudinal, suivant k dans I’espace de Fourier.
2. Ceci n’est pas du tout trivial. Voir par exemple Quantum Field Theory, Itzykson-Zuber, page 130.
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La troisiéme intégrale s’écrit
L povae =1 [voEde =1 [vopid: =1 ’
5 10V r=3 VO.E| T=3 VO,E =3 Vpdix, (7.77)

ot 'on a utilisé le fait que 9;E) = 0 pour la deuxiéme égalité. Ajoutons la
contribution — [ pVd®z du terme d’interaction du lagrangien. On a alors

3 5 3 Pa(t,T)pu(t, 7)) a
__/de:U ZSW‘/CZ 3 o ==Y W — Ucou

(7.78)
1 pa(t, 7)pa(t, ™)
W = — [ d*zd’’ .
Coul Sﬂ/ LC o (7.79)

est 1’énergie coulombienne propre de la particule a, qui est infinie pour une
répartition de charge ponctuelle, et

- o, 7)pp(t, 1) 1 quw
Ucou(Z1, .. E: Brdz'l =y
Cou (71 / |7 — 7| A7 | %, — T

a<b
(7.80)
est I’énergie coulombienne d’interaction entre les particules. En négligeant I'éner-
gie propre des particulesB, le lagrangien s’écrit donc, en remplacant j par son
expression (.50,

L= Z — ia Ucou + i qafa : /T(fa, t) + %/ [(%T)2 — (6 A /T) 2] .
a=1

(7.81)

ou

7.2.4. Conditions aux limites périodiques

Il est pratique de pouvoir énumérer les degrés de liberté du champ par des
indices discrets plutdt que continus. Cela peut se faire en placant le systéme

: Ll
dans une boite cubique B de coté ¢ (|z'| < 5), et en supposant que les champs

et leurs dérivées vérifient des conditions aux limites périodiques

ftat, 2% 0%) = f(tat + 0, 2%, %) = f(t,2h, o + 4, 2°) = [(t,2), 2%, 2° + 1),
(7.82)

3. Ceci correspond en fait & une renormalisation de la self-énergie de la particule. On verra dans des cours
plus avancés de théorie quantique des champs que la renormalisation correspond & redéfinir les self-énergies, les
charges et les masses en absorbant des contributions infinies, provenant de I'interaction de la particule avec le
milieu, dans les constantes physiques (finies, et mesurables) caractérisant cette particule.
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On peut alors développer les champs en séries de Fourier

F7) =" falt) ™, (7.83)

neD

ot D = {ii = (ny,n,,n,) € Z*}. Dans la suite on notera n le vecteur 7 pour

- 271
alléger les notations. On pose k, = —.

14

Rappel sur les séries de Fourier :

¢ Orthogonalité :

/ (R hn) 7y — (35, — (35, S, O, - (7.84)
B

o Coefficients de Fourier, transformation inverse de (7.83)) :
1 —iky-7 73
fo== [ flt,MNe "™ "d’x. (7.85)
3 Jg

o Distribution §) :
par application immédiate de (7.85]) on obtient les coefficient de Fourier
de 6@ (7 — ), et donc

1 7
SO — i) =) " e (), (7.86)
¢ Identité de Parseval-Plancherel :
/ Frm gt Adis = / fiy gue B )Ty = 57 B g, (7.87)
B mn n

et en particulier

JUGREE WIS (7.58)

¢ Cas d’une fonction réelle :

fit,")eRevVne D, fr=f. (7.89)
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¢ Passage au volume infini :

L’espace entier s’obtient en passant a la limite ¢/ — oco. Les sommes sur n
deviennent alors des intégrales sur k, avec les normalisations suivantes :

(%)3fn<t> ) (7.90)
Z(%)g — / &, (7.91)
S — (%)35@)(% _. (7.92)

7.2.5. Le champ électromagnétique libre comme une
collection d’oscillateurs harmoniques indépendants

Décomposition de Fourier spatiale ; bases transverses

Considérons la décomposition de Fourier du potentiel vecteur

A7) =3 A1) BT (7.93)

neD

qui par hypothése vérifie la condition de Coulomb

VA=Y ik, Al =0, (7.94)

neD

Pour chaque n, la composante A, est donc perpendiculaire & k,. Par ailleurs,
ce potentiel étant réel, on a également, d’aprés la relation ((7.89), ﬁ;’; = /T_n.
Pour éviter d’éventuelles singularités liées a la propagation de mode de fré-
quence nulle, nous supposerons de plus que A, = 0 pour n = (0, 0, 0). Une
telle restriction disparait dans la limite £ — oo lorsque les /Zn peuvent devenir
infiniment petits. Soit D’ une moiti¢ de D* = D — {(0, 0, 0)}, c’est-a-dire un
sous-ensemble de D* tel que pour tout n € D* alors exactement une seule des
valeurs n ou —n se trouve dans D'. Par exemple, D' = IN* — {(0, 0, 0)}.

Pour chaque n € D', introduisons une base transverse formée de deux vecteurs
complexes? &, (o =1, 2 ). On a donc

—

VneD,  k,=-2
n T

et VO&, B = 1, 2, 5;; . gnﬂ = 5@[3 et gna . ]Cn =0. (7.95)

4. Ce qui permet de décrire a la fois des photons polarisés linéairement ou elliptiquement.
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On peut ainsi construire un projecteur sur I’espace transverse, dont les éléments
de matrice sont donnés par

ki k)
Zgna Cna = 6” ]{:2 ) (796)

comme on le vérifie facilement en faisant agir cet opérateur d’une part sur /Z, et
d’autre part sur &,; et &,s.

On peut donc maintenant décomposer chaque /Yn sur la base des €, (o =1, 2),
sous la forme

= Apara. (7.97)

Par ailleurs, on a

Z Ar e, (7.98)

et donc, puisque E,n = —k,,

At 7) = 37 (Anefrae™ "+ Apy e ™) (7.99)

no

ol la somme porte sur o« = 1, 2 et n € D', que 'on indique par le symbole Z/.
Dans cette expression (7.99), les variables complexes A, (t) (n € D', a =1, 2)
sont indépendantes les unes des autres.

De fagon a ramener la somme précédente a une somme sur D, on peut sans
perte de généralité définir les vecteurs transverses de k_,, (n € D') par

E e = B (7.100)

et poser A_,, = A% . Le développement (7.99) devient alors

- Z Anagnaei]gn.?a (7101)

et le champ électrique transverse peut s’écrire

o : / . . o
~ ik T * o —zkn-r o — ik,
El=—-A=— E (Amz-:me + Am g e ) = — g Ananat
no

" (7.102)
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Expression du lagrangien en mode normaux

Nous allons maintenant exprimer le lagrangien (7.81]) dans ces variables A,,,.
Considérons tout d’abord les deux termes faisant uniquement intervenir le
champ. On a

2
/2?2 P =033 Al =7 | Aue oy A

ou l'on a utilisé pour la deuxiéme égalité 'orthonormalité, a n fixé, des &,,, et
le fait que A_,, = A, pour la derniére. Par ailleurs,

/<6MT)2 dr = 6y

= BN R [Anl =283 @Al (7.104)

" (7.103)

2

Y Auaika Ao
(0%

ol w, = k, (¢ = 1). Pour établir la seconde égalité, on a utilisé le fait que
kn, N €1 et k, A &,0 forment une base orthonormée de 'espace transverse a k,, .
Finalement, le lagrangien (7.81]) s’écrit maintenant en fonction des variables

discrétes indépendantes réelles @,, Z, (a = 1, ..., N) et complexes A,,, Ana
(ne D', a=1ou?2)

N
ma N 2 — — = 1 g
L= Z o Ta T Ucou(Z1, ..., ZN) + E G+ A(t, a) + Lehamp
a=1 a

— / A .
avec A(ta .I'a) - E <Ana5naelkn.xa + A;assaelk”'%)

et Lchamp == 63 Z, (‘Ana

Il est maintenant facile de montrer que la partie du lagrangien décrivant le
champ est une collection d’oscillateurs harmoniques. Pour cela, remplacons les
variables complexes A, par les variables réelles X5 (s = 1,2) définies par

/1 .
Ane = 2—€3 (Xnal + ZXnag) . (7106)

1 /.
Lchamp - Z, 5 (Xzas - w?%Xzas) : (7107)

nos

2
— w? |Am|2) . (7.105)

On a alors
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Dans ces variables X,,.s, le champ libre apparait comme un ensemble d’oscilla-
teurs harmoniques indépendants qui évoluent suivant les équations du mouve-
ment

Xnas + UJZXnas =0. (7108)
Posons
S Lo/ i | e il
fnal(m — ﬁ (817,046 —l_ 5nae ) ; (7109)

. 1 . 2
Jrea(T) = 1\ 55 (e?me”w —gjjae““”), (7.110)

qui définissent une base réelle des champs de vecteur transverse. On vérifie
aisément que ces fonctions sont normalisées par (n € D)

/ Fras(F) + frrars (F) dPr = 8y Gne Oy - (7.111)

Le potentiel vecteur A et le champ électrique transverse E = -A peuvent
alors s’écrire, en partant des équations (7.99), (7.102) et ((Z.106)),

At, ) =Y Xuasfoas(P), (7.112)

nas

Et,7) = =3 Xnasfoas(). (7.113)

nas

A noter que si &, est réel (€_,, = €7, = €na), les fonctions f,.s se simplifient
en

— 2 — o 2 g
Jna1 (7) = \/ﬁé’m cosk,, - T, fra2(7) = =1/ E_?’gm sink,, - 7. (7.114)

Hamiltonien

Le moment canonique conjugué de X, est

oL :
s = — = Xhas (7.115)
5XTLO[S
et celui de ' est
- oL ¥ o
Pl = S maZy + @A (Zy, 1) (7.116)
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Par transformation de Legendre du lagrangien, on obtient alors immédiatement
I’expression de ’hamiltonien

H = Zﬁa . fa + Z, HnaanOcs — L

nas

0 . B 1 .
= Z %IZ + UCoul(xla ) xN) + Z Py <X3Las + w?%Xgas> ) (7117)

a nas

3 I A : : . ~ — —
qui s’écrit donc, dans les variables conjuguées =, p, et X,as, as,

—

T IRV 3 5
H = Z 2ma (pa - qu(t, xa)) + Ucou](xl, cey .ZN) + Hchamp,

avec  Hepamp = Z'% (12, + wi X2 ). (7.118)

nas

7.3. Quantification du champ electromagnétique

7.3.1. Quantification canonique

Plagons-nous dans le point de vue de Schrodinger. La quantification cano-
nique consiste a remplacer les variables conjuguées, qui sont réelles, par des
opérateurs hermitiques indépendants du temps, qui commutent entre-eux sauf
pour

[xfl, pfl] =1h, (7.119)
[ Xnas, Hnas| = ih. (7.120)
En pratique, comme dans le cas de I'oscillateur harmonique en mécanique quan-

tique, il est plus pratique d’utiliser les opérateurs de création et d’annihilation
associés a chacun des oscillateurs harmoniques, définis par

wanas —l_ ZHnas "' . wanas - 7/1_171(18
Anas = et a

\/m nas \/m

Ils sont conjugués hermitiques I'un de 'autre, et vérifient les relations de com-
mutation

[anasa aj”b’a’s’] = 5nn’6aa’6ss’7 [anasa an’a’s’] = [ajwés, ajz’o/s’} = 0. (7122)

(7.121)

Inversement, comme pour 'oscillateur harmonique, on a

h - hw,
Xoos = 50 (a;[m + ams) : as = 04/ 5 (a;[m — ams) (7.123)

n
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de sorte que ’hamiltonien du champ libre s’écrit

1
Hep = 3 Fiy ( @} s nas + 2) (7.124)

nas

Le potentiel vecteur (T.112)) devient l'opérateur indépendant du temps
77) Z \/ anasfnas =+ anasfnas) . (7125)

D’aprés 'Eq. (T.115), la vitesse généralisée X s €st remplacée par I'opérateur
I1,,4s, de sorte que le champ électrique transverse (.113]) est maintenant I’opé-

rateur
e h n . e . —_
BL(7) = Z’ Ny ‘2" (mms Fros — il fms) . (7.126)

nas

7.3.2. Modes normaux

Afin de faciliter I'interprétation physique des expressions précédentes, il est
utile de revenir a une base de fonctions exponentielles, dans 1’esprit du dévelop-
pement (ZI0T]). Ceci peut se faire par changement de base unitaire, en partant
de la base (7,109 [7.T10]), et en suivant 'approche discutée dans la partie [[.1.4l
Posons, Vn € D',

P L r= - [ i
fna(r) - ﬁ (fnal - ana2> - ﬁgnae Fn )

- 1 g s 1, —iky, T
ffna(F) - E(fnal—f—zfno&) - —=E€—naf b )

changement de base qui s’écrit matriciellement

(7.127)

- - 1 - - - -
( fna f—na ) - E ( fnal fna2 ) ( —1Z :Zl ) - ( fnal fna2 ) UT (7128)

ou U est la matrice unitaire

U:%(} _ZZ> (7.129)

Suivant [Z.1.4] on pose alors, Vn € D’

Anal + 1ana2 Apal — 14pa2

Apo = et AQ_npo =
V2 V2

(7.130)
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Ces opérateurs annihilation a,, et création al , avec maintenant n € D*, sont

conjugués hermitiques, et vérifient les relations de commutation
{am, aib,a,} = 0pnOnas s [y Qnrer] = {a;[ba, CLL,Q/} = 0. (7.131)

Par ailleurs, voir ((7.46]), pour chaque oscillateur, 'opérateur N garde la méme
forme fonctionnelle et 'on a donc

} : _ T
ajzasanas - ajlaanoé + afnoaa—na
S

de sorte que I’hamiltonien du champ libre (7.124)) s’écrit sous la forme tres
simple

1
Hephamp = Z hw,, (a;rmam + 5) . (7.132)

Enfin, 'unitarité de U conduit &

(f fm)( ):(ﬁal ﬁM)mU(aml):mm f>()

G —na Ana2 Ana2
(7.133)
soit
Z anas,f;zas = ana.ﬁwx + afnozﬁnom (7134)
Z a;[basﬁms = axaﬁa =+ ainaﬁna- (7.135)

S

ot I’Eq. (.135)) s’obtient de 'Eq. (7.134]) par conjugaison hermitique, en utili-
sant le fait que la base des foq, définie en ((CI097.T10) est réelle.

Les expressions des champs A (7125) et £, (7.126) gardent ainsi une forme
fonctionnelle trés voisine (noter cependant le complexe conjugué sur chacun des
seconds termes, la base n’étant plus réelle), et deviennent

A=y \/g (anafra + 0afia) (7.136)
B Y (il ). (7.137)

soit explicitement

. 3 L .
A0 =35z [amgme’k"'r + aLaggae—lkn'T} (7.138)
Wn
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et

= hwn = T o ik
E(r) = Z'Z \/ o [amsnae’k" T_al & e kT (7.139)

Il reste possible, pour un n donné, de changer la base transverse des polarisations
en effectuant simultanément une nouvelle transformation unitaire V' de cette
base et des opérateurs, sous la forme

géa:V;ﬂgnﬁ, ae = Vapangs. (7.140)

no

On a alors, en suivant la méme logique que celle conduisant a 'Eq. (7.134]),

Uy = a,0Ene = Anatna- (7.141)
Cette invariance de @, sous transformation unitaire implique donc que la forme
des équations (.I38) et (.I39) est inchangée. Bien siir, la transformation étant
unitaire, les relations de commutation (.I31]) et I'expression de ’hamiltonien
du champ libre (Z.I32]) restent également identiques.
En conclusion, la condition &_,, = &, cf Eq. (ZI00]), qui simplifiait les cal-
culs, peut donc étre levée.

Les expressions (7.138) et (7.139) sont des développements en modes normaus.
Par transformation unitaire de la base, la seule contrainte étant de combiner
entre-elles des fonctions de base correspondant au méme w,, afin de garder
Vécriture (7.I132)) de 'hamiltonien comme une collection d’oscillateurs harmo-
niques ayant chacun leur propre fréquence d’oscillation, on obtiendra différents
développements en modes normaux. Un exemple est fourni par les développe-
ments (7.125)) et (T.126) que nous avons obtenu comme intermédiaire de calcul.

7.3.3. Opérateurs du point de vue de Heisenberg pour le
champ libre
En représentation de Heisenberg, pour le champ libre (pour lequel la forme
simple de ’hamiltonien permet de déterminer leur dépendance temporelle), le
résultat ((7.35]) établi plus haut montre que les opérateurs création et anni-
hilation ont la forme (avec ty = 0) al (t) = al e“ et a,o(t) = apae ™.
L’opérateur du champ Ay (7, t) dans la représentation de Heisenberg s’écrit

A t) = vy [am&m(ﬁ 1) +al ¢ (7, 1) (7.142)
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ou
1

> ik Fiwnt
msnae . (7143)

¢7;a(77’ t) - [ ;Lra(ﬁ t)} -
L’opérateur E | 1 (7, t) s’obtient, toujours dans le cas du champ libre, par

8AH
=1

Eip(F, t) = —

\/f_'Lan [am%(r, 1) —al or (7 )] . (7.144)

7.3.4. Résumeé

Avant d’étudier la structure des opérateurs décrivant le champ électromagné-
tique quantifié, résumons les opérateurs que nous avons construits.
Nous avons défini les opérateurs :

oVael,...,N, Z, et p, pour la matiére.

%

o Vn € D*, @, = Y., Gnaéna €t son conjugué hermitique al, = > al &%,
pour le champ électromagnétique.

Ces différents opérateurs vérifient les relations de commutation :

[am, a};,a,} S (7.145)
(anas e = [abar ali| =0, (7.146)
et
whoph| = ihdwdy, (7.147)
[a;g, :cg} - [pg, pg} — 0. (7.148)

Les opérateurs décrivant la matiére d’une part, le champ électromagnétique
d’autre part commutent entre eux :

[Ié, ana} - [xiu ajla] = [pfp ana} = [ Z? a;[za] — 0 (7149)

Il sera utile dans la suite, dans la perspective d’un description perturbative
d’un systéme en interaction, de décomposer ’hamiltonien du systéme champ +
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particules en trois parties

H = Hpat + Hing + Henamp (7.150)
Hyi = 223% 52 + Ucoul(T1, - . ., T) (7.151)
Hu = |- Al i+ i) (7,152

My 2my,

1
Hepomp = Z Ao, ( al ne + 2) (7.153)

A notera que pour obtenir ’expression de H;j,; on a utilisé le fait que p, - ff(fa) =
A(a:a) pa en jauge de Coulomb. En effet le commutateur [Z,, p,] est proportionnel

aVv-AZ,) =0

On remarquera que :

¢ La partie Hp,¢ ne dépend que des opérateurs des particules Z, et py,.
¢ La partie Heamp ne dépend que des opérateurs du champ d, et al.

¢ La partie Hy dépend a la fois des opérateurs des particules et du champ.

Les opérateurs du champ sont :

_ Z,/ an eiFn T 1 it gikn: } (7.154)

avec par ailleurs V' donné par I’équation (7.74]), ses composantes de Fourier
V., avec

¢ le champ A

V=Y Vel (7.155)

ne dépendant pas des a@,.

¢ Le champ électrique
- huw 7 7
Bu=i Yo g [~ dle ]
n

¢ Le champ magnétique

. L L re o L
B =rotd = zzn: / T [kn A G — Fo A a;ge—“fn'r} . (7.157)

EH = —1 E Vnknelknr
n

(7.156)
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7.4. Espace des états

Champ libre

L’hamiltonien du champ libre

1

Hepamp = Y _ I, (ajmana + 5) (7.158)

no

est la somme d’hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques indépendants. L’espace
Echamp des états du champ libre est donc le produit tensoriel des espaces des
différents oscillateurs. D’apres [[.1.3], une base des états est donc constituée des
états de Fock

()" (i)™

_ niog nao
|mn1a17 Mpsassy - - > - ' ' o
A/ Mnyaq v Mpyas:

A T'état fondamental |0), défini par a,, |0) = 0 pour tout n et «, est associée
une énergie absolue

-10) . (7.159)

hen
2

Ey = (0] Hehamp [0) = (7.160)

no

infinie, dont l'origine est purement quantique. En effet, pour chaque mode, le
champ électrique transverse et le potentiel vecteur sont des variables conjuguées,
qui ne commutent pas. Il n’est donc pas possible de les annuler simultanément,
et le champ magnétique étant directement relié au potentiel vectoriel, on ne peut
finalement annuler simultanément champ électrique et champ magnétique, de
sorte que I’énergie ne peut s’annuler, méme dans le vide.

L'état (ZI59) est vecteur propre de l'opérateur N,, = al a,, avec la va-
leur propre m,,, et de I'hamiltonien du champ libre H,mp avec I'énergie Ey +

E huw, M -
no

On interpréte ces propriétés en introduisant les photons du mode na. Chacun
est doté de I'énergie hiw,, de la polarisation &,, et, comme on le verra plus loin
(voir la section [TH), de la quantité de mouvement hk,. L’opérateur N, est
’observable nombre de photons du mode na. L’état (Z.I59) décrit un état de
Mn,a, Photons du mode njaq, de my,,, photons du mode noay, .. .. Son énergie

par rapport au vide est la somme Z hw,my,. des énergies de tous ces photons.
no

L’opérateur a! , crée un photon d’énergie hw,, de quantité de mouvement hk,

et de polarisation &, ; 'opérateur a,, détruit un tel photon.
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Champ + particules

L’espace des états des particules, sur lequel agissent les opérateurs Z, et p,
(a = 1, N), peut étre identifié, pour des particules sans spin, a 'espace Epart
des fonctions complexes U (7, ..., y) de module au carré sommable. L’espace
des états du systéme champ + particules est le produit tensoriel &yt @ Echamp-
Si|a) (a =1, 2, ...) désigne une base de Eyari, formée de vecteurs propres de
Hpart, une base des états du systéme est constituée des états

@y M0y Migags -+ ) = @) @ | Mpiars Migags - - ) (7.161)

qui sont les vecteurs propres de Hpary + Hehamp-
Remarque :

Dans le traitement relativiste, le nombre de particules (électrons, positrons,
etc.) est variable. On peut utiliser une base des états particulaires qui spécifie
les nombres d’occupation des particules dans chaque état normal possible. Pour
des particules de spin demi-entier (%, %, ...), qui sont des fermions, les nombres
d’occupation sont 0 ou 1 (les champs correspondants sont quantifiés & 'aide
d’anticommutateurs, et satisfont au principe d’exclusion de Pauli). Pour des
particules de spin entier, qui sont des bosons, les nombres d’occupation m,,,
peuvent prendre toutes les valeurs entiéres (les champs correspondants sont

quantifiés a 'aide de commutateurs).

Fonction d’onde d’un état a un seul photon

Un état [W(¢)) a un seul photon se développe sur les états a un photon de la
base ((C.159) :

[T(t)) = wi(t, kn, a)al, |0) . (7.162)

1 est ainsi décrit par une fonction d’onde ¢ (k, @). La fonction d’onde 1y (k, o) =
5(k — En)5a3 correspond a 'état ajw |0), c’est a dire & un photon de quantité de
mouvement hk, et de polarisation £,3. Cela suggere d’introduire une fonction
d’onde vectorielle définie dans ’espace réciproque (fonction de I'impulsion p)
en posant J(t, ) =>,¥i(t, Fon, Q)Ene pour p'= hk,. Voici quelques propriétés
de cette fonction d’onde.

¢ Elle vérifie la contrainte .
Pt p) =0. (7.163)
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W(t, p)

. 2
¢ La probabilité de mesurer la quantité de mouvement p est ‘ .

o Le caractére vectoriel correspond au spin s = 1 du photon (une particule
de spin s = 1/2 est décrite par un spineur a 2 composantes et plus géné-
ralement une particule de spin s par 2s + 1 composantes). Ce point sera
détaillé dans la section

¢ La fonction d’onde est définie dans 1’espace réciproque. Une particule mas-
sive de spin s = 1 peut étre décrite par une fonction d’onde vectorielle
dans l'espace des positions ou des impulsions. Ainsi une telle particule
localisée en 7 est décrite par la fonction d’onde ¢(7) = AS®)(F — )
ou QZ(@ — Ae /M on A est un vecteur constant. La fonction d’onde
U(p) = Ae P/ ne satisfait pas a la contrainte (7I63) et ne peut étre
utilisée pour former un état & un photon localisé en 7. Il serait sou-
haitable, par exemple pour décrire une expérience d’interférences a un
photon, de pouvoir définir I’état & un photon localisé en 7 et la fonction
d’onde dans I’espace des positions.

Mais c’est impossible d’aprés Newton et Wigner qui ont montré qu’il
n’existe pas d’états localisés d’une particule de masse nulle.

¢ Sila fonction d’onde QE(t, p) convient pour décrire un photon libre, ce n’est
plus le cas en présence d’interactions avec la matiére car alors le nombre
de photons n’est plus constant (phénoménes d’émission et absorption de
photons).

Evolution du systéme

Dans le point de vue de Schrédinger, ’évolution du systéme est donnée par
I’équation

i U(0) = HW(0) = (o + By + Hi) [9() . (7.164)

En partant des états (T.161]), vecteurs propres de Hpart + Henamp, €t en traitant
H;,; comme une perturbation on peut en obtenir des solutions approchées par
la méthode des perturbations.
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7.5. Quantité de mouvement du champ

La quantité de mouvement classique du champ est
P = /d?’xEAé. (7.165)

La transformation d’un produit ¢4, de deux grandeurs classiques en opérateur
pose un probléme lorsque les opérateurs quantiques correspondants ¢ et 19 ne
commutent pas. Une fagon de procéder, pour des champs quantiques donnés
en fonctions d’opérateurs création-destruction, est de former le produit normal
111109 1 qui consiste a récrire chaque produit d’opérateurs création-destruction
en déplagant les opérateurs destruction & droite des opérateurs création (sans
tenir compte des commutateurs non nuls). Ainsi :aa’: = a'a, :a{agz = a{a;
L’opérateur ainsi obtenu a une valeur moyenne nulle pour ’état du vide. Cette
opération est une renormalisation. Appliquée au hamiltonien, elle permet de se
débarrasser de 1’énergie infinie du vide.

Avant d’appliquer cette méthode a ]3, écrivons d’abord sa composante P’ en
fonction de E et A.

P = eijkeklm/d% B9 A™ = /d3x (E/0'A) — BV A (7.166)
ou l'on a utilisé I'identité (D.§)), i.e.
Eijkeklm _ 6ijkelmk -9

i10jm — Oim0j1 - (7.167)

Cas du champ libre

Supposons que p = 0 et donc &’ E’ = 0. Alors le deuxiéme terme de (7.167)
est nul, puisque par intégration par partie

- /d%Ej@in = /d% (VEV)A'=0. (7.168)
Nous définissons & présent 1'opérateur P’ par
P = / dBx  E1O'AT (7.169)
ou ’on peut substituer les opérateurs

(@, —a ) (7.170)

A 3 ik T _
E = g E,e"™ " avec E, =1
n
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7.5. Quantité de mouvement du champ

et

- T - h
= Z A_ e kT avec A, = (@ + ). (7.171)

m

On obtient alors

=Z/d3xei(gn_gm)'r J(—ik! ) A —€3Z EJ(—iki)A? o (7.172)

et donc
Bo S iy A =S a4 )
- - 2 —n n
hik,
— 27@-5n+a;-an—cﬂn-an—a*n-a;) (7.173)

ou l'on a utilisé la forme normale pour obtenir le second terme. Finalement,
en tenant compte du fait que £, = —Fk,, on constate que le premier et le
quatriéme terme se compensent, tandis que le second et le troisiéme terme sont
identiques. On obtient donc

5 — Z hk, (FL}; : c?n) = Z hEnaLaana . (7.174)

On peut donc conclure que 1'état (.I59) est vecteur propre de la quantité

de mouvement P avec pour valeur propre ) h/gnmna. Ceci s’interpréte sim-
plement en attribuant a chaque photon du mode na la quantité de mouvement

hk,,.

Cas général

Examinons a présent le cas ou la densité de charge p et donc le potentiel V
ne sont a priori pas nuls. La contribution de EH ~Vé¢ a ([TI69) est nulle,
puisqu’en effet

/ e (09) (0AT) = — / B ¢ (PO AT) = 0 (7.175)

en vertu de 3 A/ = V- A = 0. En revanche, expression (TI68)) n’est plus nulle
et vaut

N
/ Pr (PVET) A" = / Az pAT =) " g A'(T, ). (7.176)
a=1
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7. Théorie quantique du rayonnement

En ajoutant la quantité de mouvement m,z’ des particules, on obtient (voir
I'équation ((T.116])) que 'opérateur quantité de mouvement du systéme champ
+ particules est finalement

P =N 5+, bk, (@] - @) . (7.177)

7.6. Spin

Particule de spin 1

Voyons d’abord, sans recourir au concept de représentation du groupe SU(3),
pourquoi une fonction d’onde vectorielle décrit une particule de spin 1. Consi-
dérons une particule massive, pour laquelle il est possible de se placer dans
son référentiel du centre de masse. Examinons alors ’action d’une rotation
d’angle 6 autour de Oz d’'une fonction d’onde vectorielle localisée a 1’origine
o(7) = ASB®)(7) ou le vecteur constant A = A& a les composantes A; sur la
base cartésienne €;. Dans la rotation de matrice R = (R;;), la fonction d’onde

devient ¢/(7) = A'6@)(7) avec A! = R;;A;,

cosf —sinf 0 | 0 -1 0
R=|sind cosf 0] =e 0 oo S.=1[1 0 0]). (7.178)

0 0 1 0 0 O
Les rotations autour des autres axes de coordonnée permettent de définir de
méme 'opérateur S; de matrice (S;);x = —i€;ji, en accord avec l'expression

(LI06) des générateurs du groupe des rotations, rencontrés dans le contexte
des générateurs de 'algébre de Lie du groupe de Lorentz.

Les opérateurs S = (Sz, Sy, S.) vérifient les relations de commutation des
composantes d’'un moment cinétique hS ( [SZ-, Sj] = 1€;;15%) et le calcul du carré
donne

. 200
S?=(02 0] =s(s+1), avec s=1. (7.179)
00 2
La fonction d’onde correspond bien & une particule de spin s = 1. La base
standard |m), m = —1, 0, 1 des vecteurs propres de S, (S, |m) = m|m)) est
1
|£1) = F—(€, £ i€y), 0) = é€.. (7.180)

V2

La particule envisagée était localisée a l'origine (elle est massive). Pour une
particule non localisée, I’action de la rotation d’angle 6 autour de 'axe 7 est
donnée par I'opérateur e~/ ou hJ = KL + hS est le moment cinétique total,
somme du moment cinétique orbital KL et du spin.
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7.7. Emission spontanée

Cas du photon

Examinons un photon de quantité de mouvement hgn, paralléle a Oz, décrit
par la fonction d’onde vectorielle ¥ (t, p) = Ad(p — hk,). Une rotation d’angle
0 autour de Oz laisse 6( — hky,) inchangé et transforme A selon (ZI78). On
attribue ainsi un spin 1 au photon, comme pour la particule massive. Toutefois,
A doit étre perpendiculaire & Oz pour le photon envisagé et se développe seule-
ment sur les états m = £1 de la base standard (7.I80). Ces états correspondent
a la base d’états de polarisation circulaire

£y = q:%(e; +ic,) (7.181)
qui est une transformation unitaire du type (7.I40]) de la base transverse (€,
€y)- B

Les états de spin d’'un photon (autrement dit de polarisation), pour hk,
donné, forment un espace de dimension 2 au lieu de 3 pour une particule de
spin 1 et de masse non nulle. Une autre différence avec les particules massives est
liée au fait que S et L ne sont pas séparément des observables physiques : seule
leur somme (le moment cinétique total) est une observable. En effet, il n’est pas
possible de définir les trois composantes S; comme observables physiques par
suite de la non existence de photons au repos. Nous avons pu toutefois définir
la composante du spin le long de I'impulsion du photon (S, ci-dessus) qui est
une observable physique appelée hélicité.

Ces particularités se retrouvent pour une particule de masse nulle et de spin
s : ’hélicité prend seulement les valeurs propres +s (pour une particule massive,
les valeurs propres de I’hélicité sont les 2s + 1 valeurs —s, —s+1, ..., s — 1, s).

L’ensemble de ces résultats peut s’obtenir formellement en étudiant les re-
présentations de masse nulle du groupe de Poincaré.

7.7. Emission spontanée

Nous allons maintenant utiliser la théorie quantique du rayonnement pour
expliquer I’émission spontanée d’un atome. Prenons un atome hydrogénoide
formé d’un noyau ponctuel de charge Ze, supposé au repos a l'origine, et d'un
électron de masse m en 7, et négligeons les spins de ces particules. L’hamiltonien
du systéme champ + particules est

H = Hy+ Hjy (7182)

153



7. Théorie quantique du rayonnement

avec
HO = Hpart+Hchampa
" B P2 Ze?
part T om 4,
Hepamp = Zhwna};aam (énergies par rapport au vide) (7.183)
et
2
Huw = A7) p. + —A%F). (7.184)
m 2m

Nous voulons calculer le taux de transition (probabilité de transition par unité
de temps) pour que 'atome dans un état initial excité a passe dans ’état b en
émettant un photon.

7.7.1. Représentation d’interaction

On veut calculer le taux de transition entre deux états propres de Hj sous
I'effet de la perturbation H;,;. Nous allons voir comment obtenir I’expression de
ce taux au premier ordre des perturbations (régle d’or de Fermi).

Il est commode d’utiliser la représentation d’interaction, qui joue un role cen-
tral en théorie des perturbations en théorie quantique des champs, et qui mérite
donc un développement particulier. Dans la représentation de Schrodinger, les
vecteurs d’état |1g(t)) évoluent au cours du temps et les observables Ag sont
fixes (modulo une éventuelle dépendance explicite en t). Dans la représenta-
tion de Heisenberg, c’est le contraire : les vecteurs d’état [iy) sont fixes et les
observables Ay (t) évoluent au cours du temps. On a, d’apres (Z.16) et (7.I7),

[Wr) = U™t to) [9s(1)) (7.185)
Ap(t) = U ML, t))AsU(t, ty) (7.186)

en fonction des vecteurs d’état |1g(t)) et observables Ag en représentation de
Schrodinger. Lopérateur d’évolution U (¢, ty) vérifie, suivant (7.13)),

d
ih%U(t, to) = (Ho + Hin) U(t, to) avec Ulty, to) = 1. (7.187)

La représentation d’interaction est une représentation intermédiaire, qui est
identique a la représentation d’Heisenberg en ’absence d’interaction, d’ot son
intérét dans le cadre d’un traitement perturbatif de 'interaction.
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7.7. Emission spontanée

Dans cette représentation (notée avec un indice I), les vecteurs d’état |¢;(t))
et les observables A;(t) sont

Wi(t)) = Uy'(t, to) [¥s(1)) (7.188)
Ag(t) = Uy '(t, to) AsUs(t, to) (7.189)

ou l'opérateur d’évolution Uy(t, ty) correspond a I’hamiltonien libre H :

d
ZﬁﬁU@(t, t()) = H()U()(t, t()) et U()(t(), t()) =1. (7190)

L’observable physique associée a 'opérateur A s’obtient de facon équivalente
en représentation de Schrodinger ou en représentation d’interaction via

(Ws(t)] As [9s(t)) = (Wr(6)] Ar(t) [11(2)) - (7.191)

Si 'interaction Hj, est négligeable, la représentation d’interaction coincide avec
le point de vue de Heisenberg et |1;(t)) est indépendant du temps. Soit I'opé-
rateur unitaire Uy(t, ty) défini par

[pi(t)) = Ur(t, to) [¢¥m) - (7.192)
D’aprés I'équation (7.185])
[Ys(t)) = Ul(t, to) [¥m) (7.193)
et par ailleurs, d’aprés les équations (Z.I88) et (T.192]), on a également
[¥s(t)) = Un(t, to)Us(t, to) [tou) , (7.194)
d’ou finalement
U(t, to) = Uy(t, to)Ur(t, to). (7.195)

Remarque :

L’opérateur Uy (t, to) ne vérifie pas une loi de composition multiplicative comme
Uo ouU :

Ul(t, to) = U(t, t1)U(t1, to), et Uy(t, to) = Up(t, t1)Us(t1, to), (7.196)
mais en revanche, en général

Us(t, to) # Ur(t, t)Us(t, to) . (7.197)
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7. Théorie quantique du rayonnement

En dérivant I’équation (7.195]) et d’aprés les équations ((T.I87)) et ((Z.190)

L dU . dU L dU L dU
ih—- = (Ho + Hi) UpUs = zhd—tOUI—i—nghd—tI - HOUOUI+UOmd—Lf. (7.198)
Posons, en accord avec (T.189),
Hy (1) = Uy (¢, to) HimeUo(t, to)- (7.199)

On déduit alors de (7.198) que 'opérateur Uy (¢, ty) vérifie

d
hEU[(t, t()) = HLint(t)U](t, t()) avec U](to, t()) =1. (7200)

Cela équivaut a I’équation intégrale

t

Uslt, to) = 1 — % Hy e ()UR(E, t)dt. (7.201)
to

Si l'interaction Hi iy () est suffisamment petite, on peut résoudre cette équation
par itération : UI(O)(t, to) =1 al’ordre 0;
1 i [
UMt tg) =1— = | Huaw(t)dt (7.202)
to

jusqu’a l'ordre 1. En poursuivant les itérations on obtient la solution sous forme
de série perturbative :

.
i
Ur(t, to) =1 — %/ dty Hy ini(t1)
to

.\ 2 t t1
+ (—%) / dt1/ dty Hy ine(t1) Hpine(t2) + -+ . (7.203)
to to

Considérons des états propres |i) et |f) de Hy indépendants du temps
Hy i) = E; i) et Hylf)=Er|f). (7.204)
Déterminons 'amplitude de transition i — f de I’état i a 'instant ty = —77/2

vers I'état f a Uinstant T'/2. C’est, en désignant par [¢;(t)) I’état & I'instant ¢
vers lequel évolue |i) = [¢;(ty)),

Sp(T) = (11 (T/2)) = (fIUr (T2, =T/2)|4) . (7.205)
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En se limitant au premier ordre des perturbations, I’amplitude de transition est

donnée par
z'> (7.206)
pour des états orthogonaux ((f |i) = 0).
On suppose maintenant que Hy et Hj,; sont indépendants du temps. Utilisant

; T/2

SET) = (Flof@/e, ~1/2)]i) = — <f‘ Hi e (1)1

/2

Uo(t, to) i) = e =013, (UGt to) = (f Bt (7.207)

on a, en posant AE = F; — Ej,

. T2 s
Sj(”li)(T) = — (f | Hinl Z)/ e’ L= (t'+T/2) dt’
h T2
TAFE
= -0 |4 zTAE/2h8172h
— 20 Hi i) T3E T (7,505

La probabilité par unité de temps AW,;_,¢(T") d’observer la transition i — f est

s 2
AW (T) = = [{f [Hiw| 2)|” fr(Ey — E) (7.209)
ou
sin E :
fr(z) = % x% (7.210)

On s’intéresse a la limite AW, ¢ = Tlim AW, ¢ (T).
— 00
Montrons que

lim fr(z) = 2%5(@«). (7.211)

T—o0
Quand 7" — oo, fr(x) tend vers 0 sauf si x = 0. Le résultat (C.211]) découle

alors de
00 00 T/2 T/2
/ dx fr(z) = / d:r:— dt /
—00 - -T/2 T/2

T/2 T/2
= — dt/ dt’/ do cih-t) = 2T (7.212)
712T 72 /2 h

ot 'on a utilisé le fait que la derniére intégrale vaut 2who(t — t').
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7. Théorie quantique du rayonnement

Le taux de transition AW,_,; est donc (c’est la régle d’or de Fermi)

2
s

AWip = S=0(Ey — Ei) [(f [Hiw] i) (7.213)

7.7.2. Calcul du taux de transition

Le taux de transition de I'état |i) = |a, 0) (atome dans I'état 1, (7%), pas de
photons) vers 'état |f) = |b, 1,,) (atome dans I’état 1(7.), un photon dans le

mode na de fréquence w,,, vecteur d’onde k, et polarisation &,,) est donné par
I'équation (7.213) avec E; = E,, Ey = Ej + hw, et

(f 1Hili) = = (b Lua | AR - 52|, 0) (7.214)
eh > -
= =22 [t (L [ AG)|0) - U3 (F)V i), (7:215)

puisque <1na A%(F) O> — 0. En effet, A%(7,) s’écrit en fonction de produits de
deux opérateurs création-destruction qui ne changent pas la parité du nombre de
photons. De toute facon, nous menons ici un calcul a I'ordre 1 en perturbation,

et il n’y aurait pas lieu de garder ce terme, méme s’il était non, nul, puisque
d’ordre €.

Par ailleurs,

(Lo

A(7)

0>:<0

FIGURE 7.1. — Diagramme de Feynman pour la transition a — b + 7.
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Le calcul de la série perturbative (7.203]) se préte a une représentation gra-
phique. L’amplitude de transition calculée ici est représentée par le diagramme
de Feynman de la fig. [[.Il On lit le diagramme de gauche a droite (axe du
temps).

Pour un atome hydrogénoide 1,(7) est localisée :

dmegh?
re <L on ag= 200 0529177249 - 107 m (7.217)
Z me?
est le rayon de Bohr. Pour 'énergie de transition on a 'estimation?
Z%e?
hw, < = 27211396 Z* eV (7.218)
TENA(
de sorte que, puisque k, = wy,/c,
- hwy, Ze? Z
Ko 7o S om0 = 20 (7.219)

Zhc  A4meohic 137,035 989

soit Z fois la constante de structure fine, dans l'intégrale (.215]). Pour Z pas
trop grand, on peut ainsi faire

e~ knTe g ] (7.220)

qui est 'approximation dipolaire électrique (cf. section [6.4.7]). Cela donne alors

. e | h _, . . .o .
<f‘Hint‘Z> = m\ 2630 €na *Pba  OU  DPbg = _Zh/d?)re@/}b(re)ve@ba(%)-

(7.221)
Le taux différentiel de transition AW;_,; est donc
2
(S e - 12
AVVZ_UP = 27T(5(Eb + hwn — Ea)m ‘gna : pbal (7222)

et le taux de transition total a — b s’obtient en sommant sur les états de

photons
2

e v -
Wy = Z m5(Eb + By — B € - Phal” - (7.223)

On transforme la somme sur n en intégrale, via le remplacement (voir (7.91]))

Z <277T>3 — / Pk = / k2 dkdQ)y, . (7.224)

n

2.2

5. En réalité, la mécanique quantique nous dit que pour un atome hydrogénoide, F; = Socoas s Mmals I'on a

juste besoin ici d’un ordre de grandeur correctement donné par I’énergie électrostatique classique.
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7. Théorie quantique du rayonnement

Restaurons également les unités du systeme S.I. Pour cela, il suffit d’utiliser le
fait que pour passer du systéme d'unité ¢ = 1 et ¢y = 1 au systéme S.1., puisque
e?/(4r) est une unité d’énergie x une unité de longueur, on doit simplement
faire

e? e?

— —
4 4meg

et w, = kyc (7.225)

et, la probabilité par unité de temps W, ,, ayant la dimension de l'inverse
d’un temps, tenir compte d’un facteur 1/c¢ supplémentaire afin d’en restaurer
correctement la dimension. Ainsi,

e? 1
Amreg 2mmie
2

e w o
= /ko Z €7+ Pral” (7.226)

Amreghc 2mm2c?

Wa—>b —

/ kdkdQ Y 0(Ey + hek — E,) |7, - Phal”

ol w = (E, — E})/h. Ecrivons

62 w

_ i gij, g
Waop = dreghe 27rm202pbad "Pra: (7.227)

avec sommation sur les indices répétés ¢, 7, oll on a posé

9 = / A0y epel, = / Ay, <5w = kklj ) (7.228)

d’aprés I'équation (7.96]). Géométriquement, on s’attend a ce que le fait d’in-
tégrer sur toutes les directions possible rende le tenseur d” proportionnel &
I'identité, par un simple argument d’isotropie.

Montrons ce fait de fagon rigoureuse, en utilisant un peu de théorie des
groupes et de leurs représentations. Le point clef est que tenseur d” est in-
variant pour toute rotation d’éléments de matrice R';. Posant k" = RK!, on
a

' ’ ' ’ ikl jmkm
RO RIdm — / A, (RnRﬂmélm _ fQ )

y L'k y 1705 y
() < fa (505

Matriciellement, on donc Rd R = d ou encore Rd = d R pour toute rotation
R, ce qui implique d’aprés le lemme de Schur que d est un multiple de la
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7.7. Emission spontanée

matrice unité,” i.e.

d’ = K §". (7.230)
On obtient la constante de proportionnalité K en faisant i = j dans (7.228) et
(C230) :
d"=3K = | dQ; | d" — ) = dQ (3—1) = 8. (7.231)
ii 3T ii .. L e
On a donc dY = ?6] et le taux de transition total a — b par émission
spontanée est
W= O hal? (7.232)
b 4dmreghc 3m2c? Pha '
On peut donner une autre expression de ce taux en fonction de
7?ba = /dgre¢Z(Fe)Fe¢a(Fe)' (7233)
. . hpe .
De la relation [Hpat, 7] = ——— on tire
m
B m . mm(E, — Ey) . .
Pba = B (b HHparta rella) = — ( h ) Tba = —¥TTba (7.234)

d’ot 'on déduit la forme équivalente du taux de transition total a — b par
émission spontanée

ez 403

L2
__C e 2 7.235
-b 4dmeghc 32 7oa] ( )

Wa

6. Nous considérons ici des représentations réelles de SO(3), ce qui pourrait sembler mettre en défaut
Papplication du lemme. On a ici en fait une représentation de SU(2) de spin entier, qui s’étend sur C, donc le
lemme est bien applicable.
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A. Quelques éléments de théorie
des groupes

A.1. Groupe

A.1.1. Deéfinitions
Définition A.1 : Groupe

Un groupe est un couple (G, -) constitué d’un ensemble G et d’une opération
sur cet ensemble, qui a deux éléments a et b de G associe un élément a - b.
Cette loi doit satisfaire & quatre axiomes :

Loi de composition interne : Va,be G, a-be G

Associativité : Va,b,ce G, (a-b)-c=a-(b-¢)

Existence d’'un élément neutre : Je € G/Va e G,e-a=a-e=a.
On dit que e est I’élément neutre du groupe.

Existence d’un symétrique : Va € G, Isym(a) tel que a-sym(a) = sym(a)-a =
e.

Selon le contexte, la loi - sera notée différemment :

o lorsque la loi est notée additivement, on notera + cette loi, et le symétrique
de a sera alors appelé opposé, et noté —. L’élément neutre sera alors noté
0.

Exemple : groupe (Z,+).

En pratique, ceci est utilisé uniquement pour les groupes abéliens (voir
ci-dessous).

¢ lorsque la loi est notée multiplicativement, on notera x cette loi, et le
symétrique de a sera alors appelé inverse, et noté a~!. L’élément neutre
sera alors noté 1.
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&

Exemple : pour n € IN*, le groupe des racines n-iémes de I'unité, muni de
la loi X, est un groupe multiplicatif.

on utilisera également les notations o et *.

Définition A.2 : Groupe abélien et non-abélien

Si 'opération - est commutative, on dira que le groupe est abélien.
Dans le cas contraire, il est dit non-abélien.

Définition A.3 : Ordre d’un groupe

L’ordre d’un groupe est le cardinal de G.

&

Si ce cardinal est fini, on dira alors que G est un groupe fini(!) et on
notera |G| son ordre.

Dans le cas d'un groupe d’ordre infini, le groupe pourra étre discret (au
sens topologique, ou continu.

A.1.2. Exemples de groupes

166

&

Le groupe trivial G = ({0}, +), noté aussi 0, pour un groupe additif (ou
G = ({1}, x), noté aussi 1, pour un groupe multiplicatif).

(Z,,+) est un groupe abélien discret.
U(1) = {€/0 € R}, le groupe des phases, est un groupe abélien.

Si K est un corps (exemples : K = R,C), (K,+) et (K*, x) sont des
groupes abéliens.

Pour n € IN*, I’ensemble des entiers modulo n muni de 'addition G =
(Z./nZ., +) est un groupe abélien, d’ordre n.

G = (S(F),o):

Sur un ensemble E, 'ensemble S(F) des bijections de E dans E, muni de
la loi de composition o des applications est un groupe.

Groupe symétrique S, :

Dans le cas particulier ou £ = {1,--- ,n}, on notera S, I'ensemble S(F),
et on 'appellera le groupe symétrique a n éléments. Il est d’ordre n!, et
non abélien pour n > 3, et il est constitué des permutations des n éléments

{1,--,n}.



A.1. Groupe

o Groupe linéaire GL,(K) :

L’ensemble des matrices inversibles n x n a coefficients dans un corps K,
muni du produit des matrices, est un groupe (non abélien pour n > 2).

o Groupe spécial linéaire SL,(K) :

L’ensemble des matrices n X n & coefficients dans un corps K, muni du
produit des matrices, et de déterminant 1 (donc inversibles), est un groupe
(non-abélien pour n > 2).

o Groupe orthogonal O(n) :

L’ensemble O(n) des matrices orthogonales n x n est 'ensemble des ma-
trices réelles vérifiant O - O' = O' - O = 1, qui laissent invariant la forme

—

bilinéaire (le produit scalaire) -y = > z;y;, i.e. (OZ) - (OYy) =2 - .
i=1

Muni du produit des matrices, c’est un groupe non-abélien pour n > 2.
La relation de définition de O(n) impose que det O = 1.

o Groupe spécial orthogonal SO(n) :

Il est constitué du sous-ensemble des matrices de O(n) de déterminant
+1.

o Groupe unitaire U(n) :

L’ensemble U(n) des matrices unitaires n x n est constitué des matrices
complexes vérifiant U Ut = UTU = 1, ou de facon équivalente qui laissent
n

invariante la forme sesquilinéaire (x,y) = > o7 y; (cette forme est sesqui-

1=1
linéaire a gauche : linéaire par rapport a y, antilinéaire par rapport a x,

cf bra-ket en physique quantique).

Muni du produit des matrices, c’est un groupe non-abélien pour n > 2.
La relation de définition de U(n) impose que det U = £1.

o Groupe spécial unitaire (SU(n),-) :
Matrices de U(n) de déterminant +1.

o Groupe symplectique Sp(2n, K) :
Soit K un corps (typiquement R ou C).

L’ensemble Sp(2n, K) des matrices symplectiques 2n x 2n est constitué
des matrices dans K laissant invariante la forme antisymétrique z'gy o
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g est la matrice antisymétrique

1.e. satisfaisant la condition

S¢S =gq.

A.2. Morphismes de groupe, sous-groupe
A.2.1. Application, injections, surjections

Définition A.4 : Fonction (ou application)

Une fonction f : £ — F applique les éléments de E vers les éléments de F' :
chaque élément de E posséde une image unique dans F'

Définition A.5 : Image d’une fonction
L’image d’une fonction f : F — F est I'ensemble des images des éléments de

E, notés f(F), oulm f :

f(E) ={f(z)/z e E}.
Définition A.6 : Image directe d’un sous-ensemble

Plus généralement, étant donnée une application f : F — F, 'image (ou image
directe) f(A) d’un sous-ensemble A C FE est ’ensemble des images des éléments
de A :

f(A) ={f(x)/x e A}.
Définition A.7 : Image réciproque d’un sous-ensemble

Etant donnée une application f : £ — F, image réciproque f~1(B) d'un
sous-ensemble B C F' est ’ensemble des antécédents des éléments de B :

fH(B)={x € E/f(x) € B}.
Définition A.8 : Application injective (ou injection)

Une application f : EF — F est injective, si chaque élément de I’ posséde au
plus un antécédent dans E :
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Ve, o' € E, f(z) = f(2') = x =2,

ou de facon équivalente, si toute paire d’éléments distincts de £ a pour image
par f une paire d’éléments distincts dans F' :

Vo, o' € B,z # 2’ = f(x) # f(2).

Définition A.9 : Application surjective (ou surjection)

La fonction f : E — I est surjective, si tout élément de F' posséde au moins
un antécédent dans E par f. Autrement dit, That is, 'image F'(F) est égale a
F

Vye F,3x € E Jy = f(x).

Définition A.10 : Application bijective (ou bijection)

La fonction f : E — I est bijective si tout élément de F' posséde exactement
un antécédent dans E. Autrement dit, la fonction est a la fois injective et
surjective :

Vye F,3lx e EJy = f(x).

Définition A.11 : Byjection inverse

A toute bijection f : E — F, on peut associer 'application inverse (qui est
aussi une bijection), notée f ~1 qui applique tout élément y € F vers son unique
antécédent x € F, i.e.

r=[f"y) ey=flz).

On prendra garde au fait que conventionnellement, la méme notation f~!
est utilisée a la fois pour la bijection inverse et pour I'image réciproque d’un
ensemble (dans ce second cas méme si 'application n’est pas bijective).

A.2.2. Morphisme
Définition A.12 : Morphisme de groupe

Soient G' et G’ deux groupes. Un morphisme (ou homomorphisme) entre ces
deux groupes est une application [ : G — G’ qui satisfait

Va1, 92 € G, f(9192) = f(g1) f(g2)- (A1)
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En d’autres termes, 'application f préserve les lois de groupe sur G et G.
Définition A.13 : Isomorphisme de groupe

Si en outre f est bijective, alors f~! est aussi un morphisme de groupe. On dit
alors que f est un isomorphisme. En d’autres termes, I'image du symétrique de
g € G est le symétrique dans G’ de f(g).

On dira alors que G et G’ sont isomorphes, et 'on notera G ~ G’ ou encore

G=d.

Définition A.14 : Automorphisme de groupe

Si G = @, alors un isomorphisme de groupe f est appelé un automorphisme.
Proposition A.15 : Aut(G)

L’ensemble des automorphismes d’un groupe G, muni de la loi de composition
o des applications, est un groupe noté Aut(G).

Définition A.16 : Noyau d’un morphisme

Le noyau d’un morphisme f est
Ker(f) ={9 € G/f(g) = e}. (A-2)

Définition A.17 : Image d’un morphisme

L’image d’un morphisme f est
Im f={f(9)/9 € G}. (A.3)

Définition A.18 : Morphisme injectif, morphisme surjectif

¢ Un morphisme f est injectif si et seulement si Ker f = e.
¢ Un morphisme f est surjectif si et seulement si Im f = G’.

¢ Un morphisme est un isomorphisme si et seulement s’il est injectif et
surjectif.

A.2.3. Sous-groupe
Définition A.19 : Sous-groupe
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Soit H un sous-ensemble de G. Un sous-groupe (H,-) d'un groupe (G, -) est un
groupe dont la loi - s’obtient par restriction de la loi - sur H x H.

Proposition A.20 : Pour que H C G soit un sous-groupe, il faut et il suffit
que Va,b € H, a-b' € H.
Remarque :

On notera que le critére permet de se dispenser de vérifier ’associativité,
automatique par inclusion de H dans G.

Ezemples :
o De fagon évidente, G et {e} sont des sous-groupes de G.

¢ L’intersection d’une famille quelconque de sous-groupes d’un groupe G
est un sous-groupe de G.

¢ La réunion de deux sous-groupes est un sous-groupe si et seulement si
I'un des deux est inclus dans 1’autre.

¢ Les sous-groupes de Z sont les nZ pour n € IN.

Propositions A.21 :

¢ L’image et le noyau d’un morphisme f : G — G’ sont des sous-groupes
de G’ et G respectivement.

Plus généralement :

¢ L’image réciproque par f de tout sous-groupe de G’ est un sous-groupe

de G.

¢ L’image par f de tout sous-groupe de G est un sous-groupe de G’.

Ezxemple :

Soit K un corps. Alors det : GL,,(K) — K* est un morphisme.

Si E est KK—espace vectoriel de dimension n, alors GL, (K, -) = (GL(E), o),
groupe des applications linéaires bijectives de F dans F.

Le noyau de det est un sous-groupe de GL,(IK), appelé le groupe spécial
linéaire, et noté SL,,(K) (c’est donc I’ensemble des matrices de déterminant 1 a
coefficients dans K).

171






B. Quelques éléments sur la
théorie des représentations des
groupes

B.1. Représentation d'un groupe

Définition B.1 : Représentation d’un groupe

Soit E un espace vectoriel sur R ou C, de dimension n.

De facon formelle, une représentation linéaire d’'un groupe G dans E est un ho-
momorphisme D de G dans un sous-groupe G du groupe GL(n) des opérateurs
linéaires et inversibles de . Ceci s’écrit simplement :

Y g1,92 € G, D(g192) = D(91)D(g2) - (B.1)

En particulier D(e) = 1 et D(g') = D(g)™!, ott e et 1 sont les éléments
neutres de G et de GL(n).

E est appelé espace de représentation, et n = dim V' est la dimension de la
représentation. D(g) s’écrit donc comme une matrice n X n.

Remarque :
Il ne faut surtout pas confondre cet dimension avec celle du groupe. De facon
générale, un groupe donné posséde plusieurs représentations, de dimensions
différentes.

Définition B.2 : Représentation triviale

La représentation de G qui a tout g € G associe 1 est appelée représentation
triviale, ou représentation identité.

Définition B.3 : Matrice représentative

Dans le cas ou E est de dimension finie, soit €; jc(i.... 3 une base de FE.
A tout g € G on associe la matrice D(g) représentative de D(g) définie, de
fagon usuelle en algébre linéaire, par (en utilisant la convention d’Einstein de
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sommation sur les indices répétés)
D(g)ej = eiDij(9) (B.2)

ce qui signifie que I'on lit sur la matrice, dans la colonne j, les coefficients dans
la base e; de I'image du vecteur e;.

On vérifie facilement le fait que D est une représentation si et seulement si
la relation matricielle suivante est satisfaite :

Dij(g-¢') = Dir(9)Dr;(9") - (B.3)

Exemple de représentation :
Groupe SO(2) des rotations du plan

Vérifier que les matrices
cosf —sinf
< sinf  cosf ) (B4)

forment une représentation de dimension 2 du groupe des rotations du plan.
Quelle est 'interprétation géométrique de ces matrices ?

Définition B.4 : Représentations équivalentes

Deux représentations D et D’ dans les espaces E et E’ sont dites équivalentes
si et seulement si il existe un opérateur S inversible t.q.

Vge@, D(g)=S5"'D(g)S. (B.5)
S est appelé opérateur d’entrelacement.

Dans le cas ou E et E’ sont de dimension finie, on peut identifier F et E’,
et la relation traduit simplement un changement de base au niveau des
matrices représentatives. Cela justifie par avance le fait de ne pas distinguer des
représentations équivalentes.

B.1.1. Représentations réductibles et irréductibles

Définition B.5 : Somme directe de deux représentations

Soient Dy et Dy deux représentations d’un méme groupe G, respectivement
dans les espaces E; et E5. On peut alors construire une représentation qui agit
sur I’espace somme directe £ = E; @ E5. On note cette représentation Dy @ Ds.
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Par construction, chacun des deux sous-espace E; et Ey de E sont laissés inva-
riants par cette représentation D = Dy @ Ds.

Dans le cas ou F; et Ey sont de dimensions finies p; et po, on peut alors
considérer les matrices représentatives Di(g) et Dy(g) de D1(g) et Dy(g), dans
des bases données de F et E5. La matrice représentative de la somme directe
de ces représentations, dans la base correspondante de E; @ Es, est donnée par

Di(g) O
D(g) = (B.6)
0 Dy(g)

de dimension (p; + p2) X (p1 + pa).

Nous allons & présent, partant d’un représentation donnée, examiner la situa-
tion inverse.

Définition B.6 : Réductibilité, irréductibilité et complete réductibilité
Cas général :

¢ Une représentation d’'un groupe G est dite réductible si elle laisse invariant
un sous-espace E; de E.

¢ Dans le cas contraire elle est dite irréductible, ce qui est équivalent au fait
qu’il n’existe pas de sous-espace invariant par D(g), V g € G, autre que
0 et E.

¢ Une représentation sur E est complétement réductible si elle peut s’écrire
comme la somme directe de représentations irréductibles : E peut s’écrire
comme somme directe de sous-espace laissés invariants par la représenta-
tion et sur lesquels la représentation est irréductible.

Cas d’une représentation de dimension finie :

Si E est de dimension finie :
o Une représentation est réductible si elle est équivalente (par un change-

ment de base d’aprés ce qui a été dit plus haut) a une représentation D
de G dont la matrice représentative peut s’écrire, V g € G, sous la forme
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ol A est une matrice ny X ny, cette écriture de D étant équivalente au
fait qu’il existe un sous-espace de F de dimension n 4 invariant sous D(g),

VgeQaG.

¢ Une représentation est dite complétement réductible si elle est équivalente
a une représentation de la forme

Di1(g) 0 0
0 D
D(g) = : 2{9) ,Vged,
0 Dnn(Q)

ol Dy1, Doy, - - - D, sont irréductibles.
Remarques :

¢ On prendra bien garde au fait que les structures en blocs ci-dessus doivent
étre valables dans une base donnée une fois pour toute, g étant arbitraire
(ce qui est bien siir beaucoup plus restrictif que demander, pour chaque
choix de g, 'existence d’une base telle que D(g) posséde une telle structure
en blocs...).

¢ Le corps du K—espace vectoriel E joue un role essentiel dans la discus-
sion de l'irréductibilité ci-dessus. En particulier, une représentation peut
étre réductible sur C sans I’étre sur R. Ainsi la représentation est
irréductible sur R mais est réductible sur C : par changement de base on
peut la mettre sous la forme

<eoi9 e%) . (B.7)

Plus généralement, pour M € SO(N), on peut écrire M = exp A ou A
est une matrice antisymétrique (la composante connexe de 'identité d’'un
groupe compact s’obtient exponentiation de son algébre de Lie). Or iA
est hermitienne, donc est diagonalisable & valeur réelles (notons A cette
matrice diagonale réelle), et donc A est diagonalisable sur C a valeur
imaginaire pure. On a donc M = exp[PiAP~1] = Pexp(iA)P~ 1.

Définition B.7 : Représentation conjuguée

Soit D une représentation d’un groupe G et D sa matrice représentative dans
une certaine base. Les matrices D* complexes conjuguées de D forment une
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autre représentation D* appelée conjuguée.

En effet, D;;(99") = Dir(9)Dr;j(¢’) conduit immédiatement a
Di(99) = Dis(9)Di(9') - (B.8)

Définition B.8 : Représentation réelle

Une représentation D est dite réelle s’il existe une base dans laquelle D = D*.
Définition B.9 : Représentation pseudo-réelle

Une représentation D est appelée pseudo-réelle si D et D* sont équivalentes

sans qu’il existe une base dans laquelle D = D*.

Un exemple de représentation pseudo-réelle est fourni par la représentation de
spin 1/2 de SU(2) : la représentation fondamentale de spin 1/2 et sa complexe
conjuguée sont équivalentes (en utilisant la matrice i0o comme matrice d’entre-
lacement). En revanche il n’est pas possible de rendre la matrice représentative
réelle, car on aurait alors construit une représentation de SO(2) (hermitique
conjugué et transposition se confondant alors...), ce qui est bien siir impossible
puisque SU(2) est non-abélien alors que SO(2) est abélien !

Définition B.10 : Représentations unitaires

Si 'espace E est muni d’un produit scalaire ¢(z,y) = (z|y), forme bilinéaire
symétrique sur R ou sesquilinéaire sur C, définissant une norme définie positive
(i.e. x # 0 = (z|z) > 0), on peut toujours choisir une base orthonormale, ce
qui signifie que la matrice de ¢ se réduit a 1. Les opérateurs sont alors dits
unitaires s’ils vérifient UUT = 1.

Considérons a présent une représentation D. Elle est dite unitairesiV g € G,
les matrices D(g) sont unitaires. Ceci se traduit par

Vg e G Vr,y e B, (zly) = (D(g)x|D(g)y) (B.9)
ou de facon équivalente
D(9)'D(g) = 1. (B.10)
On aura alors

D(g~") =D '(9) =D'(g). (B.11)
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On a alors les résultats importants suivants, en vue des applications phy-
siques.

Théoréme B.11 :

Toute représentation d’un groupe fini sur un espace muni d’un produit scalaire
est équivalente a une représentation unitaire.

Dans le cas ot le groupe est un groupe de Lie non pas compact (voir appen-
dice[C]), on a en revanche le

Théoréme B.12 : Représentation d’un groupe de Lie non compact

Si G est un groupe de Lie simple non compact, alors G' ne posséde pas de
représentation unitaire de dimension finie en dehors de la représentation triviale

D(A)=1,VAeG.
Conditions suffisantes de compléte réductibilité

Plusieurs cas pratiques peuvent se présenter dans lesquelles réductibilité im-
plique compléte réductibilité, que nous énoncons ci-dessous sans démonstration.

Théoréme B.13 :

Toute représentation réductible d’un groupe fini est complétement réductible.

Théoréme B.14 :

Si G est un groupe de Lie compact (voir appendice[C]), alors toute représentation
réductible est complétement réductible. La propriété est également vraie pour
toute représentation réductible d’'un groupe de Lie connexe, non compact et
semi-simple, de méme que pour toute représentation réductible unitaire d’un
groupe quelconque.

B.1.2. Lemme de Schur

Lemme B.15 :

Soient deux représentations irréductibles D et D’. S’il existe un opérateur V
tel que V g € G, VD(g) = D'(g)V, alors soit V est un isomorphisme (et alors
V-ID'V = Di.e. D et D' sont équivalentes), soit V = 0.

Corollaire B.16 :

Soit une représentation irréductible sur C, de dimension finie. Si M commute

178



B.1. Représentation d’un groupe

avec toutes les matrices de cette représentation, alors M = A1 (M est une
homothétie).

Preuve :

o Commencons par démontrer le corollaire. Par hypotheése,V g € G, D(g)M =
MD(g).

Soit E) le sous-espace propre de M pour la valeur propre A (qui existe
car le corps est C, qui est algébriquement clos, ce qui signifie que tout

polynoéme de degré supérieur ou égal & un posséde au moins une racine).
VovéeE\, MD(g)v=D(g)Mv = AD(g) v, donc F) est stable par D(g),
Vg.

Donc si Ey\ # E, D(g) est de la forme
Do) =[—— | —]. (B.12)

avec un bloc nul. La représentation est alors réductible, ce qui est absurde.
Donc E) = FE,ie. M = \E.

¢ Démontrons maintenant le lemme lui-méme. Il est clair que V = 0 est
solution. Supposons maintenant que V # 0.

— Noyau:V D(g) =D'(g)V =Vzx e KerV,VD(g)(x)=D'(g9) V(z) =
0. Donc D(g) KerV C Ker V. Ceci montre que Ker V' est un sous-
espace invariant de F. Comme D(g) est irréductible, KerV = 0
(sinon Ker V = E, et alors V = 0, ce qui est absurde).

— Image:VyeImV,3xt.q.y=V(zr)donc D'(g)(y) = D'(g9) V(x) =

VD(g)(z).
Ainsi D'(g)(y) = V(¢') avec ¥ = D(g)(z), ie. D'(¢g)ImV C ImV .
Ceci montre que Im V' est un sous-espace invariant par D'(g) (pour
tout g). Comme V # 0, ImV # 0. L’irréductibilité de D’ implique
que ImV = F.

Donc V' est bijective.

Réciproque B.17 :

Soit une représentation D de dimension finie, unitaire (ou plus généralement
satisfaisant aux conditions du théoréme de compléte irréductibilité).
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SiVM,VgeG, |[D(g), M] =0= M = X, alors D est irréductible.

On a ainsi un critére puissant pour prouver l'irréductibilité d’une représentation.
Preuve :

Si la représentation est réductible, elle ’est complétement par hypothése, et
JH C FE invariant par D(g), V g € G tel que

Vg, Dg)=|—-— | ——

M0
Les matrices qui commutent avec les D(g) sont de la forme | —— | —— ] qui
0 | oI
différe de AI en général. Donc la représentation ne peut pas étre réductible.

Autre preuve du corollaire : sur C, M a au moins une valeur propre A (A # 0
car M est inversible d’aprés le lemme de Schur).

MD = DM donc (M —A1)D =D (M — A1).
Mais comme M — A1 est singulier, M = A1 d’aprés le lemme de Schur.
Corollaire B.18 :

Une représentation irréductible sur C d’'un groupe abélien est nécessairement
de dimension 1.
Preuve :

Soit ¢’ € G. Alors [D(¢"), D(g)] =0,V g € G. Donc D(g¢') = A(¢’)1. La repré-
sentation se décompose donc en dim D copies de la représentation de dimension
1:g9— Ag).

Remarque : 11 est essentiel que le corps soit C (algébriquement clos) et non R.

Contre-exemple : la représentation sur R de SO(2) par D(0) = (sin@ cos 0

est irréductible (pourtant V «, [D(a), D(6)] = 0).

cosf — sin «9)
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B.2. Produit tensoriel de représentations

Plusieurs méthodes existent pour fabriquer des représentations irréductibles
de dimensions ¢levées a partir de représentations irréductibles déja connues de
basses dimensions, qui jouent en quelque sorte le role de briques de base. La
plus immédiate consiste & faire le produit tensoriel de telles représentations, et
a décomposer le résultat en représentations irréductibles.

Par ailleurs, d’un point de vue physique, cette situation est particuliérement
importante puisqu’on la rencontre par exemple en mécanique quantique, ou
I’on est notamment amené a examiner comment le moment cinétique total d’un
systéme possédant un moment cinétique orbital et un moment cinétique de spin
est quantifié.

B.2.1. Produit tensoriel de représentations

Proposition B.19 : Produit tensoriel

Soient E et I’ deux espaces vectoriels, de dimensions arbitraires (finies ou in-
finies). L’espace vectoriel produit tensoriel £ ® F' est par définition 1'espace
engendré par les vecteurs de base constitués des produits tensoriels deux a
deux des vecteurs de base de F et F. Si (e;);er et (fi)ies sont des bases respec-
tives de E et F, alors (e; ® f;)(i j)erxs est une base de £ ® F'. En particulier, si
E et F sont de dimensions finies,

dim(F ® F) = dim(£) x dim(F). (B.13)

Définition B.20 : Produit tensoriel de deux représentations

Considérons deux représentations D; et Dy d’'un groupel G, agissant respecti-
vement sur les espaces vectoriels £y et Ey. L’espace £ = E; ® Es porte alors
une représentation produit tensoriel de Dy et Do, notée D = D ® Dy qui agit
de la facon suivante sur £} ® Es :

Vg € G,Vv1 € Eq,Yuy € Ey,
D(g)(?}l X UQ) = (D1 X Dg)(g)(vl X U2) = D1(9>U1 ® Dg(g)vg. (B14)
Dans le cas ou F et Ey sont de dimensions finies, et ou D et Dy ont pour ma-

trices représentatives Dy et Dy, D a pour matrice représentative D, caractérisées
par les éléments de matrice

Dynamyny, = (mana| D(g)[niny) = (n1|D1(g)|ny) (na| Da(g)[n5) = Diyny Dnokf3-15)

1. On pourrait plus généralement considérer le produit tensoriel de deux représentations D; et Do respec-
tivement de deux groupes G et G5 agissant sur E; et Ejs.
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On montre que

B.2.2. Décomposition et coefficients de Clebsch-Gordan

En général, le produit direct de deux représentations D; et Dy n’est pas irré-
ductible. Dans le cas ou elle est complétement réductible, on écrira ce produit
sous la forme d’une somme de représentation irréductible, appelée décomposi-
tion de Clebsch-Gordan, sous la forme

D, ® Dy = @&,D, (B.17)

ou les D; sont des représentations irréductibles, décomposition dans laquelle
des représentations équivalentes peuvent apparaitre plusieurs fois. Si les diffé-
rentes représentations irréductibles inéquivalentes sont indexées par un indice
p, on peut réécrire cette décomposition en faisant apparaitre la multiplicité de
chacune de ces représentations inéquivalentes D), sous la forme

D, ® Dy = ®,m,D) (B.18)
On tire immédiatement des relations (B.I7) et (B.18) le fait que

dim Dy dim Dy = ) ~dim D; = ~m, dim D% (B.19)
J p

Exemples :

1) SO(3) :

Représentons ce groupe par son action sur l’espace euclidien a 3 dimensions,
et considérons le produit tensoriel de deux copies de cet espace euclidien a 3
dimensions. Partant de deux vecteurs Z et g, on peut former le tenseur a deux
indices x;z;, qui peut se décomposer en la somme de 3 structures irréductibles :

¢ le produit scalaire 7 - 3, invariant sous SO(3) (c’est la représentation tri-
viale)

¢ un tenseur antisymétrique a deux indices :
Aij = ziyj — T;y; (B.20)

correspondant & une représentation irréductible de dimension 3, de spin
1.
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B.2. Produit tensoriel de représentations

¢ un tenseur symétrique de trace nulle a deux indices :

2 — —
Sij = Tiyj + Tjyi — 37 Y 0ij (B.21)
correspondant & une représentation irréductible de dimension 5, de spin

2.

On vérifie explicitement que la dimension de la représentation produit tenso-
riel vérifie bien 3x3 = 9 = 1+3+5. En utilisant la dimension des représentations
comme étiquette, on a la décomposition

D¥ e D® =pW g p®a Dt (B.22)
2) SO(n) :

La décomposition ci-dessus reste valable pour SO(n) : partant d’'une matrice
arbitraire M;; agissant sur ’espace n ® n, on peut toujours écrire la décompo-
sition

1

2 1 1

qui montre que
D™ @ DM = pl) g pr(n=1)/2) gy plrn+1)/2=1) (B.24)

puisque l'espace des tenseurs de rang 2 antisymétriques est de dimension n(n —
1)/2, l'espace des tenseurs de rang 2 symétriques de trace nulle est de dimension
n(n+1)/2—1, et la trace correspond a la représentation triviale. Ces trois ten-
seurs correspondent bien & des représentations irréductibles de SO(n) puisque
les seules opérations algébriques possibles pouvant permettre de réduire le rang
sont la symétrisation ou I'antisymétrisation, et la contraction sur deux indices
(qui donne la trace du tenseur), opérations qui sont justement celles qui ont été
mises en ceuvre ici.

Nous allons a présent donner le cadre général permettant de formaliser la dé-
composition d’un produit tensoriel de vecteurs de base de deux représentations
irréductibles en la somme de vecteurs de base de représentations irréductibles.

Définition B.21 : Coefficients de Clebsch-Gordan

(P
Soit \Da, ae{l,,dim D}

alors écrire le produit de deux vecteurs sous la forme générique

une base de vecteurs de la représentation D®. On peut

VU =37 C o1 O (B.25)

Ta’)/az
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B. Quelques éléments sur la théorie des représentations des groupes

Les coefficients C), .5 g/, 5 sont appelés coeflicients de Clebsch-Gordan.

Précisons la signification des différents indices :

© pet o sont des étiquettes pour les deux représentations initiales, 7 est une
étiquette pour la représentation finale.

¢ comme chaque représentation 7 peut apparaitre m, fois, il est nécessaire
d’introduire un indice supplémentaire ¢ variant de 1 a m..

¢ v est une étiquette pour le vecteur de la représentation finale 7;

Il est d’'usage d’utiliser des notations de mécanique quantique, et d’écrire cette
décomposition sous la forme

o, 050, 8) = |pa) [oB) = D (rvlp, a0, B) |7iv) - (B.26)
T,Y,0
Alors que les coefficients m, sont entiers, les coefficients de Clebsch-Gordan sont
a priori des nombres complexes.
Cas ou les représentations sont unitaires

Dans le cas de représentations unitaires, en supposant que les bases sont or-
thonormées, les coefficients de Clebsch-Gordan sont simplement des coefficients
de changement de base qui satisfont & deux relations d’orthonormalité et de
complétude :

- orthonormalité, qui s’écrit ici

<10? &,;07 5/‘p,04; g, 5> - 6a,a’6ﬁ,ﬁ’ (B27)

et donc

> (mlp, ;0. 8) (Tvlp, o0, )" = Sawdpp (B.28)

T’/Y’Z

- la complétude, qui s’écrit

> oo, 8) (p.aso, Bl =1 (B.29)
o,
soit encore
> (mvlp, s 0, 8) (T 1p, 00, B) = 67706y 1001 (B-30)

B
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La relation (B.26)) s’inverse alors en
77y =Y (Tl a0, 8) |p, s 0, 8) = > {p a0, Bl7i) |py s 0, B) (B.31)
a?ﬂ a,/B

Produit de matrices représentatives :

En insérant D) @ D) dans la relation (B26) et sa conjuguée, on obtient
finalement

D), DY) = > (rvlp, s 0, B (71 |p, o 0, B) DT (B.32)

) .
75777 77/

B.3. Représentation réguliére

Une représentation joue un role trés important, aussi bien pour les groupes
finis que pour les groupes de Lie, tel que le groupe des rotations ou le groupe
de Lorentz.

Définition B.22 :

Soit E le IK—espace vectoriel des fonctions de G dans K. L’action de GG sur cet
espace définit la représentation réguliére (a gauche?) de la facon suivante :

Vge G,D'g): F — E (B.33)
fo= D"g)f=gf (B.34)
oil gf est définie par (gf)(z) = f(g 'x). (B.35)

Preuve :

Le passage a 'inverse permet de s’assurer de la propriété de morphisme :

(9'(g))(@) = (9/)(g""2) = (g9 '2) = f((g'9)"2) = ((d'9)f)(x) (B.36)
et donc D*I(g" D" (g) = D"9(¢'g), q.e.d.

2. On définit de la méme fagon 'action a droite par (D;?(g)f))(z) = f(zg), qui est bien une représentation
puisque (D (g")(Dy ™ (9) f)(z) = (D5 (9) f)(zg") = f(zg'g) = (D (9'9)f)(x), ce qui montre que D;(g'g) =
D, g(g/)Dd (9).
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C. Groupes et algebres de Lie

Préliminaire

En mécanique quantique, les états physiques sont décrits par des rayons (qui
sont par définition des vecteurs de I'espace de Hilbert a une phase prés). Les
opérations de symétrie, qui préservent par définition les probabilités de tran-
sition (mais pas forcément les amplitudes de probabilité), sont codées sur Ies-
pace de Hilbert par des opérateurs unitaires ou anti-unitaires (c’est un célébre
théoréeme dit & Wigner). L’espace de Hilbert fournit alors un espace de repré-
sentation a une phase prés du groupe de symétrie GG, ce qui est trés pénible a
étudier mathématiquement. On étudie plutot le groupe de recouvrement G du
groupe de symétrie (en un sens a préciser mathématiquement) : c’est le groupe
le plus simple qui posséde la méme algebre de Lie que G, et qui est simplement
connexe (tous les chemins sur le groupe peuvent se contracter en un point). On
montre alors que les représentations de G induisent automatiquement les repré-
sentations projectives de G. Le groupe G peut en principe posséder lui-méme des
représentations projectives, s’il posséde ce que ’on appelle des charges centrales
(des opérateurs qui commutent avec tous les éléments du groupe de symétrie).
Une telle situation n’arrive pas dans le cas des algébres de Lie semi-simples.

Ezxemples :
non simplement connexe simplement connexe
SO(3) . SU(2)
spin entier = représentation spin entier = représentation
spin demi-entier # représentation spin demi-entier = représentation
SO(3,1) » SL(2,C) +» SU(2) x SU(2)
(groupe de Lorentz) (forme réelle compacte)

spineurs  spineurs
(3.0)  (0,3)
|

1
bispineurs
(indispensables si I'on rajoute la symétrie de parité P)
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C. Groupes et algébres de Lie

— équations d’onde relativistes (ex. : éq. de Dirac)

C.1. Généralités
C.1.1. Groupe continu, groupe de Lie, algébre de Lie

Définition C.1 : Groupe continu

GG est un groupe continu (ou groupe topologique) de dimension 7 si et seulement,
si

¢ il existe une correspondance bi-univoque entre G et un sous-ensemble de
R": g € G < @ € R™ ex. : rotation de R? caractérisée par un angle et
un vecteur unitaire

—

Lg(B) € G, g(@)g(B) € G. 1l existe donc 7 € R" t.q.
=¢

(d, B). Par hypothése, ¢ est une fontion continue

o Va, € R", si g(a

7)
9(@)g(3) =9(7) 7
de &, [

o g~1(@) peut s’écrire g(a’) avec @' = f(d) ou par hypotheése f est fonction
continue de a

Définition C.2 : Groupe de Lie

G est un groupe de Lie si et seulement si G est un groupe continu pour lequel
¢ et f sont analytiques. Pour simplifier les notations, on notera « le vecteur a.

Notons que les définitions qui viennent d’étre données ne sont pas les plus
générales. On s’est en fait limité ici aux groupes linéaires. Pour un mathémati-
cien, un groupe se définit sur une variété. Pour donner une image géométrique
simple de cette notion, imaginons que le groupe considéré soit de dimension 2,
et que sa variété soit la sphére $2. Cela signifie qu'un élément donné du groupe
et son voisinage peuvent étre repérés de fagon continue et bijective (on dira
qu'il y a homéomorphisme) par une sous partie de R% Ce voisinage et la bi-
jection correspondante jouent le role d'une carte permettant de se repérer au
voisinage d’un point de la sphére. Bien entendu, au voisinage d’'un autre point
de la spheére, il faudra utiliser une autre carte. L’ensemble des cartes constitue
un atlas (c’est le méme vocabulaire qu’en géographie!). Pour une groupe de Lie,
les changements de cartes associées a la variété constituée par le groupe sont
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supposés analytiques. Dans de nombreux domaines de la physique, une telle
définition est trop générale, et se limiter au cas ou la variété est R" lui-méme
suffit (I’atlas est alors constitué d’une seule carte sur R" en entier, et on parle
alors de groupe linéaire). Le lecteur attentif pourra cependant constater qu'un
grande partie des résultats énoncés dans ce chapitre sont des résultats basés sur
des propriétés locales des groupes de Lie, pour lesquelles le passage des groupes
de Lie linéaires au cas général est uniquement un jeu d’écriture.

Remarque :

un choix usuel pour 'application de R" sur G est de choisir que g(0) = e ot e
est I’élément neutre de GG, que I'on notera également 1 en utilisant une notation
multiplicative pour la loi de groupe.

C.1.2. Géneérateurs

D’apres la définition donnée ci-dessus d’un groupe de Lie, ayant fixé un élé-
ment de R" et I’élément correspondant du groupe, on peut effectuer un dévelop-
pement en série localement au voisinage de ce point de R" et donc de 1’élément
correspondant du groupe. A cause de la structure de groupe, il suffira de mettre
en pratique cette idée au voisinage de 'identité. On pose donc

g(@) =1+ ia"T, + O(a?). (C.1)

Les T, (au nombre de n puisque 1'on peut différentier dans n directions possibles
sur R") sont appelés générateurs du groupe. Avec cette définition incluant un
facteur 7, ils sont hermitiens si le groupe est unitaire, ce qui sera souvent le cas
en physique.

C.1.3. Application exponentielle

Pour un groupe de matrices GG, I’application exponentielle est aisée a définir.

L’application exponentielle de 1’algébre de Lie M(n,R) du groupe de Lie
GL(n,R) vers son groupe de Lie GL(n, R) peut se définir par le développement
en série

exp: M(n,R) — GL(n,R)

Xk C.2
AHeXp(A):];)%:]l_FA_F%A?_F.... (C.2)
Plus généralement, si I’'on considére un sous-groupe G de GL(n, R) , alors exp
est une application de I'algebre de Lie de G vers G .
La question est maintenant d’étendre cette définition au cas ot le groupe de
Lie G n’est pas un groupe de matrices. D’autre part, une définition intrinseéque
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C. Groupes et algébres de Lie

permet de ne pas faire dépendre cette application de la représentation du groupe
de Lie par un groupe de matrice. Une telle construction fait appel au concept
de variété, que nous ne discuterons pas ici.

C.1.4. Algebre de Lie

Nous allons nous limiter ici aux groupes de matrices, ce qui permet d’utiliser
la notion d’exponentielle de matrice, définie de facon naturelle par le dévelop-
pement en série comme discuté précédemment.

Notons €* = (0,---0,1,0---0) les vecteurs de base de R", ou le coefficient
non nul est en a-iéme position. On peut alors considérer ’exponentielle d’un
générateur le long d’une direction (en gardant un paramétre libre de fagon a
pouvoir différentier par rapport a ce paramétre), et donc définir, pour tout
vecteur a € R\ 0 (de composantes o),

g(Vtd) = exp(ivt aT),) . (C.3)
et donc en particulier
g(VtEé") = exp(ivVtT,) . (C.4)
Dans la limite ou |[t| < 1, considérons le produit
gt et g(Vte gt (Vi e g (Ve er) = (C.5)
[1 + iVt T — %T,,Mo(t)] [1 +ivt T, — %Tf +0(t)}

X [1—z\/%Tb—%Tb2+o(t)] ll—i\/iTa—%Tf—ko(t)} .

A Dordre t, un calcul immédiat montre que le produit (C.3) est égal a 1 +
t(T, Ty, — TyT,). Comme ce produit appartient lui-méme au groupe G, il existe
7 e R" t.q.

gVt ) gVt e g (Vi ') g i (Vi Er) = g(t7). (C.6)
En composant membre a membre, on obtient donc

1+t (T,T, — ToT,) + o(t) = 1+ it 7 T. + o(t)

ie. 1,1y, — T, T, = +“T.. Le coefficient v¢ dépend de a et b : on le notera donc
fou, d'ou

T2, Ty = if,T. (C.7)

190



C.1. Généralités

Les coefficients f, sont appelés constantes de structure du groupe.
Définition C.3 : Algébre de Lie

L’ensemble des générateurs T,, muni du commutateur [, | qui joue le réle d’'un
produit, forme une R—algébre, appelée algébre de Lie du groupe, et notée g .

Identité de Jacobi

On déduit immédiatement de la définition (C.7), en utilisant les propriétés
d’antisymétrie du commutateur, que

Lo, [Ty, Te] + [T, [T, Tol] + [T, [Ta, T]] = O (C.8)
i.e., en terme des constantes de structure du groupe :

fbce faed + fcae fbed + fabe ced =0. (C9)
Remarques :
o D’apres la définition (C.1), f,° = —f,°-

¢ Contrairement a ce que le nom « constante de structure » pourrait sous-
entendre, les f, ne sont pas des constantes : elles dépendent de la base
Ty,---,T, choisie pour l'algébre g. En effet, soient X,Y € g avec X =
T, et Y = B°T,. Les a® (resp. o) doivent étre compris comme les
composantes de X dans la base T, (resp. Tj).

Posons Z = [X,Y]. Alors Z = [oﬂTa,ﬁbTb} = aBbif ¢ T. = v T,, dou
,yc — ifabcaaﬁb .

se transforment par changement de I
(voir plus loin 'exemple du groupe d

a® : coordonnée = vecteur contravariant }
Lorentz pour la notion de calcul cove

T, : vecteur de base = vecteur covariant

C.1.5. Quelques définitions utiles

Nous présentons ici quelques structures qui seront utiles dans la suite, en
particulier pour comprendre I'importance de la compacité discutée plus loin.

Définition C.4 : Algébre de Lie réelle

Une algebre de Lie réelle g est un R-espace vectoriel de dimension n (n > 1)
muni d’un produit bilinéaire | , | antisymétrique et vérifiant I'identité de Jacobi.
| , | doit donc vérifier :
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C. Groupes et algébres de Lie

1. [a,bl€g Vabeg

2.V (a,b,c) €g®, V(a,8)€R? [aa+ b, c = ala,c]+ B[b, ]

3. [a,b] = =[b,a] V (a,b) € g*

4. identité de Jacobi : [a, [b, c|] + [b, [c, a]] + [¢, [, b]] =0
On parle alors d’algebre de Lie abstraite, puisqu’il n’est pas nécessaire de la
construire & partir d’un groupe de Lie.
Théoréme C.5 : Théoréeme d’Ado

Toute algébre de Lie abstraite sur un corps commutatif IK de caractéristique
nulle est isomorphe a une algebre de Lie de matrices carrée dont le crochet de
Lie est défini par le crochet de Lie usuel [a, b] = ab — ba.

La théorie des algébres de Lie abstraite ne fait donc pas apparaitre de nouvelles
structures.

Définition C.6 : Algébre de Lie complexe

Une algebre de Lie complexe g est un C-espace vectoriel de dimension n (n > 1)
muni d’un produit bilinéaire [ , | antisymétrique et vérifiant 'identité de Jacobi.
Cela signifie que dans le point 2. de la définition d’'une algébre de Lie réelle, il
faut maintenant considérer (c, 3) € C2.

Conséquence : les constantes de structure peuvent maintenant étre complexes.
Exemple de R-algebre de Lie : SO(3) et SU(2) ont pour algébre de Lie su(2) :

Remarques :

¢ autres notations, utilisées en particulier en mathématiques :

D’une part
[To, Ty =i f,°T.

et d’autre part

[Xa, Xb] — [iTa, ZTb] — Cabc Xc — Cabc ZTC dOIlC fabc - — Cabc
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donc
Xoy Xy = Ct Xo =50 [T, T) = if ¢ T, C=_C,f
[(M b]_ ab c [CH b]_zab ¢y QVEC Jop = —Lgp -
Les T, sont des générateurs hermitiens pour un groupe unitaire.

De maniére équivalente, on peut définir une algébre de Lie comme ’espace
vectoriel (sur R ou C) engendré par les X,.

¢ lexique : lorsque 1’on ne précise pas le corps de I’algébre de Lie considérée,
il est sous-entendu que I'on considére la R—algébre de Lie.

Définition C.7 : Extension complexe g d’une algébre de Lie g

Elle est définie de la fagon suivante :

o g¢ est 'extension complexe de ’espace vectoriel g, i.e. formée des éléments
z=x+1y pour x,y € ¢

¢ Le crochet de lie dans g° est

Z =21, Zo) = [ X1 + Y1, Xo + 1Y)
- [X17X2] - [}/’1’}/'2] +Z[X17Yv2] +ZD/17X2]
=X +1iY.

L’algébre de Lie complexe g de dimension n, de base {Xi,---, X, }, peut étre

considérée comme une algébre de Lie réelle de dimension 2n, de base { X1,iX7, - - -

On note cette algébre de Lie g’
Définition C.8 : Forme réelle g" d’une algébre de Lie g°

C’est une algébre de lie dont I'extension complexe est g° (g" et g ont méme
dimension, I'une par rapport a R, l'autre par rapport a C). Une algébre de lie
sur C posséde de nombreuses formes réelles!

On se servira un peu plus loin de cette liberté, en particulier pour la notion
de compacité.

Remarque :

Dans le cas ou 'on considére I’algebre de Lie sur R, le changement X, < T,
consiste simplement a prendre deux formes réelles de la méme algébre de Lie
sur C. Ceci n’a aucun effet sur la structure (en particulier cela ne change pas
la compacité : voir plus loin cette notion).
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C. Groupes et algéebres de Lie

C.2. Quelques résultats sur les groupes et algebres
de Lie

C.2.1. Lien entre groupe de Lie et algebre de Lie
correspondante
Nous avons construit la notion d’algébre de Lie comme un espace tangent au
groupe. réciproquement, on peut se demander si I’on peut reconstruire tout ou

partie du groupe connaissant son algeébre de Lie. Nous allons successivement
examiner cette question localement puis globalement.

Sous-groupe a un paramétre d’un groupe de Lie

Définition C.9 : Sous-groupe a un parametre d’un groupe de Lie

C’est un sous-groupe de Lie du groupe de Lie G constitué des éléments T'(t)
avec t € R variant entre —oo et +00, t.q. V s,t, T(s) T(t) = T(s + t).

Proposition C.10 :

Tout sous-groupe a un parameétre d'un groupe de Lie est abélien.
Preuve :
Ceci découle immeédiatement de la relation T'(¢)T(s) = T(s +t) = T(s) T'(t).
Ezemple : SO(3)
Considérons les matrices
1 0 0

A(t)= [0 cost sint
0—sint cost

000 000
Posons a; = [0 0 1] . Alors a?**! = (=1)¥a; et a?* = (=1)F [0 1 0
0-1 0 001

donc A(t) = exptay .
Ce résultat est général, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme C.11 :

Tout sous-groupe a un parameétre d’un groupe de Lie G formé de matrices n X n
s’obtient par exponentiation de matrices n x n : A(t) = exptA(0).

Preuve :
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Soit B(t) = A(t) exp[—tA(0)]
Alors B(t) = (A £) — A(t)A(O)) exp[—tA(0)]. Or
A) = lim AED) = AD _p an A =AO) g o

s—0 S s—0 S

Ainsi V¢, B(t) = 0 , et donc B(t) = B(0) = 1, d’on A(t) = exptA(0).

Relation entre I'algébre de Lie réelle g d’'un groupe de Lie G et ses
sous-groupes a un parametre
Théoréme C.12 :

Va € g, A(t) = expta pour t €]—o00, +00| forme un sous-groupe a un paramétre
de G.

Théoréme C.13 : Probleme local

Tout élément d’un groupe de Lie G dans un petit voisinage de 'identité ap-
partient & un sous-groupe & un parameétre de GG. Cela signifie que tout élément
de G dans un voisinage de l'identité peut s’écrire comme ’exponentielle d'un
élément de son algebre de Lie. Cette correspondance est bi-univoque.

Les théoréemes suivants permettent d’étendre le résultat a 1’ensemble du sous-
groupe connexe de G (probléme global).

Composante connexe d’un groupe continu

Définition C.14 : Composante connexe d’un groupe continu G

C’est I'’ensemble des éléments du groupe qui peuvent étre obtenus I'un de 'autre
par variation continue de ses paramétres (i.e. par homéomorphisme).

Théoréme C.15 :

La composante connexe C' de I'identité e d’'un groupe GG est un sous-groupe de
G.

Preuve :

Il suffit de considérer, pour un ¢ quelconque dans C', 'homéomorphisme x —»
¢ 'z. L’'image de C par cet homéomorphisme est C' puisqu’elle contient e et C.
On a donc ¢ 'C = C, ce qui prouve le résultat d’aprés le critére (A.20).
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Théoréme C.16 :

La composante connexe C' de l'identité e de G est un sous-groupe invariant de
G,ie.VAcC, VX €eG, XAX! € C. On l'appelle souvent le sous-groupe
connexe de G.

Preuve :

Pour un z quelconque dans G, z C~ 'z est I'image par un homéomorphisme de
C' et contient e, donc est inclus dans C.

Probléeme global

Théoréme C.17 :

Si G est un groupe de Lie compact, tout élément X de son sous-groupe connexe
s’écrit sous la forme X = expa ou a € ¢g. En particulier si G est compact et
connexe, tout élément de G est 'exponentielle d’un élément de g.

Remarque :

La correspondance n’est pas forcément bi-univoque : on peut avoir e® = e’ pour
a # b.

Ezxemple :

Pour SO(3), exp(fay) = exp[(0 + 27n)a] pour n = +£1,£2, ---

Théoréme C.18 :

Tout élément du sous-groupe connexe d’un groupe de Lie G peut s’écrire comme
le produit fini d’exponentielles de son algebre de Lie réelle g.

Remarque :

Pour certains groupes non compacts , il peut néanmoins se produire que l'en-
semble du sous-groupe connexe puisse s’obtenir par exponentiation de son al-
gebre de Lie. C’est par exemple le cas du Groupe de Lorentz restreint Ll : toute

transformation de Lorentz de Ll peut s’écrire comme 1’exponentielle d’'une com-
binaison linéaire des générateurs des rotations et des boosts (multipliée par i
avec nos conventions).

C.2.2. Structure des algébres de Lie et groupes de Lie;
caractérisation de Cartan

Commencons par donner quelques définitions et propriétés concernant les
structures des groupes et algébres de Lie.
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Définition C.19 : Algebre de Lie abélienne

Une algeébre de Lie g est abélienne si et seulement si V a,b € g, [a,b] = 0.

On en déduit facilement la proposition suivante :
Proposition C.20 :

L’algébre de Lie g d’un groupe abélien est abélienne.

Définition C.21 : Sous-algébre de Lie

Une sous-algébre de Lie g’ d’'une algébre de Lie g est un sous-ensemble de g,
de base eq,--- ,e,, muni du méme crochet de Lie et formant lui-méme une
algebre : C;* = 0,14,j <k, s > k. La sous-algebre g’ est dite propre si au moins
un élément de g ¢ ¢/, i.e. dimg’ < dim g.

Ceci implique alors facilement la proposition suivante :

Proposition C.22 :

Si G et G' sont deux groupes de Lie et g et g’ leurs algébres de Lie correspon-
dantes, et si G’ est un sous-groupe de G, alors g’ est une sous-algébre de g.

Définition C.23 : Sous-algébre invariante d’une algébre de Lie (ou idéal)

Une sous-algébre invariante g’ d’une algébre de Lie g est une sous-algébre tel
queVacgetVbeg, [ab] €g,soit encore C;° =0, i<k, s>k j
quelconque.

Théoréme C.24 :

Si G’ est un sous-groupe invariant de GG, alors g’ est une sous-algébre invariante
de g.
Preuve :

Soient
o b un vecteur tangent a la courbe analytique B(t) de G

o @' un vecteur tangent a la courbe analytique A(t) de G.

Alors [a/,b] est tangent & la courbe C(t) = A(Vt)B(VH) AW 'B(vt)™ L.
Comme G’ est un sous-groupe invariant, B(v/t)A(vt)"'B(vt)~' € G’ et donc
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C'(t) est une courbe analytique de G’. Ceci prouve que [d/, b] est tangent & une
courbe analytique de G’ et donc que [d/,b] € G'.

Théoréme C.25 :

Soit g l’algébre de Lie réelle correspondant au groupe de Lie linéaire G. Alors
chaque sous-algebre de g est 1’algebre de Lie d’exactement un sous-groupe de
Lie connexe de G.

Définition C.26 : Algebre de Lie simple

Une algebre de Lie g est dite simple si elle n’est pas abélienne et ne posséde pas
de sous-algebre de Lie propre invariante.

Définition C.27 : Algebre de Lie semi-simple

Une algebre de Lie g est dite semi-simple si elle ne posséde pas de sous-algébre
de Lie abélienne invariante.

Définition C.28 : Sous-groupe discret d’un groupe de Lie

Un sous-groupe H d’un groupe de Lie G est dit discret si

a) H est un groupe fini

ou

b) H posséde un nombre infini dénombrable d’éléments, tel qu’il existe un
voisinage de l'identité de G qui ne contienne aucun élément de H (excepté
e elle-méme). De fagon équivalente, H posséde un nombre infini dénombrable
d’éléments entourés chacun d’un voisinage sans éléments dans H .

Définition C.29 : Groupe de Lie simple

Un groupe de Lie G est simple s’il ne posséde pas de sous-groupe connexe de
Lie propre invariant. Le groupe GG peut donc posséder des sous-groupes discrets
invariants.

Ezxemple :

Le groupe SU(N) est simple pour N > 1.

L’élément g = e exp (%) appartient & SU(N). Cet élément g engendre un
sous-groupe discret cyclique invariant d’ordre N, Zy.

Définition C.30 : Groupe de Lie semi-simple
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Un groupe de Lie G est semi-simple s’il ne posséde pas de sous-groupe de Lie

abélien propre connexe et invariant.

Bien entendu, un groupe simple est semi-simple !

On notera que ces concepts de simplicité et semi-simplicité au niveau de 1’al-

gebre sont construits de telle sorte qu’ils découlent de ceux au niveau du groupe :

Proposition C.31 :

L’algébre de Lie d'un groupe simple est simple.
L’algébre de Lie d'un groupe semi-simple est semi-simple.
Exemples :

¢ Le groupe de Poincaré n’est pas semi-simple, puisque le sous-groupe des
translations est invariant

[P ey p] =0
[Ppa J;w] =1 (gup P, — Jup PM)
o SO(3) est simple
o SO(4) = SO(3) x SO(3) est semi-simple.
Nous allons maintenant présenter une caractérisation, due a Cartan, des al-
gebres de Lie semi-simples.

Tenseur de Cartan-Killing

Définition C.32 : Tenseur de Cartan-Killing
Le tenseur de Cartan-Killing g peut étre défini de deux fagons équivalentes :

o Par ses éléments de matrice, une base de l'algébre de Lie étant fixée,
suivant

gpa - Cpaﬂ Ooﬂa (: fpaﬂfgﬁa) : (ClO)
o En introduisant I'opérateur adjoint (noté ad), défini parll

X —  adX

WX (Y) = [X,Y] (C.11)

ce tenseur de Cartan-Killing peut étre défini par

Gpo = Tr(adX, adX,) . (C.12)
1. On notera également adX Y = adX (V).
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Preuve :

L’élément de matrice («, 5) de adX, est donné par [X,, X;3], (c’est le coefficient

a de I'image du vecteur X par 'opérateur adX,), qui vaut C pﬂa et donc la
trace de adX, ad X, est simplement

Qo o BB o B
C,C, 608 =, (C.13)

g g

qui est identique a Cpaﬁ C,p”

On vérifie immédiatement d’aprés les définitions équivalentes (C.10) et (C12)
que g est symétrique.

Théoréme C.33 : (Cartan)

Une algébre de Lie est semi-simple si et seulement si det g # 0.
Preuve :

Nous allons seulement montrer que det g #* 0 = algébre de Lie semi-simple.
Montrons donc que si §) est une sous-algébre abélienne invariante de g alors
det g = 0. On indexe par un indice latin 7, 7, --- < p les éléments de $. Consi-
dérons les éléments g,;, Vi < p. Comme §) est une sous-algébre invariante,
Cis* =0sia>p,etdonc

2
g =C,n C = C (C.14)
ce qui conduit encore, en utilisant le méme argument pour C pjﬂ , A

1 .
9pi = ij Cik:] . (015)

Comme $) est abélienne, C’Z.kj = 0, ce qui montre que Va, Vi < p, go; = 0.
D’ou detg=0.

Le tenseur g permet de définir un calcul covariant. Ainsi Cyyr = gar C’paa.
Exercice 3.1

On considére les transformations Fy du plan euclidien dans lui-méme

2’ =xcosh —ysinf +a
Yy =xsinf+ycosf+b .
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cosf —sinf a
Introduisant le vecteur X = (z,y,1),ona X' = MX ouM = | sinf cosf b

0 0 1
Montrer que les générateurs s’écrivent
0—1 0 001 000
Xg=1|(1 00 X,=10 00 Xp,=10 01
000 000 000
et qu’il vérifient
[Xo, Xa] = Xy
[XeaXb] — _Xa
[Xaa Xb] =0

Montrer que g, = et que Fy n’est pas semi-simple.

S O
o o O
o o O

C.2.3. Algebre de Lie compacte

Afin de définir la notion d’algébre de Lie compacte, quelques résultats préli-
minaires vont nous étre utiles.

Proposition C.34 :
L’opérateur ad vérifie, pour tout X et Y de g,

[adX ,adY] = ad[X,Y]. (C.16)

Preuve :

Il suffit pour cela de montrer que VZ € g,
lad X ,adY]Z =ad[X,Y] Z. (C.17)
D’une part,
ad [X,Y]Z =][X,Y], 7], (C.18)
et d’autre part

lad X,adY]Z =ad XadY Z —adYad X Z = [X,[Y, Z]] - [V, [ X, Z]] (C.19)
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En utilisant 'identité de Jacobi
(X, Y, Z]|+ [V, [Z, X]]+ [Z,[X,Y]]| =0 (C.20)
on a donc
lad X,ad Y] Z = [[X,Y], Z], (C.21)

q.e.d.

Le tenseur de Cartan-Killing (C.I0JC.12) permet de définir une forme bili-
néaire symétrique, dite forme de Killing.

Définition C.35 : Forme de Killing

La forme de Killing est définie par son action sur les vecteurs de 'algébre de
Lie g par
(X,Y)=Tr(ad X adY). (C.22)

En décomposant X = 27X, et Y = y° X, dans une base X, on peut bien siir
écrire

(X,Y) =29y gpo = 2" y° Cpaﬂ 5" (C.23)

Proposition C.36 : Invariance de la forme de Killing
La forme de Killing est invariante sous 'action de ad Z, 1.e.

VXY, Z€g, (adZX,Y)+ (X,adZY) =0, (C.24)
qui s’écrit encore

VX,Y,Z eg, ([Z,X],Y)+ (X,[Z,Y]) =0. (C.25)

Preuve :
On applique la relation [ad X,ad Y] Z = ad [X, Y] Z a chacun des deux termes

de l'eq. (C.29)) :

le premier s’écrit

([Z,X],Y) = Tr(ad[Z, X]adY) = Tr(jad Z, ad X]ad V)
= Tr(adZad X adY) — Tr(ad X ad Zad Y),
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et le second conduit a
(X,[Z2,Y]) =Tr(ad X][ad Z,ad Y]) = Tr(ad X ad ZadY) — Tr(ad X ad Y ad Z) .
En combinant ces deux résultats on obtient

(adZ X, Y)+ (X,adZY) =Tr(ad Zad X adY) — Tr(ad X ad Y ad Z) <£0.26)

par cyclicité de la trace, ¢.e.d.

On notera que cette invariance est somme toute naturelle, puisqu’elle corres-
pond a l'invariance du produit scalaire défini a ’aide de la forme de Killing sous
I’action de ad Z qui est un générateur infinitésimal de la représentation de I’al-
gébre de Lie sur elle-méme (voir plus loin la notion de représentation adjointe).

Définition C.37 : Algebre de Lie compacte
Une algebre de Lie g est dite compacte s’il existe sur g une forme quadratique
(, ) définie négative qui satisfait I'invariance (C.23]).

La forme de Cartan-Killing satisfait la condition (C.25), comme nous venons
de le montrer. On démontre que dans une algébre de Lie simple, les formes bili-
néaires invariantes au sens ((C.25)) sont toutes multiples de la forme de Killing. Il
nous suffit donc d’étudier la forme de Killing pour connaitre la nature compacte
ou non de I’algébre de Lie. Ceci nous améne au second théoréme de Cartan.

Théoréme C.38 : (Cartan)

Une algébre de Lie semi-simple g est compacte si et seulement si sa forme de
Killing est définie négative.

Théoréme C.39 :
L’algébre de Lie g d’'un groupe de Lie G compact (au sens topologique) est
compacte.

On trouvera une preuve de ce théoréme (qui utilise la mesure de Haar sur un
groupe compact, voir plus loin)

Dans le cas des groupes de matrices auquel nous nous limitons ici, il suffit que
la partie de R™ qui est en bijection avec G soit un compact pour que G soit
compact.

Rappel : sur R™ un compact est un fermé borné.
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De fagon générale, une forme quadratique définie sur une algebre de Lie com-
plexe est indéfinie. Donc (puisque c’est le cas en particulier pour la forme asso-
ciée & g), toute algebre de Lie complexe est non compacte.

Une algebre de Lie compacte est une forme réelle particuliére L” d’une algébre
de Lie complexe.

Théoréme C.40 :
Pour une algébre de Lie compacte semi-simple, C..f peut étre représenté par un
tenseur d’ordre 3 covariant, complétement antisymétrique.

Preuve :

CTSK — Cfrst gtﬁ
- Crst Ctmn Cfnm - _Csmt Ctrn Cfnm o Cmrt Ctsn Cfnm
- Csrlrfz Crtn Cﬁnm + Cmrt Ctsn C Km :

n
Cette derniére expression est invariante sous les permutations circulaires, et
antisymétrique en r, s. Donc C.4 est complétement antisymétrique.

D’autre part, puisque L est compacte, il est toujours possible par change-
ment de base d’écrire gy = —dy (en effet g est symétrique, réelle et définie
négative), et donc Cpgy = —Crf, (ou encore Cig = Crf en changeant le signe
des générateurs)).

Exercice 3.2

Montrer que C' = ¢g”” X, X, est un opérateur de Casimir, c’est-a-dire qu’il com-
mute avec tous les éléments de 'algébre de Lie

[Ca XT] = g [XpXoa XT] = ngXp [Xm XT] + g7 [Xpa XT] X,
= 9" X,C.} X0+ 97 C 2 X0 X, = 97 Co 0 X, X\ + g7 C 2 Xo X,

=g C M X, X\ + X0 X)) =97 g% Cror (X, X\ + X, X,)=0

A\ o \a g
~" ~"~

antisymétrique en p, A\ symétrique en p, A

Exercice 3.3
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Dans le cas particulier de la R-algebre de Lie su(2), vérifier qu’avec les norma-
lisations usuelles telles que X, = 0,/2 (ot 0, (1 = 1,2,3) sont les 3 matrices
de Pauli), g0 = —26,, .

Examinons le cas plus général d’une algébre de Lie semi-simple réelle quel-
conque.

Rappelons que par une transformation réelle orthogonale on peut toujours
diagonaliser la matrice réelle symétrique A (ici g) qui définit la forme quadra-
tique (ici la forme de Cartan-Killing), celle-ci ayant des valeurs propres non
nulles par hypothése de semi-simplicité.

En normalisant les vecteurs propres (ici les générateurs X; qui forme la nou-
velle base dans laquelle g est diagonale), on se rameéne ensuite & une forme
quadratique dont la matrice est uniquement constituée de coefficients diago-
naux, valant 0 (en nombre ny), —1 (en nombre n_) ou +1 (en nombre n,).
La signature de la forme quadratique est le triplet (ng,n_,n.), qui est un
invariant (par changement de base) d’aprés le théoréme d’inertie de Sylvester.

Dans le cas présent d’une algébre de Lie semi-simple, la forme est non dégé-
nérée, i.e. ng = 0. Si g posséde des valeurs propres positives, le théoréme de
Sylvester interdit de pouvoir changer leur signe, et g est non-compacte. Cela
sera possible a condition de multiplier chacun des générateurs de valeur propre
+1 par i, de facon a obtenir g sous la forme gy = —dy.

Une telle manipulation correspond a prendre une forme réelle particuliére de
I’extension complexe de la R—algébre de Lie initiale. Cela change la compacité
de la R—algebre ainsi construite par rapport a la R—algébre initiale.

La compacité est donc un cadre puissant :

¢ Elle permet d’obtenir foute la composante connexe de l'identité d’un
groupe a partir de I’exponentielle de son algébre de Lie (dans le cas général
on a seulement accés a un voisinage de 'identité).

o L’étude des représentations des groupes compacts est beaucoup plus simple.

En outre, tous les résultats classiques valables pour les groupes finis (applica-
tion & la cristallographie par exemple) s’étendent sans difficulté aux groupes
compacts. En effet, la somme sur les éléments d’un groupe fini peut étre rem-
placée par une intégrale : pour tout groupe G compact, il existe une mesure de
Haar unique t.q.

¢ La mesure est invariante a gauche et a droite, i.e. V f continue sur G,

VheG, [,f(9)dg= [, f(hg)dg = [, f(gh)dg
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¢ Le volume du groupe est fini. On peut normaliser la mesure de Haar de
sorte que fG dg=1.

On notera que les théories de jauge non abéliennes sont basées sur les groupes
compacts.

C.2.4. Classification

Le théoréme suivant permet de ramener ’étude de la classification des al-
gebres de Lie a celle des algebres simples.

Théoréme C.41 :

Toute algébre de Lie g peut s’écrire sous la forme g = @ générateurs abéliens
@ sous-algeébres simples.

Les algebres de Lie simples réelles et complexes sont complétement classifiées
(Killing, Cartan). Cette classification dépasse le cadre de ce cours. Nous al-
lons simplement donner la classification des C—algebres de Lie, ce qui nous
permettra de caractériser les groupes de Lie classiques et leurs algebres de Lie.

Transformations unitaires : U(N) et SU(N)

Soient ¢ et n € CV qui se transforment sous 'action de matrices complexes
N x N suivant :

YU € GL(N,C), n°—=n*=U%n" et & —=*=0%¢. (C.27)

La loi de transformation est ici écrite de facon covariante : les composantes de
¢ et n sont par définition des quantités contravariantes, notées £* et n*, qui se
transforment sous l'action de la matrice U dont les éléments de matrice (U)g
permettent de définir

U, = (U (C.28)

de sorte que les vecteurs images £’ et 1’ sont bien eux aussi contravariants.
La transposée U! de la matrice U a pour éléments de matrice

(UNap = (U)pe = U, . (C.29)
Par définition, U(N) est I’ensemble des matrices qui laissent invariant /¢ =
RS
Sous l'action d'une matrice de U(N), 7%? devient 76" = U" 7P U, £¢ = q* &2

donc U*, U?, = & soit encore (U')?,U%, = 6%, ce qui signific matriciellement
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queU U=1,ie UtU =1, ou

1 NxN

On montre de la méme facon que UUT = 1.

Remarque : il n’est bien str pas indispensable d’utiliser les notations cova-
riantes pour ce calcul élémentaire. Le seul intérét est ici de se familiariser avec

ces manipulations, utiles pour I’étude générale des représentations irréductibles
de SU(N) a l’aide des tableaux de Young.

L’algebre de Lie de U(N) s’obtient aisément en écrivant la condition d’uni-
tarité sous la forme

1+ X)1+ X))~ 14+ (X, + X)) (C.30)

qui conduit donc & X, = — X : les générateurs de U(N) sont donc formés des
matrices antihermitiennes, au nombre de N2 (voir ci-dessous).

Les transformations particuliéres £ — e'®¢® appartiennent a U(N), et cor-
respondent au sous-groupe U(1), de générateur i1 .

On se rameéne a un groupe simple, en imposant que les générateurs soient
orthogonaux a 1y, i.e. dpe(Xa)pe = 0 soit (X,)p = 0 ou encore Tr X, = 0.

Ceci définit 'algeébre de Lie de SU(N), qui est formée de N2 — 1 générateurs
(voir ci-dessous).

Remarques :

o Pour U(N), UTU = 1 conduit & |det U]?> = 1 donc det U = .

¢ a la condition Tr X, = 0 au niveau de l'algébre correspond la condition
det U = 1 pour le groupe.

o Pour toute matrice n X n (supposée diagonalisable),

det(14+eX)=1+¢eTr X + O(e?). (C.31)

Preuves :
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Pour la seconde remarque, on écrit, dans un voisinage de l'identité, U = ¥ et
I'on diagonalise X, sous la forme X = PAP™! oit A = Diag(\;,---),). Alors
expX = PexpAP !et

det U = detexp A = expTrA = expTr X , q.e.d..

Pour la troisiéme remarque, il suffit de diagonaliser la matrice X . On écrit
donc X = PA P!, ot A = Diag(A1, -+ \n), ce qui conduit & det(1 + X)) =
det(P (1+¢eA) P71) = det(1+¢eA) ~ 14+ Tr A+O(g?), ce qui méne au résultat
puisque TrDA = TrX .

Nombre de générateurs :

N(N -1
N+2%:N2

N(N —-1)
parameétres réels,

N coefficients imaginaires purs diagonaux
: . =
coefficients non diagonaux complexes

ce qui donne le nombre de générateurs de U(N),

Pour SU(N), la condition supplémentaire det U = 1, qui est équivalente a
Tr X = 0, correspond donc a un parameétre en moins, ce qui laisse finalement
N? — 1 paramétres réels.

Résumé
spécial matrices N x N
(det=1)\, ./
SU(N) N? — 1 générateurs = matrices anti-hermitiennes N x N,
T de trace nulle
unitaire

La R—algébre de Lie su(NV, R) est la seule forme réelle compacte de la C—algébre
de Lie sl(N, C) , constituée des matrices complexes N x N de trace nulle. C’est
une sous-algébre de Lie de I'algebre de Lie de 'algébre gl(/V, C) constituée des
matrices complexes N x N . Dans la classification de Cartan, c’est ’algebre de
Lie AN—l-

Transformations orthogonales : O(N) et SO(N)

Soient 7,£ € R". Par définition, O(N) = est I’ensemble des matrices réelles
A qui laissent invariant n%® = n'¢. Ceci s’écrit A'A = A A = 1, c’est-a-dire,
au niveau de 'algebre de Lie, T% + (T*)" = 0, qui correspondent aux matrices
antisymétriques N x N.

208



C.2. Quelques résultats sur les groupes et algébres de Lie

Remarque : O(N) contient des transformations discrétes, qui n’ont pas d’ana-
logue dans I’algébre de Lie. On se débarrasse de ces transformations en consi-
dérant SO(N) qui impose la contrainte det A = 1.

Nombre de générateurs :

Chaque élément de O(N) posséde N? éléments de matrice.

N(N —1
La contrainte ATA = A AT = 1 impose donc (

nalité €; - €; =0 (i # j) .

conditions d’orthogo-

Les N conditions d’orthogonalité €; - €; = 1 réduisent le nombre de générateurs :
au total, o(/N) posséde

N(N -1 N(N —1
N2 — |:N—|— %] = % générateurs.

L’algébre o(N, R) est la seule forme réelle compacte de la C—algebre de Lie
o(N,C), qui est constituée des matrices complexes N x N antisymétriques.
Dans la classification de Cartan, o(2N + 1,C) est notée By et o(2N,C) est
notée Dy .

Remarques :

o O(N) n’est pas connexe (& cause des symétries miroirs, discrétes).
o SO(N) est connexe

o SO(N) n’est pas simplement connexe pour N > 3

Groupes symplectiques :

Soient 7, € R*¥. Par définition, S,(2N) est le groupe des matrices qui
préserve le produit scalaire antisymétrique n*E,£° avec

0o | 1
Bu= |- | — (©:52)
-1 | 0
NS
blocs N x N (C.33)

L’algébre de Lie correspondante posséde N (2N + 1) générateurs. Elle est non
compacte. La C—algébre de Lie est notée sp(2NV,C), ou encore Cy dans la
classification de Cartan.
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Un exemple de structure symplectique est fourni par le crochets de Poisson.

Groupes exceptionnels : Go, Fy, Eg, E7, Ex

Ces groupes sont en particulier utilisés dans certains modéles d’unification
des interactions fondamentales, par exemple en théorie des cordes.

Bien entendu, nous n’avons pas épuisé, comme le lecteur attentif I’aura com-
pris, toute les R—algébres de Lie simples dans ce qui vient d’étre présenté. En
effet, a chaque C—algebre de Lie simple que nous venons de décrire corres-
pondent plusieurs formes réelles. On trouvera le détail de cette classification
dans

C.3. Représentation des algebres et groupes de Lie
C.3.1. Concepts de base

Définition C.42 : Représentation d’une algébre de Lie g

Soit V' un espace vectoriel sur R ou C. On dit que D est une représentation
linéaire de g dans I’espace vectoriel V' si

[D(A), D(B)] = D([A, B])
D(aA+pB) = aD(A)+ BD(B). (C.34)

Théoréme C.43 :
Une représentation Dg d’un groupe G induit par différentiation une représen-
tation Dy de son algebre de Lie.

Preuve :

Il suffit de définir Dy(T},) par Dg(1+tT, +o(t)) = 14+t Dg(1,) + o(t) , ce qui
est équivalent a poser que

d
Dy(Ta) = %DG(etTA) -
t=

Pour montrer que 'on a ainsi construit une représentation de g, considérons la
courbe

C(t) = AWHOBWHANY)IB(Vt) L =14+ t[T,, Ty) + o(t)
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ot A(t) et B(t) sont des courbes analytiques de GG de vecteurs tangents respectifs
T, et Ty. On a donc Dg(C(t)) = Dg(1 + t|T,,Ty] + o(t)) , soit encore

Dy([T0. T) = L Du(C(1))

dt t=0

Or par morphisme de D,
Da(C(t)) = Da(A(V1)) Da(B(V1)) Dg' (A(VE) D' (B(V1))
qui s’écrit encore, apres développement en série,
De(C(t)) = 1+ t[Dy(T0), Dg(T3)] + o(2) ,

d’ou

Remarque :

On notera le fait trés important suivant, qui justifie la définition d’une
représentation d’'une algébre de Lie : les relations de commutation (7,,7;] =
if ;T des générateurs de 'algébre de Lie sont préservées au niveau de sa re-
présentation, et donc les constantes de structure sont préservées :

[D(Ta), D(Ty)] = i, “D(Te) - (C.35)

C.3.2. Exemples importants de représentations
Représentation fondamentale

Pour un groupe de matrices sous-groupe de GL(N,R) (ou de GL(N, C)), elle
est définie par D(A) = A . L’espace vectoriel de la représentation est donc RY
(ou CV), et sa dimension est N, qu’il ne faut pas confondre avec la dimension
du groupe. Cette relation définit aussi bien la représentation fondamentale du
groupe que de son algebre.

Représentation adjointe

¢ Sur le groupe :

Sur le groupe G, I'application g — ad g définie par ad g(h) = ghg™! est
une représentation de GG sur lui-méme.
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Preuve :

Vg1, , g2 € G,Vh € G,ad(g1 g2)(h) = (g1 92) h (g1 92) " = g1(g2hgs") g1’
= adgi(ady(h))

ce qui prouve que ’on a bien construit un morphisme.

¢ Sur 'algebre :
A cette représentation sur le groupe correspond la représentation X —
adX définie par adX (Y) = [X,Y].

Preuve :

Il suffit de différentier exp(t.X)Y exp(—tX) en t = 0 pour en déduire 'ex-
pression de la représentation adjointe sur 1’algébre de Lie. Le théoréme
précédent assure que ’'on a bien une représentation. Il est cependant ins-
tructif de le vérifier directement de deux facons différentes :

— de maniére intrinséque, nous avons montré (voir eq. (C.16)) que
lad X,adY] = ad [X,Y].

— matriciellement, en définissant les constantes de structure par

[X;, X;] = C;;" X, dans la base X, on peut construire cette représen-

tation par [D(Xi)]kj = C’ijk, soit Z[D(Xi)]ijk = [X;, X;] qui se
k
visualise sous la forme
J
I
I = D(X;)
I/
N

%:[D(Xi)]ijk = image du vecteur X

Sous cette forme, il suffit donc de vérifier que [D(X;), D(X;)]%; =
D([X5, X5])% -

Preuve :

D([X:, Xj))%5 = [D(Cf* X3)]"5 = Cif [D(Xi)]5

Or D(XZ-)O‘VD(X]-)VB — D(Xj)a D(Xi)Wﬁ = C’wang — Cj,YO‘C’wV
_ @ ary
- _Cw' ng o Cvj Cﬂi

= Cijvcﬂyﬂa = Cijv[D(X”Y)]aﬂ

v
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ce qui prouve le résultat.

Avec les notations des physiciens, correspondant a [T, T3] = if,,“T¢,
D(T,)", =if,? ou encore ad T,(T}) = [Ty, Ty).

C

Remarque :

¢ Pour une algébre de Lie semi-simple compacte, on a montré, voir Th. [C .40,
que l'on peut écrire simplement D(T,),. = —ifwe que 'on note aussi
(T)p. = —ifupe (avec A comme « adjoint » ), la position des indices n’ayant

alors pas de signification particuliére. C’est par exemple le cas de I'algebre
de Lie de SU(N).

o La dimension de la représentation adjointe est égale a la dimension du
groupe.

En revanche les générateurs X, peuvent étre dans une représentation com-
pletement arbitraire. La seule chose qui compte finalement est que leur
nombre soit la dimension du groupe (qu’il ne faut surtout pas confondre
avec la dimension d de la représentation des générateurs X, (i.e. les X,
sont des matrices d x d)). On obtient ainsi différentes formes isomorphes
de la représentation adjointe.

Exemple : SU(2)

Le cas bien connu du groupe SU(2), permet d’illustrer les deux représenta-
tions précédentes.

o

o Représentation fondamentale : matrices — (3 matrices 2 x 2)

¢ Représentation adjointe : c’est la représentation vectorielle que I'on peut
aussi fabriquer a partir des rotations infinitésimales (Ji);; = —icg; =
—ig;ji (3 matrices 3 x 3).

En tant que matrice, Tf agit comme une matrice n X n (n = dimension
du groupe). En revanche si I’on décide de décrire T comme un opérateur
construit & partir d’une représentation donnée (en général la représenta-
tion fondamentale) de dimension d, alors

TAT) = [T,, Ty T, : pour a fixé, c’est une matrice d x d
N 71 indices possibles
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Notations usuelles dans la littérature : ad < T4 < T pour 1'adjointe

T/ < t pour la fondamentale.

Il est assez usuel d’utiliser les indices i, j, k pour les coefficients des gé-
nérateurs de la (des) représentation(s) fondamentale(s), et a, b, ¢ pour les
coefficients des générateurs de la représentation adjointe.

Dans les théories de Yang-Mills, les champs de jauge apparaissent na-
turellement comme se transformant sous le groupe de jauge suivant la
représentation adjointe du groupe.

C.3.3. Quelques éléments concernant les représentations du
groupe de Lorentz

Représentations de dimension finie

Considérons les deux groupes O(3,1) et O(4) . La topologie de ces deux va-
riétés différe notablement, la premiére étant non-compacte alors que la seconde

est compacte, comme illustré dans la fig. [C.Tl

La variété de O(3,1) a 4 dimensions La variété de O(4) a 4 dimensions

FIGURE C.1. — Visualisation symbolique des variétés correspondant aux
groupes O(3, 1) et O(4). A gauche, hyperboloide (correspondant
a 0(3,1)). A droite, ellipsoide (correspondant a O(4) .

Le chapitre[lest consacré a I’étude détaillée du groupe de Lorentz. En particu-
lier, nous construisons son algébre de Lie. Elle est constituée de 6 générateurs :

o Ji, Jo, J3 générateurs des rotations

o Ky, Ko, K3 générateurs des boosts

qui satisfont les relations de commutation :

i, Jjl = ieij i
(K, K] = —icije Ji
Ji, K] = i Ki
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Cette R—algebre s0(3, 1; R) est non compacte. Ceci est directement relié au fait
que le groupe de Lorentz est non compact : les rapidités ¢ qui codent les boosts
e K suivant 'axe 77 varient sur tout R, qui n’est pas compact, contrairement
aux rotations pour lesquelles ’angle de rotation peut étre ramené a varier sur

un domaine compact de R..
On pose

(

M =

No= (TR
L 2
Avec M et N on construit une nouvelle algébre de Lie sur R. C’est la forme
réelle compacte de la C—algébre de Lie s0(4), dont s0(3,1;R) est une autre
forme réelle.

L’algebre de Lie ainsi obtenue satisfait les relations de commutation sui-
vantes :

[Mi,Mj] = iEijk Mk
[NZ',N]'] z'sz-jk Nk
[M;, M;] = 0.

L’algébre de Lie obtenue est donc tout simplement celle de SU(2) x SU(2),
c’est-a-dire su(2) @ su(2). On notera que la C—algebre de Lie s[(2) du groupe
SL(2,C) peut étre vue comme une R—algébre de Lie de dimension 6, qui est
précisément su(2) @ isu(2) ~ su(2) & su(2).

Cette derniére R—algebre de Lie su(2) @ su(2) de dimension 6 est la forme
réelle compacte de I'algébre de Lie du groupe non-compact SO(3,1).

Le groupe SL(2,C) est le groupe de recouvrement de SO(3,1) et de SO(4),
de la méme fagon que SU(2) est le groupe de recouvrement de SO(3).

La construction des représentations correspondantes est alors standard : elle
repose sur le fait que les représentations irréductibles de su(2) sont constituées
des matrices n X n avec n = 25 + 1 ou j est un entier naturel.

Résumé :
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¢ non compact
groupe SO(3,1)

— R—algébre ¢ SO(3,1) est doublement connexe

s0(3,1)
¢ possede des représentations pro-

jectives complexification

hY

s0(4,C)
/( complexification

o compact mais SO(4) est double-
ment connexe

groupe SO(4)
— R—algebre
su(2) @ su(2) o SL(2,C) est simplement connexe

o SL(2,C) ne posséde que des
vrales représentations, construites
a partir de celles de su(2) @ su(2)

Formellement, le point clef qui assure 1’absence de représentation projectives
dans les groupes SU(2) et SL(2, C) est le fait que ces groupes sont semi-simples,
et simplement connexes, i.e. que leur groupe d’homotopie est trivial. Ceci signi-
fie que tout chemin sur le groupe est réductible & un chemin, ce qui n’est pas
le cas de SO(3), de SO(3,1) ou de SO(4) par exemple. Ceci justifie le passage
de SO(3) a SU(2) oude SO(3,1) a SL(2, C) puisque ces groupes n’ont que des
vraies représentations, ce qui est beaucoup plus simple & manipuler mathéma-
tiquement, au prix de I'introduction des spins demi-entiers qui caractérisent ces
représentations.

D’autre part, le passage & des groupes compacts (« trick unitaire » inventé
par Hermann Weyl) facilite grandement I’étude des représentations : on peut
ainsi se ramener a 1’étude des représentations unitaires comme on 1’a vu dans
I’étude des représentation des groupes compacts. Or toute représentation uni-
taire de dimension finie d’un groupe matriciel est réductible, ce qui nous rameéne
a I’étude des représentations irréductibles.

Nous espérons avoir convaincu le lecteur sur cet exemple que I'introduction de
notions aussi complexes (dans tous les sens du terme) est pertinente physique-
ment !
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Représentations de dimensions infinies

L’étude générale des représentations de dimension infinie de Ll est un sujet
tres vaste.

Nous allons ici nous contenter de discuter un ensemble de représentations
unitaires de dimensions infinies, qui s’obtiennent en faisant agir un groupe de
Lie GG sur des espaces de fonctions de carré sommable :

V g € G, on associe la transformation 7, agissant sur les fonctions

f:M — R
z = f(z) (C.36)
par
f@) 2 (Tyf) (@) = f (g7') . (C.37)

On vérifiera facilement que 71" est une représentation de GG. Ceci d’applique tout
particulicrement & G = SO(3) et G = L.

Cette représentation est unitaire comme il est facile de le voir par changement
de variable d’intégration.
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D. Symboles et tenseurs de
Levi-Civita

D.1. Symbole de Levi-Civita dans I'espace

euclidien
D.1.1. 2d
A deux dimensions, on définit
eij = +1 st (i,5)=(1,2)
= -1 si (i,5) =(2,1)
0 si 2=

Il est facile de voir que

€ij Emn = 52m 5jn - 5211 5jm .

Aprés une contraction sur une paire d’indices, on obtient

€ij €in = 5jna

puisque

5@25311 — 5m(5ﬂ = 25]71 — 5jn = 5jn .

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

Partant de I'Eq. (D.3]), une contraction supplémentaire conduit finalement a

Gij Gij =2.

D.1.2. 3d

A trois dimensions, on définit

gije = +1 si (i,7,k) = permutation paire de (1,2, 3)
= —1 si (i,7,k) = permutation impaire de (1,2, 3)

= (0 sinon.

(D.5)

(D.6)
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On peut facilement montrer que

5i€ 5im 5171
Eijk€emn = [0je Ojm Ojn| . (D.7)
Okt Okm Okn

En effet, il y a 6 termes, ce qui se déduit du fait qu’a 3d, ¢, 5 et k, ainsi que /,
m et n peuvent prendre 3 différentes valeurs 1,2, 3 : ainsi ¢ doit étre égal a ¢,
m ou n, ce qui force j a étre égal a I'un des deux indices restants ¢, m ou n,
de sorte que k est le dernier, i.e. 3 X 2 x 1 = 6 choix. Le premier choix i = ¢,
Jj=m, k=n,1ie 0;mdr,, donne, sans somme sur les indices, 5?jk = +1, alors
que les 5 autres termes s’obtiennent simplement par permutation des indices,
en prenant en compte le signe provenant du produit des deux e.

Une seule contraction conduit a

Eijk Eimn = 5jm 5kn - 5jn 5km . (DS)

Une contraction supplémentaire méne a

Eijk Eijn = 20kn (D.9)

puisque
6jj6kn - 6jn5kj = 36kn - 5/€n = 25kn . (DlO)

Finalement, une derniére contraction donne

Eijk €ijk = 31=6. (Dll)
D.1.3. Cas général
En dimension n, on note
Eiyigi, = +1 st (i1,19, -+ ,4,) = permutation paire de (1,2,---,n)
= —1 si (i,42,-*,%,) = permutation impaire de (1,2, - ,n)
0 sinon. (D.12)

Considérons une matrice n x n A, dont les éléments de matrices sont notés a;;.
Son déterminant est donné par

1
det A = Eiyeeiy Aiy * ° * Apg,, = E Eirovin Egregin Qiggy =" Qi g, (D13)
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et

ailjl cee ainjn Eiyeriy — (det A) €j1"'jn s (D14)

qui peut étre compris comme la fagon dont le symbole de Levi-Civita se trans-
forme sous une transformation linéaire arbitraire.

D.1.4. Transformation sous O(n) et SO(n)

Nous rappelons que les transformations orthogonales, éléments du groupe

O(n),

R" — R" (D.15)
z +— O avecz' = O' 2’ (D.16)

sont caractérisées par la contrainte
O0'=0'0=1. (D.17)

En prenant le déterminant des deux membres, il est facile de voir que det O =
+1. Le cas det O = 1 définit le sous-groupe SO(n), appelé groupe spécial
orthogonal, par extension du groupe des rotations en dimensions n = 2 ou
n = 3.

En insérant ceci dans la transformation générale (D.14]) du symbole de Levi-
Civita, nous voyons quel

Oi1j1 cee Oinjn Eiyeiy — (det O) Ejijn » aAVEC det O = +£1. (D18)

Le symbole de Levi-Civita est donc un pseudo-tenseur, puisqu’il prolonge na-
turellement ce qui se produit en 3d :

© sous une rotation, i.e. une transformation spéciale orthogonale, de déter-
minant 41, le symbole de Levi-Civita est inchangé.

¢ sous une transformation orthogonale de déterminant —1, par exemple
une réflexion dans un nombre impair de dimensions (comme 'espace 3d
familier de la géométrie euclidienne), appelée parité P, il devrait acquérir
un signe moins s’il s’agissait d’un tenseur, réalisé par exemple comme le
produit direct des composantes d'un vecteur V¢, as V1V ... Vi Dans
le cas présent, il reste invariant, d’oti le nom de pseudo-tenseur.

1. Nous travaillons ici dans ’espace euclidien R", avec une métrique triviale donnée par la matrice d’identité,
donc la position haute ou basse des indices est arbitraire.
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D.2. Tenseur de Levi-Civita dans l'espace de
Minkowski 4d

Considérons a présent ’espace de Minkowski, avec la métrique usuelle g,,.
Le tenseur Levi-Civita & 4 composantes contravariantes est défini par

e’ = +1 if (p,v,p,0)= even permutation of (0,1,2,3)
= —1 if (uvpo)= odd permutation of (0,1,2,3)
= 0 otherwise. (D.19)
En utilisant comme d’habitude le tenseur métrique g, et son inverse, on peut

monter ou descendre n’importe quel indice.
Comme det g = —1, on a

Epvpe = —EMP7. (D.20)

Il faut faire attention au fait que la normalisation de £**7? est conventionnelle.
Dans certains manuels/articles, il est défini avec un signe opposé. Nous utilisons
ici la convention de Jackson, Itzykson-Zuber et Peskin-Schroeder.

D.2.1. Identités de contraction

Les identités de contraction successives suivantes sont satisfaites.

ghveo VP — _ det g o = [V, P, O ligne
o = .,V po  colonme  (D.21)
ghvpe EM”I”/”I — — det ¢ a = v,p,0 ligne
o = vV p o colonne (D.22)
e e el — 9 (gpp/g""/ — gp"/gp/”> : (D.23)
ghvre swpgl = —6g°7 . (D.24)
NP e pppe = —41 = =24 (D.25)
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D.2.2. Relation avec le symbole de Levi-Civita

€Oijk = Eijk = —E0ijk - (D26)

D.2.3. Comportement sous les transformations de Lorentz

Sous les transformations de Lorentz, le tenseur de Levi-Civita se transforme
de la facon suivante

[N

gtro A“M, L\ App, A% etV P7 = det At (D.27)
Donc :

o sous les transformations propres (£, : det A = +1), e#P? est invariant.
Cela inclut les boosts et les rotations.

o sous des transformations impropres (£L_ : det A = —1), "7 est renverseé.
Ceci inclut T' et P séparément.

En conclusion,

eMP? est un pseudo-tenseur sous les transformations de Lorentz.| (D.28)
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E. Analyse dimensionnelle en
physique des hautes énergies

E.1. Systéme d’unités naturelles en physique des
hautes énergies

En physique des hautes énergies, il est habituel de choisir un systéme d’unités
dans lequel

c =1, (E.1)
h = 1. (E.2)

Comme [¢] = L/T, prendre ¢ = 1 signifie que [L] = [T].

Par ailleurs, nous savons que [h] = M L*T~! (par exemple en partant de £ =
hv). Dans un systéme d’unités dans lequel ¢ = 1, nous avons donc [h] = M L et le
fait de choisir i = 1 conduit & M = L~!. Finalement, comme [P] = M|c| = M,
nous déduisons les regles suivantes pour ’analyse dimensionnelle :

Pl=[Bl=M=7=r (E3)

Comme

hxc = 1.055x 10721J -5 x 2.998 x 10°m/s = 3.161 x 1072°] - 5 - m
= 1.973x 107V -m

ceci signifie qu’en unités naturelles,

1 fm ~ 1/(200 MeV).. (E.4)

De méme, ¢ = 1 implique que

1fm ~ 3.3 x 10724, (E.5)

etde1lJ=1kg - m?-s? on tire
1GeV ~ 1.6 x 107197 = 1.6 x 1071%(3 x 10%) 72

1.e.

1 GeV ~ 1.8 x 107 %Ts. (E.6)
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E.2. Analyse dimensionnelle en théorie des champs

Voyons comment cela s’applique a la théorie des champs. Puisque I’action a
la dimension de A, cela signifie qu’elle est sans dimension en unités naturelles.
Maintenant, partant du fait que S = [ d*z L, ceci signifie que

(L] = M*, (E.7)

La structure du terme cinétique, imposée par le fait qu’il doit étre quadratique
en 0,¢ (présence d'une dérivée temporelle et covariance de Lorentz), avec donc,
pour un champ sans masse,

Liin = 5(06)(0"9) (£

conduit alors a

6] = M. (E9)

De facon similaire, partant du Lagrangien

1

nous déduisons que le champ du photon a pour dimension

[AM] = M . (E.11)
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