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Chapitre 1Intégrale de 
hemin et méthodesfon
tionnellesDans 
e 
hapitre, nous allons tout d'abord relier la mé
anique quantique usuelle baséesur l'algèbre des opérateurs à l'appro
he de Feynman en terme d'intégrale sur des 
hemins
lassiques.La généralisation au 
as des systèmes possédant un nombre in�ni de degrés de liberténous permettra alors de donner une formulation de la théorie quantique des 
hamps en tantqu'intégrale fon
tionnelle sur des 
hamps 
lassiques.Nous terminerons 
e 
hapitre par une dis
ussion détaillée de la quanti�
ation de l'éle
tro-magnétisme dans le formalisme fon
tionnel, 
omme préambule à la quanti�
ation des théoriesde jauge non-abéliennes qui sera examinée plus loin.1.1 La mé
anique quantique revisitée1.1.1 Amplitude de probabilité in�nitésimaleConsidérons un système quantique (pour le moment bosonique), auquel on asso
ie lesopérateurs Qi (
oordonnées) et Pi (moment)
[Qi, Pj] = iδij [Qi, Qj] = [Pi, Pj] = 0(en théorie des 
hamps on aura Qi → Qa(~x) et Pi → Pa(~x) où a symbolise unindi
e d'espè
e éventuel, ou un indi
e 
odant la représentation d'espa
e-temps du 
hamp),par exemple un indi
e spinoriel ou ve
toriel, et δij → δ3(~x− ~y)δab).Dans 
ette représentation de S
hrödinger pour l'opérateur Qi, on asso
ie une base 
om-mune d'états propres |q >, tels que

Qi |q〉 = qi |q〉ave

〈q′|q〉 = δ(q′ − q) et 1l =

∫ ∏

i

dqi |q〉〈q| .De même, on dé�nit une base 
ommune d'états propres |p > pour l'opérateur Pi, tels que
Pi |p〉 = pi |p〉1



2 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESave

〈p′|p〉 = δ(p′ − p) et 1l =

∫ ∏

i

dpi |p〉〈p| .La relation de 
ommutation
[Qi, Pj] = i δij
onduit alors à

〈q|p〉 =
∏

i

1√
2π

eiqipi .A�n d'alléger les notations, on 
onsidérera dans la suite un système possédant une seuledimension d'espa
e, la généralisation aux systèmes à plusieurs dimensions étant immédiate.Les opérateurs en représentation d'Heisenberg sont donnés par
{
Q(t) = eiHtQe−iHt

P (t) = eiHt P e−iHt (1.1)où H est l'hamiltonien 
omplet. Les états propres de Qi(t) et Pi(t) sont
{

|q, t〉 = eiHt|q〉
|p, t〉 = eiHt|p〉Remarque:Il ne faut pas 
onfondre l'état propre |q, t〉 de Qi(t) ave
 |q(t)〉 = e−iHt|q〉 qui représentel'évolution de l'état propre |q〉 de Q dans la représentation de S
hrödinger. Dans 
e dernier
as,

〈q′|Q(t)|q〉 = 〈q′(t)|Q|q(t)〉dépend en général de t. En revan
he,
〈q′|Q|q〉 = 〈q′, t|Q(t)|q, t〉 = q δ(q − q′)est indépendant de t puisque Q est un opérateur sans dépendan
e expli
ite en t.Les états ainsi dé�nis satisfont

〈q′, t|q, t〉 = δ(q′ − q)

〈p′, t|p, t〉 = δ(p′ − p)et
∫ ∏

i

dqi |q, t〉〈q, t| = 1

∫ ∏

i

dpi |p, t〉〈q, t| = 1ave

〈q, t|p, t〉 =

∏

i

1√
2π

ei pi qi . (1.2)



1.1. LA MÉCANIQUE QUANTIQUE REVISITÉE 3Supposons maintenant qu'une mesure à l'instant t montre que le système est dans l'état |q, t〉.Nous allons évaluer l'amplitude de probabilité 〈q′, t′|q, t〉 pour qu'à l'instant t′ il soit dansl'état |q′, t〉.Considérons d'abord le 
as d'une évolution in�nitésimale, et notons t = τ et t′ = τ + dτ.Alors
〈q′, τ + dτ |q, τ〉 = 〈q′, τ |e−iHdτ |q, τ〉 . (1.3)D'après la représentation d'Heisenberg (1.1),

H ≡ H(Q,P ) (1.4)
= eiHtH(Q,P ) e−iHt (
ar [H,H ] = 0) (1.5)
= H(Q(t), P (t)) (1.6)On suppose que H est é
rit (parmi toutes les possibilités) de telle sorte que tous lesopérateurs Q sont à gau
he des opérateurs P .Comme e−iHdτ ∼

dτ≪1
1 − iHdτ , on peut alors rempla
er, dans le 
al
ul de (1.3), Qi(t) et

Pi(t) par leurs valeurs propres qi et pi. En insérant l'identité, on obtient
〈q′, τ + dτ |q, τ〉 =

∫
dp 〈q′, τ | e−iHdτ |p, τ〉〈p, τ |q, τ〉 (1.7)où

e−iHdτ = U(τ, τ + dτ)est l'opérateur d'évolution in�nitésimal. D'après (1.4) et (1.2) on a don

〈q′, τ + dτ |q, τ〉 =

∫
dp

2π
ei(q′−q) p (1 − iH(q′, p) dτ) =

∫
dp

2π
e−iH(q′, p)dτ+i(q′−q) p . (1.8)1.1.2 Cas d'un hamiltonien quadratique en PSupposons que H est de la forme H = p2

2m
+V (Q, t). Alors, en réintroduisant le fa
teur ~,

〈q′, τ + ∆τ |q, τ〉 =

∫
dp

2π~
e
− i

~

p2

2m
∆τ +

i

~
(q′ − q)p− i

~
V (q, t)∆τ (1.9)

=

∫
dp

2π~
e
−i ∆τ

2m~

[
p−m

(q′ − q)

∆τ

]2

+ i
m(q′ − q)2

2∆τ~
− i

~
V (q, t)∆τ

.Pour assurer la 
onvergen
e de 
ette intégrale, nous allons formellement e�e
tuer le rempla-
ement ∆τ → ∆τ(1 − iε) où ǫ→ 0+ .En utilisant l'intégrale gaussienne bien 
onnue
∫ +∞

−∞
dx e−ax2

=

√
π

al'amplitude de probabilité (1.9) devient
〈q′, τ + ∆τ |q, τ〉 =

(
me−i π

2

~ 2π∆τ

)1/2

e
i
m

2

(q′ − q)2

~∆τ
− i

~
V (q, t)∆τ

. (1.10)



4 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESEn é
rivant q′−q
∆τ

∼ q̇ , on a alors
i
m

2

(q′ − q)2

∆τ
− iV (q, t)∆τ ∼ i L(q, q̇)∆τ ,soit

〈q′, τ + ∆τ |q, τ〉 =

(
me−i π

2

~ 2π∆τ

)1/2

e

i

~
L(q, q̇)∆τ

. (1.11)1.1.3 Cohéren
e de l'appro
heL'appro
he pré
édente satisfait la 
ontrainte physique
< q′, τ + ∆τ |q, τ > →

∆τ→0
δ(q′ − q)Preuve:Dans la limite ∆τ → 0, la relation (1.11) se réduit à

< q′, τ + δτ |q, τ > ∼
∆τ→0

(
me−i π

2

~ 2π∆τ

) 1
2

e
im
2

(q′−q)2

~∆τ .Cette dernière expression tend vers δ(q′− q). Ce
i se véri�e aisément en 
onsidérant la trans-formée de Fourier et en montrant qu'elle tend vers 1 dans la limite où ∆τ → 0. Notonsque par la méthode de la phase os
illante, si ∆τ → 0 seul |q′ − q| <∼
(

~∆τ
m

)1/2 donne une
ontribution non négligeable. Ce domaine 
orrespond à l'étalement typique du mouvementbrownien. La normalisation est automatiquement 
orre
te par transformation gaussienne.Examinons à présent à quelle 
ondition la manipulation des opérateurs P et Q dans H estsous 
ontr�le, et à quelle 
ondition le rempla
ement de Q(t) et P (t) par leurs valeurs propresdans e−iHdτ est li
ite.Si (q′ − q) ≫
(

~∆τ
m

)1/2, l'amplitude de probabilité os
ille fortement et la 
ontributiondevient négligeable.En partant de l'identité eA+B ∼ eAeBe−
1
2
[A,B], il s'agit don
 d'examiner à quelle 
onditionla 
ontribution du dernier fa
teur est négligeable. Cette identité s'é
rit i
i

e
− i

~

„

p2

2m
+V

«

∆τ ∼ e−
i
~
V ∆τ · e− i

~

p2

2m
∆τ · e

∆τ2

2~2

»

p2

2m
,V

–De [ p2

2m
, V
]

= − ~

m
(PV ′ + V ′P ) on tire don
 la 
ondition :

(∆τ)2

~2

~

m
PV ′ ≪ V

~
∆τd'où V ′

V
≪ m

p ∆τ
∼ 1

q′−q
qui s'é
rit en
ore

|q′ − q|V ′ ≪ V .



1.1. LA MÉCANIQUE QUANTIQUE REVISITÉE 5Ce
i est en a

ord ave
 le fait que les variations de V doivent être négligeables dans le voisi-nage de q et q′. Alors pendant ∆τ le transfert d'énergie est négligeable entre énergie 
inétiqueet potentielle.Remarque:La 
orre
tion dis
utée 
i-dessous est typiquement, sur le domaine |q′ − q| ∼
(

~∆τ
m

)1/2 oùl'amplitude est non négligeable, en (∆τ)2

m~
PV ′ ∼ (∆τ

m~
)1/2V ′∆τ, à 
omparer au terme dominanten ∆τ, qui vaut V ∆τ/m.Si la 
ondition V ′

V

(
~∆τ
m

)1/2 ≪ 1 est réalisée, on peut don
, dans le domaine où l'amplitude
ontribue, modi�er V , par exemple en 
onsidérant la forme plus symétrique 1
2
[V (q) + V (q′)]au lieu de V (q) par exemple.Si l'on évalue exp[i/~

∫ q′(τ+∆τ)

q(τ)
dt′L(q, q̇)], d'après la dis
ussion pré
édente seule la région ave
un étalement en (~∆τ

m

)1/2 
ontribue. A des 
orre
tions en (∆τ)3/2 près, la phase de l'amplitudede transition s'obtient à partir de l'a
tion 
lassique
Icl. =

∫ q′(τ+∆τ)

q(τ)

dt′L(q, q̇)obtenue en 
al
ulant l'a
tion le long de la traje
toire 
lassique entre (q, τ) et (q′, τ + ∆τ).Cette traje
toire 
lassique est très pro
he d'une ligne droite :
q(t′) =

(
1 +

t− t′

∆τ

)
q +

t′ − t

∆τ
q′soit

Icl. ∼
m

2

(q′ − q)2

∆τ
−
∫ τ+∆τ

τ

dt′ V [q(t′)] ∼ m

2

(q′ − q)2

∆τ
− ∆τ V (q)qui est bien en a

ord ave
 l'expression (1.10).1.1.4 Amplitude �nieEvaluons maintenant < q′, t′|q, t > pour t < t′ ave
 t′ − t �niPSfrag repla
ements

q

q

q′

q1

q2

qN−1
qN

t
t = τ0 τ1 τ2 τN−1 τN t′ = τN+1

∆τ



6 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESOn divise l'intervalle temporel en N intervalles :
τk+1 − τk = ∆τ =

t′ − t

N + 1Alors
〈q′, t′|q, t〉 = lim

N→∞

∫
dq1 · · · dqN〈q′, t′|qN , τN〉〈qN , τN |qN−1, τN−1〉 · · · 〈q1, τ1|q, t〉soit

〈q′, t′|q, t〉 = lim
N→∞

∫
dq1 · · ·dqN

[
Nme−i π

2

~ 2π(t′ − t)

]N+1
2

e

i

~

∫ t′

t

L(q, q̇)dt
.L'a
tion est 
al
ulée le long d'un 
hemin formé de lignes brisées.Le problème du passage à la limite N → ∞ est di�
ile1. Nous allons supposer que lalimite N → ∞ n'est pas pathologique, et é
rire sans plus de justi�
ation

〈q′, t′|q, t〉 =

∫

q(t)=q

q(t′)=q′

Dq e
i

~

∫ t′

t

dt L(q, q̇) (1.12)La mesure d'intégration sur les 
hemins est notée Dq. Elle in
lut le produit des fa
teurs denormalisation. On notera dans la suite
I(q′, t′; q, t) =

∫ t′

t

dt L(q, q̇) (1.13)l'a
tion du système le long du 
hemin q, ave
 les 
ontraintes q(t) = q et q(t′) = q′.Remarques importantes:
• la formulation que nous avons obtenue de la mé
anique quantique en terme d'intégralede 
hemin satisfait au prin
ipe de superposition :

∫
Dq e i

~
I(t′,t) =

∫
dq(t′′)

∫
Dq e i

~
I(t′,t′′)

∫
Dq e i

~
I(t′′,t)qui est l'analogue du prin
ipe de Huygens.

• La limite 
lassique 
orrespond à ~ → 0. D'après la relation (1.12), en utilisant la méthodede la phase stationnaire, on déduit que la traje
toire est donnée par 
elle 
orrespondant àune a
tion extrêmale (sur toute la traje
toire de t à t′, et non plus sur 
haque traje
toirein�niment petite de τk à τk+1).En parti
ulier, si la traje
toire 
lassique de t à t′ est unique, en notant Icl.(f, i) l'a
tion
lassique sur 
ette traje
toire,
〈f |i〉 →

~→0
e

i
~

Icl.(f,i) (à une normalisation près)1Mathématiquement, l'espa
e des fon
tions q(t) sur lequel on intègre est 
onstitué des fon
tions Lip-s
hitziennes d'ordre 1
2 , i.e. |q(t′) − q(t)| < C|t′ − t|1/2, en a

ord ave
 l'étalement typique de l'amplitudein�nitésimale dis
utée plus haut.
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anique quantique 
orrespond don
 à tenir 
ompte des �u
tuations autour de la tra-je
toire 
lassique.1.1.5 Eléments de matri
e d'opérateursNous allons maintenant généraliser la dis
ussion pré
édente au 
as des éléments de matri
ed'un opérateur, noté O. Le passage de la représentation d'Heisenberg à la représentation deS
hrödinger permet d'é
rire
〈qf , tf |O(t)|qi, ti〉 = 〈qf |e−iH(tf−t)Oe−iH(t−ti)|qi〉 .En insérant l'identité et en utilisant la représentation (1.12) des amplitudes en termes d'in-tégrales de 
hemin, on obtient

〈qf , tf |O(t)|qi, ti〉 =

∫
dq′dq′′

∫
q(tf )=qf

q(t)=q′′

Dq eiI(qf ,tf ;q′′,t) < q′′|O|q′〉
∫

q(ti)=qi
q(t)=q′

Dq eiI(q′,t;qi,ti) .Supposons pour le moment que O est diagonal dans la représentation q :
〈q′′|O|q′〉 = O(q′)δ(q′′ − q′)où O(q′) est la valeur propre 
orrespondante de O. Alors

〈qf , tf |O(t)|qi, ti〉 =

∫

q(tf )=qf
q(ti)=qi

Dq eiI(f,i)O(q(t))Cette é
riture est symbolique : q(t) est la valeur de q sur la �tran
he� t. En réalité O(q(t))ne dépend pas de t, sauf si l'opérateur O(t) a une dépendan
e expli
ite en t.Plus généralement, si t1 ≥ t2 ≥ · · · alors
〈qf , tf |O1(t1)O2(t2) · · · |qi, ti〉 =

∫
Dq eiI(f,i)O1[q(t1)]O2[q(t2)] · · ·Dans le membre de gau
he de 
ette relation, l'ordonan
ement en t est essentiel, alors qu'il nejoue au
un r�le dans le membre de droite. D'où la généralisation :

〈qf , tf |T (O1(t1) O2(t2) · · · )|qi, ti〉 =

∫
Dq eiI(f,i)O1[q(t1)]O2[q(t2)] · · · , (1.14)où T est le produit ordonné dans le temps habituel.Remarques importantes:

• dans l'expression pré
édente, les Oi sont des opérateurs alors que les Oi[q(ti)] sont desnombres.
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• insistons sur le fait que les traje
toires sur lesquelles on intègre ne satisfont pas leséquations du mouvement : a priori,

d

dt

δL[q, q̇]

δq̇
− δL

∂q
[q, q̇] 6= 0ou de manière équivalente,

ṗ(τ) +
δH [q(τ), p(τ)]

δq(τ)
6= 0En revan
he, la relation q̇ = δH

δp
est satisfaite dans 
ette formulation Lagrangienne.Variation de l'a
tionOn peut varier l'a
tion de manière in�nitésimale durant la dynamique entre ti et tf .Exemples:

• si l'on varie le potentiel, on peut 
onstruite une fon
tionnelle génératri
e pour les fon
-tions de 
orrélation.
• par variation des 
onditions aux limites : d'après la se
onde variation de l'a
tion de lamé
anique analytique qui 
onsiste à e�e
tuer des variations t et q de la forme t′(t) = t+δt(t) et

q′(t′) = q(t)+δq(t), on obtient pour l'a
tion la variation 
orrespondante δI = [P δq−H δt]
tf
ti ,qui ne dépend que des variations aux limites.Dans tous les 
as, on obtient immédiatement

δ〈qf , tf |qiti〉 =
i

~

∫
Dq e i

~
I(f,i)δI(f, i) =

i

~
〈qf , tf |δI|qi, ti〉 . (1.15)Notons que δI peut en parti
ulier dépendre d'un temps intermédiaire t.L'équation de S
hrödinger s'obtient 
omme 
as parti
ulier du résultat pré
édent : à lavariation tf → tf + δtf 
orrespond δI = −H δtf soit

δ〈qf , tf |qi, ti〉 = − i

~
〈qf , tf |H(tf)|qi, ti〉 δtfqui est bien l'équation de S
hrödinger pour l'amplitude 〈qf , tf |qiti〉 :

i ~
δ

δtf
〈qf , tf |qi, ti〉 = 〈qf , tf |H(tf)|qi, ti〉 .1.1.6 Formule générale pour l'intégrale de 
heminExpression de l'amplitudeDans le 
as général où H n'est pas quadratique en p, l'intégrale

〈q′, τ + ∆τ |q, τ〉 =

∫
dp

2π
e
− i

~
H∆τ + i(q′ − q)p
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〈q′, t′|q, t〉 = lim

N→∞

∫
dq1 · · · dqN〈q′, t′|qN , τN 〉〈qN , τN |qN−1, τN−1〉

· · · 〈q1, τ1|q, t〉on a, d'après l'expression (1.8),
〈q′, t′|q, t〉 = lim

N→∞

∫ N∏

k=1

dqk

N∏

k=0

dpk

2π~
e

i

~

N+1∑

k=1

(qk − qk−1) pk−1 −H(qk, pk−1)∆τoù q0 ≡ q et qN ≡ q′. On introduit maintenant des fon
tions q(τ) et p(τ) qui interpolent lespoints qk et pk, ave
 pour 
ontraintes q(τk) = qk et p(τk) = pk, d'où l'é
riture formelle :
〈q′, t′|q, t〉 =

∫

q(t)=q

q(t′)=q′

Dq Dp e
i

~

∫ t′

t

[q̇(τ)p(τ) −H(q(τ), p(τ))]dτ (1.16)ave

Dq = lim

N→∞

N∏

k=1

dqk et Dp = lim
N→∞

N∏

k=0

dpk

2π~
.Notons que dans 
ette formulation, au
une des équations d'Hamilton n'est satisfaite : a priori,

∣∣∣∣
q̇ − ∂H

∂p
6= 0

ṗ+ ∂H
∂q

6= 0Eléments de matri
eOn é
rit O(P (t), Q(t)) ave
 les opérateurs P à gau
he et Q à droite (
onvention 
ontraireà 
elle utilisée pour H). Alors
〈q′, τ + dτ |O(P (t), Q(t)|q, τ〉

=

∫
dp

2π
〈q′, τ |e−iH(Q(τ),P (τ))dτ |p, τ〉〈p, τ |O(P (τ), Q(τ)|q, τ〉

=

∫
dp

2π
e−iH(q′, p)dτ+i(q′−q)p O(p, q) .La dernière é
riture est rendue né
essaire par le fait que O n'est pas a priori diagonal en q.Il su�t maintenant d'é
rire, en supposant t′ > τk+1 > t1 > τk > t ,

〈q′, t′|O(P (t1), Q(t1))|q, t〉

=

∫
dqk+1dqk〈q′, t′|qk+1, τk+1〉〈qk+1, τk+1|O(P (t1), Q(t1)|qk, τk〉〈qk, τk|q, t〉et d'utiliser le résultat pré
édent, 
ombiné ave
 l'expression des amplitudes de probabilité(1.16) pour obtenir :

〈q′, t′|O(P (t1), Q(t1))|q, t >=

∫

q(t)=q

q(t′)=q′

Dq Dp e
i

~

∫ t′

t

[q̇ p−H(q, p)]dτ
O(p(t1), q(t1))



10 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESet plus généralement
〈q′, t′| T O1(t1)O2(t2) · · · |q, t〉 =

∫

q(t)=q

q(t′)=q′

Dq Dp e
i

~

∫ t′

t

[q̇ p−H(q, p)]dτ
O1(t1)O2(t2) · · ·(1.17)Nous avons formulé l'intégrale dans le 
as le plus général. Il est instru
tif de retrouver laformulation lagrangienne dans le 
as d'un hamiltonien quadratique en P , ave
 un oeil é
lairé.Considérons don
 un hamiltonien de la forme

H =
1

2

p2

m
+ pF (q) + V (q) . (1.18)Rappelons qu'a priori l'équation q̇ = δH

δp
(où p est l'in
onnue) n'est pas satisfaite. Notons p̄ lasolution de 
ette équation. Dans le 
as de notre exemple, δH

∂p
= p

m
+F (q) don
 q̇ = p̄

m
+F (q)soit p̄ = m(q̇ − F (q)).Cal
ulons de façon pédestre l'intégrale de 
hemin. En partant de la formulation de l'am-plitude de probabilité en terme d'intégrale de 
hemin, en 
omplétant le 
arré par rapport à
haque pk intermédiaire et en intégrant 
haque gaussienne 
orrespondante, on obtient

〈q′, t′|q, t〉 = lim
N→∞

∫ N∏

k=1

dqk

N∏

k=0

dpk

2π~

× e

i

~

N+1∑

k=1

{
(qk − qk−1) pk−1 +

[
−1

2

p2
k−1

m
− pk−1F (qk) − V (qk)

]
∆τ

}

= lim
N→∞

∫ N∏

k=1

dqk

(
me−i π

2

~2π∆τ

) 1
2

e

i

~

N+1∑

k=1

[m
2

(q̇k − F (qk))
2 − V (qk)

]
∆τOr p̄k−1 = m(q̇k − F (qk)) don


L(q, q̇) ≡ p̄q̇ −H(q, p̄)

= mq̇(q̇ − F (q)) − 1

2
m(q̇ − F (q))2 −m(q̇ − F (q))F (q)− V (q)

=
1

2
m(q̇ − F (q))2 − V (q)soit L(qk, q̇k) = 1

2
m(q̇k − F (qk))

2 − V (qk). On retrouve don
 bien la relation
< q′, t′|q, t >=

∫

q(t)=q

q(t′)=q′

Dq ei
R

L(q,q̇)dt.Ce n'est pas mira
uleux : lorsque l'on 
al
ule une intégrale gaussienne, on 
hange de variablepour intégrer autour du point selle de l'intégrand. Le résultat de l'intégrale, au préfa
teur près,est égal à l'exponentielle de l'intégrand 
al
ulé au point selle. I
i, en 
haque τk intermédiaire,le point selle de pq̇ −H(q, p) est donné par
δ

δp
[pq̇ −H(q, p)] = 0 soit q̇ =

δH

δp



1.1. LA MÉCANIQUE QUANTIQUE REVISITÉE 11dont la solution en tant qu'équation pour l'in
onnue p est par dé�nition l'impulsion 
anonique
p̄. La valeur de l'intégrand en 
e point est

[pq̇ −H(q, p)]p=p̄ = p̄q̇ −H(q, p̄) ≡ L(q, q̇) .Notons que l'équation de point selle est à résoudre en 
haque τk intermédiaire, 
e qui permetde dé�nir une fon
tion p̄(τ) par interpolation des points p̄(τk).1.1.7 Généralisation : théorème de Wi
kDans 
ette partie, nous allons nous intéresser, de manière purement algébrique, au 
al
uld'intégrales gaussiennes (ou presque gaussiennes) à plusieurs dimensions, généralisant ainsile type d'intégrale que nous venons de ren
ontrer. La justi�
ation d'un tel intérêt se trouveranaturellement donné dans la partie qui suivra.Intégrales gaussiennes multidimensionnellesConsidérons la fon
tion génératri
e
I(A, b) =

∫ n∏

i=1

dxi e

−
n∑

i,j=1

1

2
xiAijxj +

n∑

i=1

bixi (1.19)où A est une matri
e n× n symétrique non dégénérée et b est un ve
teur à n 
omposantes.On note λi les valeurs propres de A, et l'on supposera que Re(λi) ≥ 0. Le 
al
ul expli
itede (1.19) est immédiat en généralisant la te
hnique du point selle rappelée plus haut. Leséquations de point selle s'é
rivent
d

dxk

(
n∑

i,j=1

1

2
xiAijxj −

n∑

i=1

bixi

)
= 0soit en
ore

n∑

i=1

Akixi = bkpuisque A est symétrique.La solution des équations de point selle est donnée par
x̄i =

∑

j

(
A−1

)
ij
bj .On e�e
tue don
 le 
hangement de variable xi = x̄i + yi. Alors

I(A, b) = e

P

i,j

1
2
bi(A−1)

ij
bj
∫ ∏

i

dyi e
−

P

i,j

1
2
yiAijyjUne matri
e symétrique pouvant se diagonaliser par une transformation orthogonale, qui ne
hange pas l'élément d'intégration, on obtient �nalement

I(A, b) = (2π)
n
2

1√
detA

e

∑

i,j

1

2
bi
(
A−1

)
ij
bj

. (1.20)



12 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESNotons que dans l'exemple unidimensionel examiné plus haut, A se réduisait à 1
m
. Si l'onpose

〈xk1 · · ·xkℓ
〉 = N

∫ ∏

i

dxi xk1 xk2 · · ·xkℓ
e
−

P

i,j

1
2
xiAijxjen �xant N = I(A, 0)−1 = (2π)−n/2

√
detA pour que < 1 >= 1, on peut 
al
uler aisément
ette moyenne gaussienne par di�érentiation de I(A, b) par rapport au générateur b :

< xk1 · · ·xkℓ
> = (2π)−n/2

√
detA

∂

∂bk1

· · · ∂

∂bkℓ

I(A, b)

∣∣∣∣
b=0

(1.21)
=

∂

∂bk1

· · · ∂

∂bkℓ

e

P

i,j

1
2
bi (A−1)

ij
bj

∣∣∣∣
b=0

. (1.22)
I(A, b) est don
 une fon
tion génératri
e des valeurs moyennes gaussiennes. De l'expression(1.21), on déduit immédiatement le théorème de Wi
k pour les intégrales gaussiennes :

〈xk1 · · ·xkℓ
〉 =

∑

tous les
appariements par
paires de k1···kℓ

A−1
kp1kp2

· · ·A−1
kpℓ−1

kpℓ
(ℓ pair). (1.23)Les valeurs moyennes dé�nies pré
édemment sont bien sûr nulles pour ℓ impair.Développement perturbatifDans le 
as où les intégrales à évaluer ne sont pas gaussiennes, il n'est plus possibleen général de les 
al
uler exa
tement. Cependant, lorsque l'exposant est voisin d'une formequadratique, au sens où la 
orre
tion est multiple d'un petit paramètre λ, il est possiblede donner un développement perturbatif systématique par rapport à λ. Considérons don
l'intégrale générique

I =

∫ n∏

i=1

dxi e
−

P

i,j

1
2
xiAijxj−λVoù V (x) est un polyn�me en x. On tire, en développant en série par rapport à λ,

I =

∫ n∏

i=1

dxi e
−

P

i,j

1
2
xiAijxj

∞∑

k=0

(−λ)k

k!
V k(x)qui se 
al
ule ordre par ordre grâ
e au théorème de Wi
k.Variables bosoniques 
omplexesDans le 
as où les variables sont 
omplexes (ex. : bosons 
hargés), on se ramène au 
asréel en posant {

zi = xi+iyi√
2

z̄i = xi−iyi√
2Dans 
es variables, dzidz̄i = dxidyi , et le produit s
alaire bidimensionnel s'é
rit

(xi, yi) · (x′i, y′i) = xi x
′
i + yi y

′
i = zi zi + z′i z

′
i .
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rire, en supposant A hermitienne,
z̄iAijzj =

1

2
xiAijxj +

1

2
yiAijyj .L'intégrale générique, en introduisant des générateurs 
omplexes, est don
 (zi et z̄i sontmaintenant indépendants)

I(A, b, b̄) =

∫ n∏

i=1

dzi dz̄i e
−

P

i,j

z̄iAijzj+
P

i

b̄izi+biz̄iEn e�e
tuant 
omme 
i-dessus un 
hangement de variable pour 
entrer l'intégrale sur le pointselle, 



zi = z′i +
∑
j

(A−1)ijbj

z̄i = z̄′i +
∑
j

b̄j(A
−1)j

,on obtient, en revenant aux variables �réelles� (x′i, y
′
i) et en intégrant les gaussiennes 
orres-pondantes,

I(A, b, b̄) = (2π)n(detA)−1 e

P

i,j

b̄i(A−1)ijbjEn dé�nissant les valeurs moyennes par
< z̄i1zj1 · · · z̄inzjn >≡ (2π)−n detA

∫ n∏

i=1

dzidz̄i z̄i1zj1 · · · z̄inzjne
−

P

i,j

z̄iAijzj

.la normalisation étant 
hoisie pour que < 1 >= 1, on déduit alors le théorème de Wi
k pourdes variables 
omplexes :
〈z̄i1zj1 · · · z̄inzjn〉 =

∑

permutationsP
de{j1,··· ,jn}

A−1
jp1 i1

A−1
jp2 i2

· · ·A−1
jpn in

. (1.24)Pour que les valeurs moyennes 
i-dessus soit non nulles, les z et z̄ doivent être en nombreségaux.1.1.8 Intégration fon
tionnelle sur les fermionsVariables de GrassmannLa formule de l'intégrale de 
hemin développée plus haut s'applique au 
as des systèmesqui obéissent aux relations de 
ommutation
[Qi, Pj] = i δij [QiQj ] = 0 [Pi, Pj] = 0 .Nous allons à présent généraliser 
ette appro
he au 
as où P et Q anti
ommutent. Onintroduit pour 
ela des nombres anti
ommutant (nombres ou variables de Grassmann), quisatisfont

θη = −ηθ .
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es immédiates :
• θ2 = 0

• [θη, θ′] = θηθ′ − θ′θη = −θθ′η + θθ′η = 0Addition et multipli
ation par un s
alaire obéissent aux règles ordinaires. Le point essen-tiel né
essaire pour la généralisation de l'intégrale de 
hemin est de 
onstruire l'intégralefon
tionnelle sur 
es variables. Considérons don
 les intégrales du type
∫ +∞

−∞
dθ f(θ). (1.25)Nous allons voir que le 
ara
tère anti
ommutant des variables de Grassman su�t à �xer lavaleur de 
es intégrales.Tout d'abord, puisque le développement en série de f(θ) s'arrête à l'ordre 1 à 
ause de

θ2 = 0, l'étude des intégrales (1.25) se ramène à 
elle des intégrales
∫ +∞

−∞
dθ(A+B θ).La linéarité de l'intégration par rapport à f implique la linéarité du résultat par rapport à

A et B, don
 ∫
dθ(A+B θ) = αA+ βB .L'intégration doit être invariante lorsque l'on translate la variable d'intégration par une 
ons-tante. Cette propriété est 
ru
iale 
omme on l'a vu plus haut lors de l'évaluation des intégralesgaussiennes dans le 
as bosonique.On impose don
 la propriété :∫

dθ(A+Bθ) =

∫
dθ((A+Bη) +Bθ) .La linéarité du résultat par rapport à A et B impose don
 qu'il s'é
rive

αA+ βB = α(A+Bη) + βB ,d'où α = 0. Par 
onvention on 
hoisit β = 1. Ainsi (Berezin 1966)
∫
dθ(A+Bθ) = B. (1.26)Dans le 
as d'intégrations multiples, 
omme θ1θ2 = −θ2θ1, on �xe le signe arbitraire parla 
onvention : ∫

dθ2

[∫
dθ1θ1

]
θ2 = +1en suivant l'ordre des intégrations de l'intérieur vers l'extérieur de l'expression. Dans le 
asdu 
hamp de Dira
, on aura à manipuler des 
hamps 
omplexes. Il est plus pratique de dé-�nir la 
onjugaison 
omplexe dans l'ordre inverse d'é
riture : (θθ′)∗ = θ′∗θ∗ = −θ∗θ′∗. Demanière à dé�nir l'intégration sur des variables de Grassmann 
omplexes, on pose θ = θ1+iθ2√

2
,

θ∗ = θ1−iθ2√
2

, d'où dθ1 dθ2 = dθ∗ dθ. θ et θ∗ peuvent alors être traitées 
omme des variablesgrassmanniennes indépendantes.
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∫
dθ∗ dθ e−θ∗bθ =

∫
dθ∗ dθ (1 − θ∗ b θ) =

∫
dθ∗ dθ (1 + θθ∗b)

=

∫
dθ∗ dθ θ θ∗b = b .Dans le 
as habituel d'un nombre 
omplexe, on aurait obtenu

∫
dθ dθ∗ e−θ∗bθ =

∫
dθ1 dθ2 e

−(θ1)2 b
2 e−(θ2)2 b

2 =
2π

bA l'ordre suivant (
al
ul utile pour l'évaluation des fon
tions de Green),
∫
dθ∗ dθ θθ∗ e−θ∗bθ =

∫
dθ∗ dθ θθ∗ = 1que l'on peut é
rire 1

b
· b, à 
omparer à 1

b
· 2π

b
dans le 
as bosonique. Dans les deux 
as, lefa
teur 1/b s'obtient grâ
e au théorème de Wi
k (1.24).Intégration Gaussienne multidimensionnelleDans le 
as général de l'intégration d'une Gaussienne de dimension n, il nous faut diago-naliser la matri
e B. Notons tout d'abord que la transformation unitaire 
orrespondante ne
hange pas l'élément d'intégration.Preuve:Soit U la transformation unitaire qui diagonalise B.

θ ′
i = Uijθj

∏

i

θ′i =
1

n!
εi1···inθ′i1θ

′
i2 · · · θ′in =

1

n!
εi1···inUi1j1θj1 · · ·Uinjnθjn .En réordonnant les θi, on obtient

∏

i

θ′i =
1

n!
εi1···inUi1j1 · · ·Uinjnε

j1···jnθ1 · · · θn = detU
∏

i

θi =
∏

i

θiConsidérons maintenant∏
i

∫
dθ∗i dθif(θ). Lorsque l'on développe f , la seule 
ontribution pro-vient du terme proportionnel à n∏

i=1

θi

n∏
i=1

θ∗i , don
 un 
hangement de variable unitaire multi-pliera le résultat par detU detU∗ qui vaut 1.



16 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESSi B est une matri
e n× n de valeurs propres bi, alors∫ ∏

i

(dθ∗i dθi)e
−θ∗i Bijθj =

∫ ∏

i

(dθ∗i dθi)e
−

P

i

θ∗i biθi

=
∏

i

bi = detBà 
omparer au 
as bosonique (2π)n

det B
.Le 
al
ul des valeurs moyennes s'e�e
tue de la même manière, et donne∫ ∏

i

(dθ∗i dθi) θkθ
∗
ℓ e

−θ∗i Bijθj = detB(B−1)kℓ . (1.27)Fon
tion génératri
ePosons
< θi1θ

∗
j1 · · · θikθ

∗
jk
>= (detB)−1

∫ ∏

i

(dθ∗i dθi) θi1θ
∗
j1 · · · θ∗ikθjk

e
−P

i,j

Bijθ∗i θj

, (1.28)la normalisation étant 
hoisie de sorte que < 1 >= 1.Nous allons dé�nir une fon
tion génératri
e pour 
es fon
tions de 
orrélation. Pour 
ela,introduisons les variables de Grassmann ηi et η∗i (qui jouent i
i le r�le de générateurs) etposons
ZG(η, η∗) =

∏

i

(dθidθ
∗
i ) e

−
P

i,j

Bijθ∗i θj+
P

i

η∗
i θi+θ∗i ηi

. (1.29)
ZG se 
al
ule aisément en 
entrant l'intégration sur le point selle, suivant





θi = θ′i +
∑
j

(B−1)ijηj

θ∗i = θ′∗i +
∑
j

η∗j (B
−1)ji

,d'où l'on tire
ZG(η, η∗) = detB e

P

i,j

η∗
i (B−1)ijηj

. (1.30)La dérivée de ZG(η, η∗) par rapport à η s'é
rit
∂ZG(η, η∗)

∂ηjk

= −(detB)−1

∫ ∏

i

(dθ∗i dθi) θ
∗
jk
e
−

P

i,j

Bijθ∗i θj+
P

i

η∗
i θi+θ∗i ηi

. (1.31)On notera le signe − provenant du fait que ∂
∂η
θ∗η = − ∂

∂η
ηθ∗ = −θ∗ . La dérivée par rapportà η∗ donne alors

∂2ZG(η, η∗)

∂η∗ik∂ηjk

= −
∫ ∏

i

(dθidθ
∗
i )

∂

∂η∗jk

[
θ∗jk

e
−

P

i,j

Bijθ∗i θj+
P

i

η∗
i θi+θ∗i ηi

] (1.32)
=

∫ ∏

i

(dθidθ
∗
i ) θ

∗
jk
θik e

−
P

i,j

Bijθ∗i θj+
P

i

η∗
i θi+θ∗i ηi

= −
∫ ∏

i

(dθidθ
∗
i ) θik θ

∗
jk
e
−

P

i,j

Bijθ∗i θj+
P

i

η∗
i θi+θ∗i ηi (1.33)
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e qui montre plus généralement que
− ∂

∂ηj

produit un fa
teur θ∗j (1.34)
+

∂

∂η∗j
produit un fa
teur θj
es règles devant être 
omprise 
omme produisant le fa
teur 
orrespondant à gau
he lorsquela dérivée 
orrespondante agit sur une expression donnée. On en déduit don
 la relation
her
hée :

< θi1θ
∗
j1 · · · θikθ

∗
jk
>=

1

ZG(0, 0)
(−1)k ∂

∂η∗i1

∂

∂ηj1

· · · ∂

∂η∗ik

∂

∂ηjk

ZG(η, η∗)

∣∣∣∣
η=η∗=0

. (1.35)En utilisant (1.30), on obtient don

< θi1θ

∗
j1 · · · θikθ

∗
jk
>= (−1)k ∂

∂η∗i1

∂

∂ηj1

· · · ∂

∂η∗ik

∂

∂ηjk

e

P

i,j

η∗
j (B−1)jiηi

∣∣∣∣
η=η∗=0

, (1.36)d'où l'on déduit le théorème de Wi
k pour les fermions
< θi1θ

∗
j1
· · · θikθ

∗
jk
>=

∑
Permutations P

de {j1···jn}

ε(P )(B−1)jp1 i1 · · · (B−1)jpk
ik , (1.37)où ε(P ) est la signature de la permutation P. Notons que k et la dimension de B sont bienentendu indépendants.1.2 Intégrale de 
hemin en théorie quantique des 
hamps1.2.1 Corrélateurs en formulation fon
tionnelleDe la mé
anique quantique à la théorie quantique des 
hampsLe passage de la mé
anique quantique à la théorie quantique des 
hamps 
orrespond, dansla formulation basée sur l'intégrale de 
hemin, à rempla
er les 
oordonnées par des 
hamps
lassiques :

Qi → φ(~x)

Pi → π(~x) (1.38)Les 
hamps et leurs impulsions portent éventuellement des indi
es de Lorentz pour des 
hampsnon s
alaires, et des indi
es d'espè
e. Sauf mention expli
ite, nous garderons les notationsgénériques des 
hamps s
alaires dans 
e qui suit.Ce passage peut se faire en se plaçant dans un volume �ni V et en divisant l'espa
e en
N 
ellules de volume v : V = Nv. On passe à la limite N → ∞, puis à la limite V → ∞.De même, on dis
rétise le temps, 
omme on l'a fait plus haut en mé
anique quantique. Onobtient ainsi

< φb(~x), t
′|φa(~x), t >=

∫

φ(~x,t)=φa(~x)

φ(~x,t′)=φb(~x)

DφDπ e
i

∫ t′

t

d4x(πφ̇−H) (1.39)



18 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESoù H est la densité hamiltonienne. Cette expression est la généralisation de (1.16) pour lathéorie quantique des 
hamps.Quelques exemplesDans le 
as habituel où H ne dépend pas expli
itement du temps,
< φb(~x), t

′|φa(~x), t >=< φb(~x)|e−iH(t′−t)|φa(~x) > .En général H sera quadratique en π, et on pourra alors se ramener à la formulation la-grangienne par intégration sur π.Remarque:
ette intégration sur π peut parfois réserver des surprises. Considérons par exemple le 
as dumodèle σ non linéaire, dont le lagrangien est donné par
L = −1

2
∂µφ

i∂µφj[δij + Uij(φ)] − V (φ)qui donne
H =

1

2
πi (1 + U(φ))−1

ij︸ ︷︷ ︸
πj +

1

2
∇φi · ∇φj(1 + U(φ))ij + V (φ)dépend de φDans 
e 
as l'intégration gaussienne sur πi donne un préfa
teur du type (detA)−1/2, où A estl'opérateur Aij(x, y) = [1+U(φ(x))]−1

ij δ(x−y) . Notons que Aij(x, y) est à 
omprendre 
ommeune matri
e Aix,jy. En notant λi les valeurs propres de A, detA =
∏
i

λi = e

P

i

log λi

= eTr(log B)va don
 donner des 
ontributions supplémentaires au lagrangien.Considérons à présent le 
as plus simple d'un 
hamp s
alaire réel
H =

1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 + V (φ) .On obtient alors

< φb(~x), t
′|φa(~x), t >=

∫

φ(~x,t)=φa(~x)

φ(~x,t′)=φb(~x)

Dφ ei
R t′

t
Ldt où L =

1

2
(∂µφ)2 − V (φ) . (1.40)Symétries et anomaliesDans 
ette formulation du 
orrélateur (en dehors de t et t′ qui brisent l'invarian
e deLorentz), l'expression obtenue est entièrement invariante de Lorentz (en pratique on fera

t→ −∞ et t′ → +∞).
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tion ∫ t′

t
Ldt est invariante sous une symétrie, alors < φb(~x), t

′|φa(~x), t > l'estaussi.Ex
eption notable : si le ja
obien 
orrespondant à 
ette transformation de symétrie n'estpas égal à 1, Dφ n'est pas invariant : 
'est le problème des anomalies qui apparaissent auniveau quantique pour des symétries exa
tes au niveau 
lassique.Expression générale d'un 
orrélateur par l'intégrale de 
heminNous pouvons maintenant établir le résultat 
entral suivant :
〈Ω|TφH(x1)φH(x2) · · ·φH(xn)|Ω〉

= lim
T→∞(1−iε)

∫
Dφ φ(x1)φ(x2) · · ·φ(xn)ei

R T
−T

d4xL

∫
Dφ ei

R T
−T

d4xL
(par intégrale de 
hemin) . (1.41)où Ω est le vide physique, i.e. le fondamental de l'hamiltonien 
omplet H. Cette formule est lepoint de départ de la théorie des perturbations dans le formalisme de l'intégrale fon
tionnelle.Il su�t en e�et d'é
rire

L = L0 − V (φ)où V est un polyn�me en φ, dont les 
oe�
ients sont paramétriquement petits, et de déve-lopper en puissan
e de V jusqu'à l'ordre souhaité.Cette relation est à mettre en parallèle ave
 la relation
< Ω|TφH(x1) · · ·φH(xn)|Ω >

= lim
T→∞(1−iε)

< 0|T (φI(x1)φI(x2) · · ·φI(xn) e−i
R T
−T

dtHI (t))|0 >
< 0|Te−i

R T
−T

dtHI (t)|0 >
(formulation 
anonique) ,(1.42)qui est le point de départ de la théorie des perturbations dans la formulation 
anonique.Dans l'expression (1.41), le membre de droite ne fait apparaître que des 
hamps 
las-siques φ(x). En revan
he le membre de droite de l'expression (1.42) fait intervenir les opé-rateurs φI(x) de la représentation d'intera
tion, et le vide |0 > de l'hamiltonien non perturbé

H0. Rappelons que les 
hamps φI sont dé�nis par
φI(t, ~x) = eiH0(t−t0) φH(t0, ~x) e

−iH0(t−t0) . (1.43)Ce sont des 
hamps qui ont une expression identique à 
elle de 
hamps libres en (t, ~x), 
e quifait tout leur intérêt, en parti
ulier pour les 
al
uls pertubatifs.Preuve de (1.41) :Il su�t d'adapter la relation établie dans la formulation par l'intégrale de 
hemin de lamé
anique quantique. De la relation (1.14) on tire
〈qb, t′|T (Qi1(t1) · · ·Qin(tn))|qa, t〉 =

∫

q(t′)=qb
q(t)=qa

Dq e i
R t′

t
Ldtqi1(t1) · · · qin(tn)



20 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESqui se traduit en théorie quantique des 
hamps par la relation
〈φb(~x), t

′|T (φH(x1) · · ·φH(xn))|φa(~x), t〉 =

∫

φ(t,~x)=φa(~x)

φ(t′,~x)=φb(~x)

Dφ e i
R t′

t
L d4xφ(x1) · · ·φ(xn)ave
 xk = (tk, ~xk). Il nous reste à faire apparaître le vide physique |Ω〉. En développant surles états propres |n〉 de H, d'énergies En, on obtient

|φa(~x), t〉 = eiHt|φa(~x)〉 = eiHt
∑

n

|n〉〈n|φa(~x)〉

=
∑

n

eiEnt|n〉〈n|φa(~x)〉 .Posons {
t = −T
t′ = Tave
 T → ∞(1 − iε). Alors

eiEnt → e−iEn∞(1−iε) ∼ e−iEn∞ eE0ε∞ e−(En−E0)ε∞où E0 est l'énergie du vide |Ω〉. Le dernier fa
teur est un terme d'amortissement exponentielpour En > E0. En résumé, on peut don
 é
rire :
|φa(~x),−T > →

T→∞(1−iε)
〈Ω|φa(~x)〉e−iE0∞(1−iε)|Ω〉.De même

〈φb(~x), T | →
T→∞(1−iε)

〈φb(~x)|Ω〉e−iE0∞(1−iε)〈Ω|.En divisant par 〈φb(~x), t
′|φa(~x), t〉, on se débarrasse de 
es termes. Or 
e 
orrélateur s'é
riten
ore, d'après 
e qui pré
ède,

〈φb(~x), t
′|φa(~x), t〉 = 〈Ω|φa(~x)〉〈φb(~x)|Ω〉〈Ω|Ω〉e−2iE0∞(1−iε)

=

∫
Dφ ei

R T
−T

L d4x , (1.44)
e qui a
hève la preuve, puisque 〈Ω|Ω〉 = 1.Remarque:Dans le membre de droite de l'expression (1.41), la 
ontrainte sur l'intégrale sur φ a disparupuisque quels que soient |φa(~x)〉 et 〈φb(~x)|, tout se passe 
omme si l'on avait 
onsidéré |Ω〉 et
〈Ω|, à une phase (horrible !) près qui disparaît entre numérateur et dénominateur de (1.41).
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tionnelle génératri
eNous sommes maintenant (presque) prêts à 
al
uler les fon
tions de 
orrélation en théoriede perturbation, et en parti
ulier à formuler les règles de Feynman.Il nous reste avant 
ela à adapter la ma
hinerie de l'intégrale gaussienne dans le 
asdes 
hamps, i.e. à dé�nir l'analogue de I(A, b, b̄) et ZG(η, η̄) que nous avons dé�nies plushaut (voir (1.19) et (1.19)) pour la mé
anique quantique. On parlera alors de fon
tionnellegénératri
e. Cette terminologie est liée au fait que les fon
tions de 
orrélation seront ob-tenues par dérivation par rapport à une fon
tion 
ourant J(x) (et non plus par rapport àun paramètre, qu'il soit bosonique ou fermionique) d'une fon
tionnelle de 
e 
ourant. La no-tion de dérivée fon
tionnelle, habituelle en théorie 
lassique des 
hamps (exemple : équationd'Euler-Lagrange), est basée sur les relations
δ

δJ(x)
J(y) = δ4(x− y) et

δ

δJ(x)

∫
d4x J(y)φ(y) = φ(x)dont on déduit, par exemple l'identité

δ

δJ(x)

∫
d4y ∂µJ(y)V µ(y) = − δ

δJ(x)

∫
d4y J(y)∂µV

µ(y)par intégration par partie. En posant, de manière analogue à (1.19),
Z(J) =

∫
Dφ ei

R

d4x(L+J(x)φ(x))
↑sourceon déduit immédiatement que

< Ω|Tφ(x1) · · ·φ(xn)|Ω >=
1

Z0

(
−i δ

δJ(x1)

)
· · ·
(
−i δ

δJ(xn)

)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

(1.45)Le fa
teur Z0 = Z[J = 0] est proportionnel aux 
ontributions vide-vide. On peut montrer que
es 
ontributions se 
ompensent exa
tement entre numérateur et dénominateur de (1.45).Nous allons à présent examiner en détails quelques théories des 
hamps typiques ren
on-trées en physique subatomique.1.2.3 Méthode perturbativeL'appro
he perturbative est basée sur la dé
omposition
L = L0 + Lint . (1.46)Dans 
ette dé
omposition, L0 est quadratique en φ et Lint est un polyn�me en φ. La fon
-tionnelle libre

Zlibre[J ] =

∫
Dφ ei

R

d4x [L0+J(x)φ(x)]peut don
 être 
al
ulée exa
tement.En e�e
tuant le développement en série de ei d4xLint , on 
onstate que le 
al
ul des 
orréla-teurs (1.45) s'exprime perturbativement à l'aide des dérivées fon
tionnelles de la fon
tionnellegénératri
e libre Zlibre[J ] en 0, 
'est-à-dire en terme des 
orrélateurs de la théorie libre. Lesdérivées de Zlibre[J ] se 
al
ulent elles-même aisément à l'aide du théorème de Wi
k (1.23).
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alaireDans le 
as d'une théorie s
alaire libre de type Klein-Gordon,
L0 =

1

2
(∂µφ)2 − V (φ) ave
 V (φ) =

1

2
m2φ2 ,i.e.

L0 =
1

2
φ
(
−∂2 −m2

)
φ .Nous devons don
 
al
uler

Zlibre[J ] =

∫
Dφ e

i

∫
d4x

[
1

2
φ(−∂2 −m2 + iε)φ+ Jφ

]Le terme iε est introduit pour assurer la 
onvergen
e de l'intégrale sur φ. La fon
tionnellegénératri
e libre peut s'é
rire sous la forme gaussienne
Zlibre[J ] =

∫
Dφ e

−
∫
d4x

[
1

2
φ[−i(−∂2 −m2 + iε)]φ− iJφ

]

,
e qui permet, en identi�ant A = −i(−∂2 −m2 + iε) et b = iJ, et en utilisant nos résultatssur l'intégration gaussienne, d'obtenir
Zlibre[J ] = Z0 e

−1

2

∫
d4x d4yJ(x)DF (x− y)J(y)

avec DF (x− y) ≡ A−1(x, y) = ′′ i

−∂2 −m2 + iε

′′ (1.47)C'est le propagateur de Feynman, ave
 la pres
ription +iε, en a

ord ave
 la formulation
anonique de la théorie des 
hamps.Les notations pré
édentes peuvent paraître obs
ures, et méritent d'être pré
isées. Ené
rivant l'a
tion de A sous la forme
φ(x)

[
−i
(
−∂2

x −m2 + iε
)]
φ(x) = φ(x)

[
−i
(
−∂2

x −m2 + iε
)
δ4(x− y)

]
φ(y)on peut identi�er dans le membre de droite le terme entre 
ro
hets ave
 Ax,y. Ainsi l'inverse

A−1(x, y) satisfait par dé�nition l'équation
−i
(
−∂2

x −m2 + iε
)
δ4(x− x′)A−1(x′, y) = δ4(x− y)où le membre de droite est à 
omprendre matri
iellement 
omme 1lx,y. On en déduit don
que −i (−∂2

x −m2 + iε)A−1(x, y) = δ4(x− y), 
e qui dé�nit bien le propagateur de Feynman
DF (x− y).On obtient ainsi, par appli
ation immédiate du théorème de Wi
k, la fon
tion de 
orré-lation à deux points

< Ω|Tφ(x1)φ(x2)|Ω >

=

(
−i δ

δJ(x1)

)(
−i δ

δJ(x2)

)
e
−1

2

∫
d4x d4y J(x)DF (x− y)J(y)

= DF (x1 − x2)
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e du fa
teur 
ombinatoire 2.1
2

= 1, le 2 provenant des deux possibilitésd'a
tion des dérivées fon
tionnelles (x1 = x, x2 = y) et (x1 = y, x2 = x).Lorsque l'on utilise le théorème de Wi
k, 
haque appariement entre 
hamps fait apparaîtreun propagateur. En pratique, il est plus aisé de traduire le thorème de Wi
k sous forme derègles dites de Feynman. Examinons le 
as de la théorie φ4, dont le lagrangien est donné par
L = L0 −

λ

4!
φ4 .Le développement perturbatif 
orrespondant s'é
rit

e i
R

d4xL = e i
R

d4xL0

(
1 − i

∫
d4x

λ

4!
φ4 + · · ·

)D'après le théorème de Wi
k démontré plus haut, il faut examiner, pour une 
orrélation
< Ω |Tφ1 · · ·φn|Ω > 
al
ulée à un ordre λk donné, toutes les 
ontra
tions des φ1 · · ·φn ave

haque terme −i λ

4!
φ4(x). Pour un 
hoix donné des 4 
hamps à 
ontra
ter ave
 φ4(x), il y a4 ! possibilités de le faire.On en déduit que le vertex 
orrespondant au terme de 
ouplage est −iλ.1.2.5 Théorie fermionique et propagateur de Dira
La généralisation au 
as des 
hamps fermionique s'e�e
tue en utilisant la te
hnique desintégrales gaussiennes sur des variables grassmaniennes développée plus haut et en passantdes fon
tions aux fon
tionnelles génératri
es. On dé�nit don
 la fon
tionnelle

Z[η, η̄] =

∫
Dψ̄Dψ e

i

∫
d4x ψ̄(i/∂ −m+ iε)ψ + η̄ψ + ψ̄η (1.48)Le fa
teur iε est introduit 
omme plus haut a�n d'assurer la 
onvergen
e.Remarque:On sait bien, dans la théorie de Dira
, que ψ̄ n'est pas le 
omplexe 
onjugué de ψ : ψ̄ = ψ+γ0.Cela ne 
hange 
ependant rien d'intégrer sur ψ+ ou sur ψ̄, puisque la mesure est la même.Dans le 
as général, par extension immédiate au 
as fon
tionnel des règles (1.34) ave
 lerempla
ement ∣∣∣∣

η → iη
η∗ → iη̄

,on obtient
< Ω|Tψ(x1)ψ̄(y1) · · ·ψ(xn)ψ̄(yn)|Ω >

=
1

Z[0, 0]

(
−i δ

δη̄(x1)

)(
+i

δ

δη(y1)

)
· · ·
(
−i δ

δη̄(xn)

)(
+i

δ

δη(yn)

)
Z[η, η̄]

∣∣∣∣
η=η̄=0

.
(1.49)



24 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESDans le 
as où n > 1, 
es 
orrélateurs seront dis
onne
tés pour la théorie libre 
orrespondantà la fon
tionnelle (1.48). Dans une théorie ave
 des fermions en intera
tions, des 
onne
tionspeuvent apparaître par l'intermédiaire des vextex.Le 
al
ul expli
ite de la fon
tionnelle Z[η, η̄] est immédiat par intégration gaussienne etdonne
Z[η, η̄] = Z0 e

−
∫
d4xd4y η̄(x)SF (x− y)η(y) (1.50)ave


SF (x1 − x2) =
i

i/∂ −m+ iε
. (1.51)En parti
ulier, on déduit de (1.49) que

< Ω|Tψ(x1)ψ̄(x2)|Ω > = SF (x1 − x2) =
i

i/∂ −m+ iε
. (1.52)1.3 Quanti�
ation du 
hamp éle
tromagnétiqueLe lagrangien du 
hamp éle
tromagnétique libre s'é
rit

L0 = −1

4
(Fµν)

2 .Considérons l'intégrale fon
tionnelle
∫

DAeiS[A]. (1.53)ave

S[A] = −1

4

∫
d4x (Fµν)

2 =
1

2

∫
d4xAµ(x)

(
∂2gµν − ∂µ∂ν

)
Aν(x) ,qui s'é
rit en
ore, par transformée de Fourier,

S[A] =
1

2

∫
d4k

(2π)4
Ãµ(k)

(
−k2gµν + kµkν

)
Ãν(k) .Si l'on suit la pro
édure d'intégration gaussienne développée plus haut, il nous faut inverserl'opérateur ∂2gµν − ∂µ∂ν , 
e qui est impossible sous 
ette forme. En e�et,

[
∂2gµν − ∂µ∂ν

]
∂µα(x) = 0, ∀ α(x)
e qui montre que ∂µα(x) appartient au noyau de 
et opérateur, qui n'a don
 pas d'inverse.Ce
i est dire
tement lié à l'invarian
e de jauge de S sous les transformations de jauge

Aµ(x) → Aµ(x) +
1

e
∂µα(x).En e�et, 
elles-
i ne modi�ent pas Fµν et laissent don
 L et S invariant.

∂µα(x) est appelé 
hamp de pure jauge, au sens où il peut être ramené à 0 par transformationde jauge. En passant à l'image de Fourier, on obtient le point de vue équivalent
[
−k2gµν + kµkν

]
kµα(k) = 0, ∀ α(k).



1.3. QUANTIFICATION DU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 25En terme d'intégration fon
tionnelle, l'impossibilité de donner un sens à (1.53) est dueau fait que l'on ne doit pas intégrer sur toutes les 
on�gurations A : on a intégré i
i sur des
on�gurations équivalentes de jauge, et le fait d'avoir pris un espa
e de phase trop grandfait diverger l'intégrale fon
tionnelle. Il faudrait don
 n'intégrer que sur les représentants des
on�gurations distin
tes physiquement : 
'est l'idée mise en oeuvre par Faddeev et Popov(1967).Fixons la jauge par une 
ondition du type G, i.e. imposons
G(A) = 0 (i.e. ∀ x, G(A(x)) = 0),où G est une fon
tion.Exemple : jauge 
ovariante G(A) = ∂µA

µ .L'idée est maintenant d'insérer δ(G(A)) dans l'intégrale fon
tionnelle, en partant de l'iden-tité
1 =

∫
Dα(x) δ(G(Aα)) det

[
δG(Aα)

δα

] (1.54)ave
 Aα
µ(x) = Aµ(x) + 1

e
∂µα(x).Preuve:La relation pré
édente est l'analogue fon
tionnel de

1 =

∫ ∏

k

dak δ
(n)(~g(~a)) det

[
∂gi

∂aj

] (1.55)où ~g et ~a sont des ve
teurs à n dimensions. Justi�ons 
ette identité (1.55). A une dimension,on a la relation
δ(f(x)) =

∑

i

1

|f ′(xi)|
δ(x− xi), ave
 xi solution de f(xi) = 0 .Dans la relation (1.55), on suppose que l'équation ~g(~a) = 0 possède une solution unique ~a0.La généralisation à partir de

δ(f(x)) =
1

|f ′(x0)|
δ(x− x0)est alors immédiate en 
hoisissant une base pour que ∂gi

∂aj
soit diagonale.Dans la jauge de Lorentz, G(Aα) = ∂µAµ + 1

e
∂2α don


det

[
δG(Aα)

δα

]
= det

[
∂2

e

]qui est indépendant de A. Ce déterminant ne joue don
 pas de r�le dans l'intégrale fon
-tionnelle. Dans les théories de jauge non abéliennes, 
ette propriété ne sera pas satisfaite en



26 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESgénéral (sauf pour les jauges dites physiques, non 
ovariantes). Ce point sera dis
uté en détaildans le 
hapitre 3.Nous pouvons à présent réé
rire l'intégrale fon
tionnelle sous la forme
det

[
δG(Aα)

δα

] ∫
Dα

∫
DA eiS[A]δ(G(Aα)) .E�e
tuons maintenant le 
hangement de variable A → Aα. Cela ne 
hange pas l'élémentd'intégration : DA = DAα. L'invarian
e de jauge implique S[A] = S[Aα]. Finalement on adon
 ∫

DA eiS[A] = det

[
δG(Aα)

δα

] ∫
Dα

∫
DA eiS[A]δ(G(A)).Le fa
teur ∫ Dα est in�ni mais n'a pas de 
onséquen
e physique. Le dernier fa
teur estmaintenant �ni : à présent on intégre uniquement sur les 
on�gurations physiquement in-équivalentes.Nous sommes à mi-
hemin : il nous reste à interpréter le terme δ(G(A)) 
omme une
ontribution à S[A]. L'idée est de l'exponentier 
omme un terme gaussien, en introduisant unefon
tion auxiliaire ω(x) : au lieu de G(A) = ∂µAµ(x), on 
onsidère G(A) = ∂µAµ(x) − ω(x).Alors ∫

DA eiS[A] = det

[
1

e
∂2

] ∫
Dα

∫
DA eiS[A]δ (∂µAµ − ω(x))Cette identité est indépendante du 
hoix de ω. On peut don
 intégrer sur ω (ave
 un poidsgaussien) !Remarque:L'identité

δG(Aα)

δα
=
∂2

en'est pas modi�ée par 
ette fon
tion auxilaire ω.On a alors
N(ξ)

∫
Dω e

−i
∫
d4x

ω2

2ξ det

[
∂2

e

](∫
Dα
)∫

DA eiS[A]δ (∂µAµ − ω(x))

= N(ξ) det

[
∂2

e

](∫
Dα
)∫

DA eiS[A] e
−i
∫
d4x

1

2ξ
(∂µAµ)2

= N(ξ) det

[
∂2

e

](∫
Dα
)∫

DAe
i

∫
d4x

[
L− 1

2ξ
(∂µAµ)

2

]

.Si l'on 
onsidère à présent un opérateur O(A) invariant de jauge, on pourra don
 é
rire, en
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onstru
tion qui pré
ède :
< Ω|T O(A)|Ω > = lim

T→∞(1−iε)

∫
DAO(A) e

i

∫ T

−T

d4x

[
L− 1

2ξ
(∂µAµ)

2

]

∫
DA e

i

∫ T

−T

d4x

[
L − 1

2ξ
(∂µAµ)

2

] (1.56)
En parti
ulier, dans le 
as où L = L0 = −1

4
(Fµν)

2, l'intégration, gaussienne en A, est main-tenant possible, et permet d'obtenir l'expression de la fon
tion de 
orrélation libre à deuxpoints. L'a
tion libre
S =

1

2

∫
d4xAµ(x)

(
∂2gµν − ∂µ∂ν

)
Aν(x)est rempla
ée par

Sξ =
1

2

∫
d4xAµ(x)

(
∂2gµν − ∂µ∂ν

(
1 − 1

ξ

))
Aν(x)après intégration par partie, et l'équation

[
−k2gµν +

(
1 − 1

ξ

)
kµkν

]
D̃

νρ

F (k) = iδρ
µ (1.57)a pour solution

D̃µν
F (k) =

−i
k2 + iε

(
gµν − (1 − ξ)

kµkν

k2

) (1.58)Il est d'usage d'appeler jauge de Landau le 
as ξ = 0 et jauge de Feynman le 
as ξ = 1.Preuve:Pour obtenir la solution il su�t d'introduire le proje
teur transverse
Tµν = gµν −

kµkν

k2et le proje
teur longitudinal
Lµν =

kµkν

k2
.On véri�e que

Tµνk
ν = 0, Lµνk

ν = kµet que
TµνT

νν′

= T ν′

µ et LµνL
νν′

= Lν′

µ ,
e qui justi�e les noms donnés à Tµν et Lµν . En�n, 
es deux proje
teurs fournissent unedé
omposition 
omplète de l'identité : Tµν + Lµν = δµν .L'équation à résoudre [
−k2gµν +

(
1 − 1

ξ

)
kµkν

]
D̃

νρ

F = iδ ρ
µ



28 CHAPITRE 1. INTÉGRALE DE CHEMIN ET MÉTHODES FONCTIONNELLESs'é
rit don
 en
ore
−k2

[
gµν −

kµkν

k2︸ ︷︷ ︸
+

1

ξ

kµkν

k2︸ ︷︷ ︸

]
D̃νρ

F = iδ ρ
µ ,

Tµν Lµνsoit (
Tµν +

1

ξ
Lµν

)
D̃νρ

F =
−i
k2
δ ρ
µ .E
rivons D̃νρ

F sous la forme D̃νρ
F = AT νρ +BLνρ. Alors
AT ρ

µ +
1

ξ
BL ρ

µ =
−i
k2

(
T ρ

µ + L ρ
µ

)d'où
A =

−i
k2

et B =
−i
k2
ξ.Ainsi

D̃µν
F (k) =

−i
k2 + iε

[T µν + ξLµν ] , (1.59)forme équivalente à la relation (1.58).Nous verrons plus loin que les 
orre
tions radiatives modi�ent uniquement la partie trans-verse du propagateur.Nous pouvons à présent é
rire le lagrangien 
omplet de QED et é
rire les règles de Feyn-man 
orrespondantes :
LQED = Lγ + Lfixation de jauge + LDirac

= −1

4
(Fµν)

2 − 1

2ξ
(∂µAµ)2 + ψ̄(i/D −m)ψ Dµ = ∂µ + ieAµ

= −1

4
(Fµν)

2 − 1

2ξ
(∂µAµ)2

︸ ︷︷ ︸
+ ψ̄(i/∂ −m)ψ︸ ︷︷ ︸ −eψ̄γµψAµ︸ ︷︷ ︸
f. (1.58) 
f. (1.51) terme d'intera
tion

= L0 − e ψ̄γµψAµLes règles de l'intégration gaussienne (à la fois sur les 
hamps bosoniques A et sur les 
hampsfermioniques ψ̄ et ψ) permettent d'évaluer perturbativement les fon
tions de 
orrélationsformées à partir de
ei

R

d4xLQED = ei
R

d4xL0

[
1 − ie

∫
d4x ψ̄γµψAµ + · · ·

]
.

On en déduit le vertex

PSfrag repla
ements

µ

= −ieγµ .



1.3. QUANTIFICATION DU CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE 29Le lagrangien 
i-dessus 
orrespond au 
as de l'éle
tron, de 
harge e = −|e|. Dans le 
asd'une parti
ule de 
harge Q|e| (Q = −1 pour l'éle
tron), en partant de la dérivée 
ovariante
Dµ = ∂µ + iQ|e|Aµ , (1.60)on en déduit que le vertex d'intera
tion s'é
rit

PSfrag repla
ements
qN

µ

= −iQ|e|γµ .Remarque:Les notations peuvent parfois préter à 
onfusion. Ainsi Peskin, S
hroeder et Itzykson, Zubernotent e = −|e| la 
harge de l'éle
tron, tandis que Muta note e = |e| l'unité de 
hargepositive !
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Chapitre 2Théories de Yang-MillsLe prin
ipe qui guide la 
onstru
tion des théories de Yang-Mills est le suivant : en rendantlo
ales les symétries globales, on peut engendrer la dynamique du système. Ce prin
ipe serale �l 
ondu
teur de 
e 
hapitre1, et des suivants, puisqu'il fournit de l'information tant auniveau 
lassique qu'au niveau quantique.En QED, A0 produit des états de norme négative. Grâ
e à l'identité de Ward, qui dé
oulede l'invarian
e de jauge lo
ale, on montre que 
es états de norme négative sont exa
tement
ompensés par les modes longitudinaux. Il ne reste alors que deux degrés de liberté physique,
orrespondant aux états de polarisation transverse.La même propriété est valable pour les théories de jauge non abéliennes. Les identités deWard asso
iées sont alors plus 
omplexes, mais la 
on
lusion sera la même. L'existen
e de
ette symétrie permet également de montrer que la théorie est renormalisable, i.e. que les
ontre-termes sont invariants de jauge (et qu'en parti
ulier le photon et le gluon sont biendes parti
ules de masse nulle, à tous les ordres en perturbation).2.1 Théorie de jauge abélienneNous allons e�e
tuer un petit retour sur QED, en montrant que 
'est la seule théorie, enpartant du lagrangien de Dira
 libre, qui puisse être obtenue si l'on impose l'invarian
e dejauge lo
ale et la renormalisabilité, ainsi bien entendu que l'invarian
e de Lorentz.Considérons don
 le lagrangien de l'éle
tron libre
L0 = ψ̄(x) (iγµ∂µ −m)ψ(x)Il est invariant sous la transformation globale U(1) suivante :

ψ(x) → ψ′(x) = e−iα ψ(x) (α réel)
ψ̄(x) → ψ̄′(x) = eiαψ̄(x) .1Ce 
hapitre utilise des notions élémentaires de théorie des groupes et algèbres de Lie, rappelées brièvement.Elle ne sont pas indispensables pour la suite du 
ours et peuvent être sautées en première le
ture31



32 CHAPITRE 2. THÉORIES DE YANG-MILLSConstruisons une théorie qui soit invariante de jauge lo
ale, i.e. laissée invariante par
{
ψ(x) → ψ′(x) = e−iα(x)ψ̄(x)
ψ̄(x) → ψ̄′(x) = eiα(x)ψ̄(x) .Alors

ψ̄(x)∂µψ(x) → ψ̄′(x)∂µψ
′(x) = ψ̄(x)eiα(x)∂µ

(
e−iα(x)ψ(x)

)

= ψ̄(x)∂µψ(x)−iψ̄(x) ∂µα(x)ψ(x)︸ ︷︷ ︸terme non 
ompensé !Introduisons une dérivée 
ovariante Dµ, 
onstruite à partir de ∂µ, de manière à 
ompenser leterme en trop : Dµ = ∂µ + ?Le terme à ajouter doit porter un indi
e de Lorentz : 
'est don
 un 
hamp ve
toriel (
hamp
ar il doit dépendre de x puisque ∂µα(x) dépend de x. On le 
hoisit réel, et on pose don

Dµ = ∂µ + i eAµ . (2.1)

e est i
i un paramètre arbitraire (
e sera la 
harge éle
trique). Si
Aµ(x) → A′

µ(x) = Aµ(x) +
1

e
∂µα(x)sous une transformation de jauge, alors

Dµψ(x) → [Dµψ(x)]′ = [(∂µ + ieAµ)ψ(x)]′ = [∂µ + ieAµ + i∂µα(x)] e−iα(x)ψ(x)

= e−iα(x) (∂µ + ieAµ)ψ(x) = e−iα(x)Dµψ(x)Don

Dµψ(x) → [Dµψ(x)]′ = e−iα(x)Dµψ(x) , (2.2)i.e. Dµψ(x) possède la même loi de transformation que ψ(x)A présent le terme ψ̄(x)Dµψ(x) est invariant de jaugeLe lagrangien L′

0 = ψ̄ i γµ (∂µ + ieAµ)ψ −mψ̄ ψ est don
 invariant de jauge.Ce 
hamp de jauge n'est pas dynamique. En e�et, le lagrangien ne possède pas de termedérivatif en ∂0A
µ, don
 le moment 
onjugué de Aµ est nul. Nous devons don
 modi�er lelagrangien.Résultat préliminaire :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ est invariant de jauge. (2.3)Preuves:
• dire
tement : le résultat est immédiat d'après la loi de transformation de Aν

• (DµDν −DνDµ)ψ = ieFµνψ



2.1. THÉORIE DE JAUGE ABÉLIENNE 33Comme Dνψ → [Dνψ]′ = e−iα(x)Dνψ (i.e. Dνψ se transforme 
omme ψ 
omme nousl'avons vu en (2.2)), on en déduit que (DµDν)ψ = Dµ(Dνψ) se transforme 
omme Dµψ, don

[DµDνψ]′ = e−iα(x)DµDνψ ,d'où

[(DµDν −DνDµ)ψ]′ = e−iα(x)(DµDν −DνDµ)ψ(x)qui s'é
rit en
ore
[Fµνψ]′ = F ′

µνψ
′ = e−iα(x)Fµνψ = (Fµνψ)e−iα(x)d'où
F ′

µν = Fµν ,Le terme le plus simple qui soit de dimension inférieure ou égale à 4 (
ritère de renormalisa-bilité qui sera justi�é dans les 
hapitres suivants), s
alaire de Lorentz et invariant de jaugeest
LA = −1

4
FµνF

µν (à une divergen
e totale près)Le fa
teur 1/4 est 
onventionnel. Il est là pour assurer que les équations du mouvementobtenues sont bien les équations de Maxwell 
orre
tement normalisées. Le lagrangien deQED s'é
rit don
 �nalement :
LQED = ψ̄ i γµ (∂µ + ieAµ)ψ −mψ̄ ψ − 1

4
FµνF

µν . (2.4)Remarques:
• le photon est de masse nulle 
ar un terme en AµA

µ n'est pas invariant de jauge
• le 
ouplage du photon à la matière est 
omplètement déterminé par l'exigen
e d'avoirune théorie de jauge lo
ale (
e 
ouplage apparaît lors du rempla
ement ∂µ → Dµ). Un 
ou-plage non minimal du type ψ̄σµνψF

µν n'est pas possible 
ar il briserait la renormalisabilité(seuls les termes de dimension ≤ 4 sont permis). Un tel terme de 
ouplage est 
ependant inté-ressant pour dé
rire, à basse énergie, un 
ouplage phénoménologique au proton ou au neutron(pour dé
rire le moment magnétique qui est di�érent de 
elui de la théorie de Dira
 
orrigéepar QED par exemple). On parle alors de théorie e�e
tive, au sens où, si l'on introduit une
oupure UV à la main, il devient li
ite de 
onsidérer un lagrangien non renormalisable.
• rien n'oblige à 
e que la 
harge éle
trique élémentaire soit la même pour toutes les par-ti
ules 
hargées. Ce
i est dû au fait que le groupe de jauge est U(1). Comme les 
onstantesde stru
ture du groupe sont nulles, il n'y a pas de relation entre les di�érentes 
harges desparti
ules de matière 
ouplées au 
hamp de jauge.
• le lagrangien ne 
omporte pas de terme d'intera
tion du boson de jauge ave
 lui-même :le photon ne possède pas de 
harge U(1). Don
 sans matière, QED est une théorie libre.Les deux premières remarques restent valables pour les théories de jauge non abélienne.En revan
he, 
omme une théorie de jauge abélienne est non linéaire (à 
ause de la stru
ture



34 CHAPITRE 2. THÉORIES DE YANG-MILLSdu groupe), les deux dernières remarques sont sus
eptibles d'être modi�ées.Le prin
ipe que vous venons de mettre en oeuvre pour l'éle
tromagétisme a été généraliséen 1954 par Yang et Mills pour le groupe SU(2) d'isospin. Nous allons examiner i
i plusgénéralement le 
as d'un groupe de jauge G dont l'algèbre de Lie est la somme dire
te desous-algèbres de Lie simples 
ompa
tes et de sous algèbres U(1). Commençons par donnerquelques éléments utiles de théorie des groupes et de leur représentations.2.2 Quelques éléments de théorie des groupes2.2.1 Algèbre de LiePour un groupe de Lie donné, l'algèbre de Lie s'obtient par di�érentiation au voisinagede l'identité, suivant toutes les dire
tions indépendantes. On note alors n la dimension dugroupe, qui est le nombre de générateurs de sa IR-algèbre de Lie. Par exemple n = N2 − 1pour SU(N). L'algèbre de Lie est simplement l'ensemble des 
ombinaisons linéaires de 
esgénérateurs (sur IR si on parle de la IR-algèbre de Lie, sur C si on parle de la C−algèbre deLie), muni d'un 
ro
het de Lie (
'est le 
ommutateur dans le 
as des algèbres de matri
es).Les éléments de l'algèbre de Lie véri�ent l'identité de Ja
obi
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 , (2.5)

X, Y, Z étant 3 
ombinaisons linéaires arbitraires des générateurs.Nous noterons 
onventionnellement par T a (a = 1, · · ·n) les générateurs de l'algèbre deLie. Ces générateurs véri�ent la relation
[Ta, Tb] = if c

ab Tc , (2.6)où f c
ab sont les 
onstantes de stru
ture du groupe. Dans le 
as qui nous interessera des groupesde Lie 
ompa
ts semi-simples (voir 
i-dessous), la 
ovarian
e des indi
es sur le groupe ne joueau
un r�le et on pourra é
rire fabc = f c

ab , et don

[Ta, Tb] = ifabc Tc . (2.7)2.2.2 ReprésentationsReprésentation d'un groupeSoit V un espa
e ve
toriel sur IR ou C, de dimension d.Une représentation linéaire d'un groupe G dans V est un homomorphisme D de G dans legroupe GL(d) des opérateurs linéaires et inversibles de V . On a don


∀ g1, g2 ∈ G, D(g1 g2) = D(g1)D(g2) .En parti
ulier D(e) = 1l et D(g−1) = D(g)−1 ,où e et 1l sont les éléments neutres de G et de GL(d).
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V est appelé espa
e de représentation, et d = dim V est la dimension de la représentation.
D(g) s'é
rit don
 
omme une matri
e d× d. Il ne faut surtout pas 
onfondre 
ette dimensionave
 
elle du groupe. De façon générale, un groupe donné possède plusieurs représentations,de dimensions di�érentes. On ne 
onfondra pas 
ette dimension ave
 
elle de la représentationdu groupe ou de son algèbre de Lie (les dimensions sont égales dans le 
as de la représentationadjointe).Représentation d'une algèbre de Lie gSoit V un espa
e ve
toriel sur IR ou C. On dit que D est une représentation linéaire de gdans l'espa
e ve
toriel V si

[D(A), D(B)] = D([A,B])

D(αA+ βB) = αD(A) + βD(B)Théorème :Une représentation DG d'un groupe G induit par di�érentiation une représentation DAde son algèbre de Lie. Cela signi�e que l'on passe d'un représentation du groupe à unereprésentation de son algèbre de Lie exa
tement 
omme on passe du groupe à son algèbre deLie.Représentations unitairesSi ∀ g ∈ G , les opérateurs D(g) sont unitaires, la représentation est dite unitaire.Représentations équivalentesDeux représentations D et D′ sont dites équivalentes si et seulement si il existe un opé-rateur S inversible t.q.
∀ g ∈ G , ,D′(g) = S−1D(g)S .

S est appelé opérateur d'entrela
ement.Quelques représentations utilesReprésentation fondamentale :C'est la représentation la plus simple (en dehors de la représensation "triviale" pourlaquelle T (g) = 1). Elle 
onsiste simplement à représenter 
haque élément du groupe parlui-même. Ainsi un 
hamp de matière ψ appartenant à l'espa
e de représentation de la re-présentation fondamentale de G, se transforme suivant
ψ

G→ ψ′
i = Uijψj U ∈ G (U : matri
e N ×N pour SU(N))soit lo
alement :

ψ
G→ ψ′ = ψ − iαaT aψ



36 CHAPITRE 2. THÉORIES DE YANG-MILLS(ou ψ′ = ψ + iαaT aψ si l'on préfère 
ette paramétrisation) qui doit se 
omprendre 
omme
ψ′

i = ψi − iαaT a
ijψj (2.8)où α possède n 
omposantes : l'indi
e a est une étiquette pour le a-ième générateur tandisque i et j sont des indi
es matri
iels pour la représentation de 
e générateur agissant sur leve
teurs ψj à N 
omposantes.La relation de transformation (2.8) fait intervenir la matri
e U ave
 ses 
oe�
ients Uij .Nous n'avons pas utilisé la notation 
ovariante pour la représentation fondamentale poursimpli�er la dis
ussion. C'est néanmoins utile (et indispensable !) dans le 
as où les représen-tations fondamentales 
omplexes 
onjuguées ne sont pas équivalentes. Ainsi, dans le 
as de

SU(N), dès que N > 2, les représentations 
onjuguées ne sont pas équivalentes. Par exemple,3 et 3̄ ne sont pas équivalentes sous SU(3). On é
rira alors ψi pour une représentation (
onven-tionnellement, 
'est 
elle 
orrespondant aux quarks) et ψi(= ψ∗i) pour sa 
omplexe 
onjuguée(
'est 
elle des antiquarks) ave

ψ′i = U i

jψ
j U i

j ≡ (U)ij

ψ′
i = U j

i ψj U j
i ≡ (Ū)ij

matri
iellement :
ψ′ = Uψ
ψ∗′ = Ūψ∗Comme pour les fermions on utilise Ψ̄ = Ψ†γ0 plut�t que Ψ∗, il est utile d'é
rire la loi detransformation de Ψ̄ sous le groupe. Partant de

ψ∗′ = Ūψ∗on déduit que
ψ†′ = tΨ∗ tŪ = tΨ∗ U †et don
, puisque U n'agit que sur les indi
es du groupe (et non sur les indi
es spinoriels),

Ψ̄′ = Ψ̄U † .Ainsi, en résumé, pour des fermions (
as des quarks)
ψ′ = Uψ

Ψ̄′ = Ψ̄U †
(2.9)

Représentation adjointe :Une représentation parti
ulière joue un r�le important dans la 
onstru
tion de Yang-Mills : il s'agit de la représentation adjointe. Elle est dé�nie de la façon suivante.
⋆ sur le groupe :
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ation g → ad g dé�nie par ad g(h) = ghg−1 est une représentationde G sur lui-même.Preuve:
∀g1, , g2 ∈ G , ∀h ∈ G , ad(g1 g2)(h) = (g1 g2) h (g1 g2)

−1 = g1 (g2 h g
−1
2 ) g−1

1

= adg1(ad2(h))
e qui prouve que l'on a bien 
onstruit un morphisme.
⋆ sur l'algèbre :A 
ette représentation sur le groupe 
orrespond la représentation X → adX dé�nie par

adX(Y ) = [X, Y ] .Ce
i signi�e que les générateurs jouent deux r�les simultanément : 
elui de générateur et
elui de ve
teur de base sur lesquels agissent les générateurs. La dimension de la représenta-tion adjointe est don
 égale à 
elle du groupe.Preuve:Il su�t de di�érentier exp(−itTa)Tb exp(itTa) en t = 0 pour en déduire l'expression dela représentation adjointe sur l'algèbre de Lie. En utilisant le théorème qui assure qu'unereprésentation d'un groupe induit par di�érentiation une représentation de son algèbre deLie, 
e
i a
hève la preuve. Il est 
ependant instru
tif de le véri�er dire
tement de deux façonsdi�érentes :� de manière intrinsèque, il faut montrer que [adX1, adX2] = ad[X1, X2] .
∀Y ∈ g , [adX1, adX2](Y ) = adX1 adX2(Y ) − adX2 adX1(Y )

= [X1, [X2, Y ]] − [X2, [X1, Y ]] = [X1, [X2, Y ]] + [X2, [Y,X1]] = −[Y, [X1, X2]]soit en
ore [adX1, adX2](Y ) = [[X1, X2], Y ] , 
e qui prouve le résultat.� matri
iellement, en utilisant les 
onstantes de stru
ture (2.7) on peut 
onstruire 
ettereprésentation par les n matri
es TA
a (A 
omme adjointe) de 
oe�
ients
(TA

a )cb = i fabc . (2.10)Cette dé�nition est bien 
ohérente puisque
Ta(Tb) = [Ta, Tb] = i fabc Tc (2.11)et don
 par identi�
ation du 
oe�
ient c de l'image de Tb par Ta on en tire bien (2.10).Ce
i se visualise sous la forme

b


‖
‖
‖




n×n

= D(Ta)

տ∑
c

[D(Ta)]cbTc = image du ve
teur Tb
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ette forme, il su�t don
 de véri�er que [D(Ta), D(Tb)]αβ = D([Ta, Tb])αβ pour
e 
onvain
re que l'on a bien une représentation, 
e qui se véri�e grâ
e à l'identité deJa
obi.Remarque:La dimension de la représentation adjointe est égale à la dimension du groupe. En revan
heles générateurs Ta peuvent être dans une représentation 
omplètement arbitraire. La seule
hose qui 
ompte �nalement est que leur nombre soit la dimension du groupe (qu'il ne fautsurtout pas 
onfondre ave
 la dimension d de la représentation des générateurs Ta (i.e. les Tasont des matri
es d×d)). On obtient ainsi di�érentes formes isomorphes de la représentationadjointe.Exemple : SU(2)représentation fondamentale : matri
es ~σ
2
(3 matri
es 2 × 2)représentation adjointe : 
'est la représentation ve
torielle que l'on peut aussi fabriquer àpartir des rotations in�nitésimales (Jk)ij = −i εkij = −i εijk (3 matri
es 3 × 3).En tant que matri
e, TA

a agit 
omme une matri
e n × n (n = dimension du groupe). Enrevan
he si l'on dé
ide de dé
rire TA
a 
omme un opérateur 
onstruit à partir d'une représen-tation donnée (en général la représentation fondamentale) de dimension d, alors

TA
a (Tb) = [Ta, Tb] Ta : pour a �xé, 
'est une matri
e d× d
տ n indi
es possiblesNotations usuelles dans la littérature : ad ⇔ TA ⇔ T pour l'adjointe

T f ⇔ t pour la fondamentaleDans la suite nous utiliserons T pour l'adjointe et t pour la(les) fondamentale(s).Il est assez usuel d'utiliser les indi
es i, j, k pour les 
oe�
ients des générateurs de la (des)représentation(s) fondamentale(s), et a, b, c pour les 
oe�
ients des générateurs de la repré-sentation adjointe.2.2.3 Compa
ité, simpli
ité et semi-simpli
itéCompa
itéOn dit qu'un groupe est 
ompa
t si le domaine dans lequel vivent les n paramètres dugroupe est 
ompa
t. Ainsi le groupe des rotations est 
ompa
t, mais le groupe de Lorentz nel'est pas, à 
ause des boosts qui sont 
odés par des rapidités2 variant de −∞ à +∞. Notonsdans 
e dernier 
as que l'on pourrait avoir la (fausse) impression qu'un boost pouvant être2Rappelons que la rapidité φ est reliée aux paramètres d'un boost de Lorentz par les relations chφ = γ et
shφ = γ β.
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odé par une vitesse variant de −c à +c, 
ette notion de 
ompa
ité est toute relative. Il n'enest rien, 
ar 
'est bien le 
odage en terme des rapidités qui permet d'obtenir une stru
turede groupe de Lie.Simpli
itéLa notion d'algèbre simple (et semi-simple) est importante en mathématique d'un point devue de 
lassi�
ation. Pour nous, elle joue un r�le important puisqu'elle assurera la positivitéde l'énergie asso
iée au lagrangien ainsi 
onstruit (voir 
ommentaire page 43).Pour la dé�nir, on introduit la notion d'idéal : 
'est un sous-espa
e I de l'algèbre g stablepar multipli
ation (au sens du 
ro
het de Lie). Cela signi�e que [I, g] ⊂ I , 
'est-à-dire quele 
ommutateur de n'importe quel élément de I ave
 un élément quel
onque de g appartientà I. Ce
i étant dit, un idéal est abélien si tous les éléments de I 
ommutent entre eux.Nous pouvons maintenant dé�nir la notion d'algèbre de Lie simple : 
'est une algèbre quin'a pas d'autre idéal que {0} . Une algèbre est semi-simple si elle n'a pas d'autre idéal abélienque {0} (
e qui n'interdit pas qu'elle possède d'autre idéal, d'où l'appelation semi-simple).Exemple : l'algèbre de Lie du groupe SO(4), que l'on note so(4), peut s'é
rire sous la forme
so(4) = so(3)⊕ so(3) (
e
i se véri�e en partant des générateurs de so(4) et en les 
ombinantastu
ieusement. Ce
i permet de montrer que so(4) n'est pas simple, bien que semi-simple (onne peut isoler de générateur abélien dans so(4)).On montre (Cartan) que toute algèbre de Lie semi-simple est somme dire
te d'algèbresde Lie simple. Les algèbres de Lie simple sont 
omplètement 
lassi�ées (
lassi�
ation due àCartan).Dans la 
omposante 
onnexe de l'identité, on peut é
rire, le groupe étant 
ompa
t,
U(α) = e−iαaT a . Ce
i n'est possible pour un groupe de Lie arbitraire (i.e. qui n'est pas for-
ément 
ompa
t) que dans un voisinage de l'identité, alors que la 
ompa
ité permet d'avoira

és à toute la 
omposante 
onnexe de l'identité, qui est par dé�nition l'ensemble des élé-ments du groupe que l'on peut obtenir à partir de l'identité en faisant varier 
ontinûment lesparamètres.Pour un groupe 
ompa
t, on démontre que toute représentation irrédu
tible est de di-mension �nie et équivalente à une représentation unitaire. Cette hypothèse étant suppo-sée i
i véri�ée, on 
onsidérera don
 dans toute la suite que les matri
es U sont unitaires :
U U † = U † U = 1 et don
 U−1 = U †.2.3 Théories de jauge non abéliennes2.3.1 Prin
ipe de jauge et 
ouplage matière-
hamp de jaugeExaminons le terme 
inétique ψ̄(x)∂µψ(x). En utilisant (2.9), on obtient

ψ̄(x)∂µψ(x)
G→ ψ̄′(x)∂µψ

′(x) = ψ̄(x)∂µψ(x)

+ ψ̄(x)U−1(α) [∂µU(α)]ψ(x)︸ ︷︷ ︸ .terme non 
ompensé
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édure que pour QED :
• on ajoute à ∂µ un 
hamp de jauge
• 
omme U ∼

|α|≪1
1 − iαaT a , ∂µU ∼ −i∂µα

a(x)T a

αa porte un indi
e de la représentation adjointe (N2 − 1 indi
es pour SU(N)), don
 le
hamp de jauge doit obligatoirement être 
hoisi dans la représentation adjointe (indépen-damment du 
hoix de la représentation T a, en prin
ipe la fondamentale). On pose don

Dµ = ∂µ − igT aAa

µ , (2.12)que l'on peut 
omparer à Dµ = ∂µ + ieAµ en QED : dans 
e 
as trivial, le générateurde la représentation adjointe (
omme de la représentation fondamentale) est simplement lenombre 1 (on peut di�
ilement faire plus simple 
omme matri
e 1 × 1 hermitienne ! !). No-ter que les signes devant les parties faisant intervenir les 
hamps de jauge sont 
onventionnels.Nous allons maintenant exiger la loi de transformation
Dµψ → (Dµψ)′ = U(α)Dµψ (2.13)analogue de (Dµψ)′ = e−iα(x)Dµψ pour QED. Alors

(
∂µ − igT aA′a

µ

)
(U(α)ψ) = U(α)

(
∂µ − igT aAa

µ

)
ψsoit [

∂µU(α) − igT aA′a
µU(α)

]
ψ = −igU(α)T aAa

µψd'où �nalement
T aA′a

µ = U(α)T aAa
µU

−1(α) − i
g
[∂µU(α)]U−1(α) . (2.14)Dans le 
as d'une transformation de jauge globale, αa = 
onstante, et 
ette relation se simpli�een

T aA′a
µ = U(α)T aAa

µU
−1(α) , (2.15)qui n'est autre que la représentation adjointe du groupe G sur son algèbre de Lie.Si l'on développe (2.14) autour de l'identité, on obtient, en partant de U(α) ∼ 1− iαaT a,

TAA′a
µ = T aAa

µ − iαbAc
µ[T b, T c] − 1

g
T a∂µα

a .Or [T b, T c] = if bcaT a . Don
 puisque fabc est 
omplètement antisymétrique, on en déduit que
A′a

µ = Aa
µ + fabcαbAc

µ − 1
g
∂µα

a . (2.16)Si l'on 
onsidère à nouveau le 
as parti
ulier d'une transformation de jauge globale αa =
onstante, on obtient
A′a

µ = Aa
µ + fabcαbAc

µqui est bien la loi de transformation de la représentation adjointe de l'algèbre de Lie de G.C'est bien sûr la version lo
ale de (2.15).
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omparera utilement 
ette é
riture ave
 la dé�nition habituelle d'une représentation ad-jointe d'une algèbre de Lie : i
i on a é
rit la représentation sur les 
oordonnées (les Aa
µ) plut�tque sur les ve
teurs de base de l'algèbre de Lie (les T a). C'est bien sûr équivalent (on ditdual en mathématiques).Pour s'en 
onvain
re il su�t d'é
rire

A′a
µ =

(
e−iαcT A

c

)
ab︸ ︷︷ ︸
Ab

µ

= DA(U) dans la représentation adjointeLa relation (2.14) s'é
rit alors, pour une transformation de jauge globale,
T a
(
δab − iαc

(
TA

c

)
ab

)
︸ ︷︷ ︸

Ab
µ =

(
1 − iαbT b

)
︸ ︷︷ ︸T

aAa
µ

(
1 + iαbT b

)développement de DA(U) développement de DF (U)au voisinage de U = 1l au voisinage de U = 1lqui donne, en égalant les 
oe�
ients de Aa
µ,

T a′ (
TA

c

)
a′a︸ ︷︷ ︸

= [T c, T a] (2.17)image du ve
teur de base T a par TA
cqui est bien la représentation adjointe 
onnue. Noter (
e n'est pas une erreur d'é
riture)la position des indi
es : l'indi
e 
ourant est à gau
he de la matri
e T a

c (
omme dans tout
hangement de base).En é
rivant [T c, T a] = ifcaa′T a′ on a bien sûr (TA
c )a′a = −ifca′a. Au risque de se répéter,(2.17) peut être vue de deux façons : 
omme une identité matri
ielle (membre de gau
he),ave
 une matri
e agissant sur l'espa
e 
onstitué des générateurs de la représentation 
onsi-dérée, ou 
omme une identité opératorielle (membre de droite), ave
 
ette fois un 
al
ulde 
ommutateurs qui fait don
 intervenir des produits de matri
es ave
 des indi
es dans lareprésentation 
onsidérée :

• [T c, T a] est une matri
e dans la représentation des 
hamps de matière (en général 
'estla représentation fondamentale, mais 
e n'est pas obligatoire) :
[T c, T a]ij = T c

ikT
a
kj − T a

ikT
c
kj où i, j sont des indi
es de la représentation des 
hamps dematière (i, j = 1 · · ·N pour une représentation fondamentale de SU(N)).

• (TA
c )a′a est un élément de matri
e de la représentation adjointe (a, a′ = 1 · · ·n où n estla dimension du groupe).Notons que la relation (2.16) peut en
ore s'é
rire

A′a
µ = Aa

µ − 1
g
(Dµα)a (2.18)où Dµ agit i
i dans la représentation adjointe, que l'on notera aussi (DA)µ (la lettre A signi�eadjointe).
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• 
'est immédiat en é
rivant l'a
tion de (DA)µ , qui est une matri
e n×n (n étant la dimensiondu groupe), sur α (ve
teur à n 
omposantes) :

(Dµα)a = ∂µα
a − ig(T c

A)abA
c
µαbave
 (T c

A)ab = −ifcab .

• le même résultat peut bien sûr s'obtenir dire
tement en utilisant la dé�nition de (DA)µ ,

(DA)ab
µ = ∂µδ

ab − ig(T c
A)abA

c
µ = ∂µδ

ab − gfabcA
c
µ ,
e dernier point de vue faisant resortir le fait que Dµ dépend de la représentation sur laquelleelle agit.Notation:on é
rira

Aµ = Aa
µT

a , (2.19)qui est don
 un 
hamp appartenant à la représentation adjointe de l'algèbre de Lie de G.Comme Aµ ne porte plus expli
itement d'indi
e de la représentation du groupe, il ne fautpas se laisser abuser par la notation ! (ainsi dans le plan eu
lidien habituel, ~V = x~ex + y~ey neporte pas non plus d'indi
e, mais on y est plus habitué !).2.3.2 Dynamique du 
hamp de jaugeIl nous reste maintenant à déterminer la dynamique du 
hamp de jauge, 
'est-à-dire àdéterminer l'équivalent de Fµν = ∂µAν − ∂νAµ pour QED. Comme nous l'avons fait pourQED, 
onsidérons don
 (DµDν −DνDµ)ψ :

DµDν −DνDµ =
(
∂µ − igT aAa

µ

) (
∂ν − igT bAb

ν

)
− (µ↔ ν)

= −igT a∂µA
a
ν − igT aAa

µ∂ν − g2T aT bAa
µA

b
ν

+igT a∂νA
a
µ + igT aAa

ν∂µ + g2T bT aAa
µA

b
ν

= −igT c
(
∂µA

c
ν − ∂νA

c
µ

)
− g2ifabcA

a
µA

b
νT

cqui est don
 un objet se transformant suivant la représentation adjointe, puisqu'il a la mêmestru
ture (par rapport au groupe de jauge) qu'un 
hamp tel que Aµ. Nous �xerons les 
oor-données de 
et objet dans la base T a en posant DµDν −DνDµ = −igT aF a
µν .Alors

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + g fabcA

b
µA

c
ν . (2.20)On notera la présen
e d'un terme supplémentaire non linéaire par rapport au 
as abélien.Comme Dµψ et ψ se transforment de la même façon sous le groupe de jauge, on en déduitque

[(DµDν −DνDµ)ψ]′ = U(α) (DµDν −DνDµ)ψ .
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[(DµDν −DνDµ)ψ]′ = −igT aF ′a

µνψ
′ = −igT aF ′a

µνU(α)ψ ,d'où par 
omparaison
T aF ′a

µν = U(α)T aF a
µνU(α)−1 . (2.21)qui traduit bien le fait attendu que F a

µν se transforme suivant la représentation adjointe. Sil'on développe autour de α = 0, on aura bien sûr F ′a
µν = F a

µν + fabc αbF
c
µν , y 
ompris si latransformation de jauge est lo
ale (pas de terme en ∂µα

a 
omme pour Aµ
′a).Nous pouvons à présent é
rire la seule quantité s
alaire, invariante de jauge et de dimen-sion 4 disponible pour 
ompléter le lagrangien (à une 
onstante multipli
ative près) :

Tr(T aF a
µν)(T

bF b
µν) est invariant de jauge. (2.22)Preuves:

• dire
tement :
T aF a

µνT
bF b

µν

G→ U(α)T aF a
µνU(α)−1U(α)T bF b

µνU(α)−1

= U(α)T aF a
µνT

bF b
µνU(α)−1 .Par invarian
e de la tra
e par permutation 
y
lique, on en déduit le résultat.

• mathématiquement, TrT aT b est une métrique invariante, proportionnelle à la métriquede Cartan-Killing TrTA
aT

A
b. Don
 si l'on examine la loi de transformation de (2.22) de manièreduale par rapport au groupe de jauge (i.e. on interprète la transformation de jauge 
ommeun 
hangement de repère a�e
tant les ve
teurs de base T a de la représentation (point devue passif) plut�t qu'en terme d'un 
hangement des 
oordonnées F a

µν (point de vue a
tif), lerésultat est immédiat.Dans tout théorie physiquement raisonnable, la positivité de l'énergie doit être satisfaite(non pas au sens stri
t, le signe absolu de l'énergie n'ayant pas de sens puisque l'énergie esttoujours dé�nie à une 
onsante près) : l'adjon
tion d'un mode physique supplémentaire àun état donné doit augmenter l'énergie. C'est aussi la raison pour laquelle, dans une théories
alaire par exemple, le terme 
inétique est de la forme 1
2
Z ∂µφ∂

µφ − 1
2
m2φ2 , où Z eststri
tement positif (on 
hoisit en général Z = 1 pour la théorie non renormalisée). C'est laraison pour laquelle on exige que TrT aT b soit une métrique dé�nie positive. On démontrealors que 
e
i est équivalent à 
hoisir pour groupe de jauge un groupe de Lie dont l'algèbrede Lie soit la somme dire
te de sous-algèbres de Lie simples 
ompa
tes et de sous algèbres

U(1).En outre, 
e résultat permet de montrer que TrT aT b est proportionnelle à δab .Nous pouvons maintenant é
rire le lagrangien 
omplet de Yang-Mills
L = −1

4
F a

µνF
aµν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ
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e lagrangien pour 
omprendre sa stru
ture. Pour simpli�er, on suppose quel'algèbre de Lie du groupe G est simple, 
e qui évite d'introduire plusieurs types de 
harge.Ce
i s'applique don
 dire
tement au 
as G = SU(N) :

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ terme 
inétique (quark)
PSfrag repla
ements

−1
4

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)
(∂µAaν − ∂νAaµ) terme 
inétique (gluon)

PSfrag repla
ements

+gAa
µψ̄γ

µtaψ 
ouplage quark-gluon
PSfrag repla
ements

−gfabc∂µA
a
νA

bµAcν 
ouplage à 3 gluons
PSfrag repla
ements

−1
4
g2fabcfadeA

b
µ A

c
ν A

dµAeν 
ouplage à 4 gluons
PSfrag repla
ements (2.23)

Remarques:
• le terme 
inétique des gluons n'a pas de sens pour le moment, 
ar la 
omposante A0 nese propage pas. Nous étudierons la solution de 
e problème, lié à l'invarian
e de jauge, dansle 
hapitre suivant.
• les bosons de jauge sont de masse nulle
• les intera
tions ont été �xées 
omplètement par le fait d'imposer l'invarian
e de jaugelo
ale.
• on retrouve lemême 
ouplage g pour la matière et pour les intera
tions entre bosons dejauge : lorsque le groupe de jauge est simple (
omme pour QCD), il n'y a au
une liberté. La
ontrainte vient de la non-linéarité des relations de 
ommutation de l'algèbre de Lie : ayant�xé une é
helle g pour dé�nir Dµ, 
ette é
helle réapparaît dans l'expression de F a

µν (lors du
al
ul de DµDν −DνDµ, on a expli
itement utilisé les 
onstantes de stru
ture), et don
 dansle lagrangien. Si le groupe est simple, 
e 
hoix impli
ite de la forme de la transformation dejauge pour les bosons Aµ, valable pour tout le groupe, interdit un autre 
hoix pour d'autresparti
ules de matière.Dans le 
as du modèle standard, G = SU(2) × U(1) × SU(3), qui n'est pas simple. Les
ouplages sont indépendants suivant 
haque sous-groupe.
• même sans matière, la théorie de Yang-Mills n'est pas libre. Par exemple, des états dits"boules de glue" (glueballs en anglais) pourraient exister en QCD, 
omme états liés purementgluoniques.
• le terme −1

4
F a

µνF
aµν 
orrespond à l'a
tion la plus générale pour la partie de Yang-Mills à 
ondition d'imposer la 
onservation de la parité P ou du produit CP. Sinon, on peutégalement in
lure dans le lagrangien le terme −1

2
θabǫ

µνρσF a
µνF

a
ρσ . On peut montrer que 
e



2.3. THÉORIES DE JAUGE NON ABÉLIENNES 45terme est une dérivée totale, de sorte qu'il ne 
ontribue ni aux équations du mouvementni aux règles de Feynman. En revan
he, en tant que terme topologique (son unique e�etvient des termes de bord dans l'intégration de 
ette dérivée totale, et peut dépendre de latopologie à l'in�ni), il peut avoir des e�ets quantiques. QCD est une théorie qui 
onserve Pet CP dans les limites expérimentales a
tuelles, 
e qui fournit des 
ontraintes sur l'ordre degrandeur de 
e terme supplémentaire, en parti
ulier par la mesure du moment dipolaire duneutron (qui est plus petit que 10−25e 
m). Une possibilité de violation de P et de CP parla présen
e d'un tel terme reste 
ependant possible. Elle peut être dé
rite à l'aide d'un degréde liberté supplémentaire s
alaire, appelé axion, qui est l'un des 
andidats possibles pourla matière noire. Ce mé
anisme donnant lieu à l'apparition d'une violation de P et de CPen QCD (qui ne se manifesterait qu'à grande énergie) est basé sur un mé
anisme de brisurespontanée de symétrie U(1) : à basse énergie, le 
hamp axionique φ est dans un minimumde potentiel qui respe
te les symétries P et de CP. Un terme supplémentaire provient d'unterme dit d'anomalie (on parle d'anomalie lorsqu'une symétrie véri�ée au niveau 
lassiquene l'est plus au niveau quantique). A grande énergie (de l'ordre d'une é
helle de brisure Mtrès grande par rapport aux énergie a
tuelles), 
ette symétrie est spontanément brisée, et
ombinée au terme d'anomalie, elle fait apparaître une phase dans la matri
e de masse (ainsique des termes de 
ouplage entre axion et hadrons), de façon semblable au mé
anisme donnantlieu à des termes de violation de CP dans le se
teur ele
tro-faible à 
ause de l'existen
ed'une troisième génération qui rend impossible de 
hoisir la matri
e de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa purement réelle (pour le se
teur éle
trofaible, un deuxième mé
anisme existe, basésur l'existen
e de plusieurs doublets de Higgs). Notons que dans le 
as du se
teur éle
tro-faible, la violation de P n'est pas liée à l'é
helle d'énergie, 
ontrairement à 
elle de CP . Enrevan
he, dans le mé
anisme envisagé i
i pour QCD, une telle violation de P et de CP nepeut apparaître qu'à très grande énergie.
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Chapitre 3Quanti�
ation des théories de jauge nonabéliennes
3.1 Terme de �xation de jauge et propagateur bosoniqueConsidérons tout d'abord le 
as d'une théorie de pure jauge. Il s'agit don
 de donner unsens à l'intégrale ∫

DAei
R

d4x
h

− 1
4(F a

µν)
2

iqui diverge.La première étape est la même que pour l'éle
trodynamique, pour laquelle nous avionsidenti�é le problème 
omme étant dû à un sur-
omptage des degrés de liberté. Il s'agit don
de �xer la jauge, par une 
ondition Ga(A) = 0 en 
haque point x. On utilise ensuite lareprésentation suivante de l'identité :
1 =

∫
Dα(x) δ (Ga(Aα)) det

[
δGa(Aα)

δαb

] (pour 
haque a) (3.1)où Aα est dé�ni 
omme le transformé de jauge de A :
T aAαa

µ = U(α)T aAa
µU

−1(α) − i

g
[∂µU(α)]U−1(α) (voir (2.14))ave
 U(α) = e−iαata dans un voisinage de 1l , que l'on é
rira lo
alement

Aαa
µ = Aa

µ + fabcαbAc
µ − 1

g
∂µα

a = Aa
µ − 1

g
(Dµα)a (voir (2.18))où Dµ est dans la représentation adjointe.Remarques:

• Ga porte un indi
e adjoint, tout 
omme αb . Ainsi δG(Aα)
δα

est une matri
e de type adjoint,d'éléments de matri
e δGa(Aα)
δαb . Le déterminant est pris sur 
ette espa
e.47
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• la relation (2.18) montre que dans le 
as où la fon
tion G est linéaire, δGa(Aα)

δαb ne dépendpas de α.La mesure ∏
x

∏
a,µ

dAa
µ n'est pas 
hangée sous la transformation de jauge A → Aα (i.e.

DA = DAα). D'autre part, le lagrangien est invariant de jauge. Ainsi 
omme pour QED onpeut é
rire ∫
DAeiS[A] =

∫
Dα

∫
DAeiS[A]δ[Ga(A)] det

[
δGa(Aα)

δαb

]
. (3.2)L'introdu
tion de la 
ondition de jauge de Lorentz généralisée

Ga(A) = ∂µA a
µ (x) − ωa(x)
onduit alors au propagateur (voir page 27) :

< Aa
µ(x)A

b
ν(y) > =

∫
d4k

(2π)4

−i
k2 + iε

(
gµν − (1 − ξ)

kµkν

k2

)
δabe−ik(x−y) ,le 
as parti
ulier ξ = 1 
orrespondant à la jauge de Feynman-'t Hooft.3.2 Fant�mes de Faddeev-PopovLa nouveauté de l'expression de (3.2) par rapport à QED réside dans l'existen
e dudéterminant det δG(Aα)

δα
qui dépend en général du 
hamp A (
e determinant était présentégalement en éle
trodynamique, mais ne 
ontenait au
une dynamique). Ainsi, dans le 
as dela jauge de Lorentz, l'expression

δG(Aα)

δα
= −1

g
∂µDµfait expli
itement intervenir Dµ qui agit dans la représentation adjointe, et dépend don
 de

A. L'astu
e de Faddev et Popov 
onsiste à représenter 
e déterminant à l'aide d'une intégralesur des variables de Grassmann se transformant suivant la représentation adjointe :
det

(
−1

g
∂µDµ

)
=

∫
Dc Dc̄ e

i

∫
d4x c̄ ∂µDµc(on a absorbé le fa
teur 1

g
dans la normalisation de c et c̄).

c et c̄ sont don
 des fermions, qui se 
omportent 
omme des s
alaires sous legroupe de Lorentz. Ils violent don
 le théorème spin-statistique ! On les appellefant�mes de Faddeev-Popov 
ar ils ne peuvent apparaître 
omme 
hamps externes, maisseulement dans des bou
les fermées à l'intérieur des diagrammes de Feynman. Dans le 
asd'une jauge arbitraire, G(A), on obtient, en é
rivant
Mab(x, y) =

δGa

δαb(y)
[Aα(x)] , (3.3)
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Mab(x, y) =

δGa

δAc
µ(z)

[Aα(x)]
δAα c(z)

δαb(y)
=

δGa

δAc
µ(x)

(
−1

g

)
Dcb

µ (x)δ(4)(x− y) (3.4)d'où
∫

DAeiS[A] =

∫
Dα

∫
DA Dc Dc̄ e

i

{
S[A] +

∫
d4x c̄a

[
δGa

δAc
µ

Dcb
µ

]
cb

}

. (3.5)Dans le 
as général, 
omme D cb
µ dépend du 
hamp de jauge, on aura don
 un 
ouplage entreles fant�mes et le 
hamp de jauge.Dans le 
as parti
ulier des jauges non 
ovariantes du type Ga(A) = n · Aa où n est unve
teur 
onstant, alorsMab devient indépendant de A, et les fant�mes se dé
ouplent. Ce genrede jauge est très pratique dans de nombreuses situations physiques (exemple : obtention deséquations DGLAP du modèle des partons amélioré). On perd la 
ovarian
e au pro�t du faitque seuls les degrés de liberté physiques des bosons de jauge se propagent.Nous nous limitons i
i aux règles de Feynman dans la jauge 
ovariante. Dans le 
as d'ungroupe dont l'algèbre de Lie est simple, le lagrangien 
omplet peut se dé
omposer suivant

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ terme 
inétique (quark)
PSfrag repla
ements

−1
4

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)
(∂µAaν − ∂νAaµ) terme 
inétique (gluon)

PSfrag repla
ements
− 1

2ξ
(∂µA

µ)2

+gAa
µψ̄γ

µtaψ 
ouplage quark-gluon
PSfrag repla
ements

−gfabc ∂µA
a
νA

bµAcν 
ouplage à 3 gluons
PSfrag repla
ements

−1
4
g2fabcfadeA

b
µ A

c
ν A

dµAeν 
ouplage à 4 gluons
PSfrag repla
ements

+c̄� c terme 
inétique (fant�me)
PSfrag repla
ements

c̄

[
δG

δAµ
Dµ

]
c− c̄� c 
ouplage fant�me-gluon

PSfrag repla
ements

(pour G = SU(N) par exemple) (3.6)



50CHAPITRE 3. QUANTIFICATION DES THÉORIES DE JAUGE NON ABÉLIENNESLes règles de Feynman s'en déduisent aisément. Elle s'é
rivent :

PSfrag repla
ements

i j

p

i

/p−m
δij

PSfrag repla
ements

a b

p
−i

p2 + iε

[
gµν − (1 − ξ)

pµpν

k2

]
δab

PSfrag repla
ements

a b

p −iδab

p2 + iε

PSfrag repla
ements

i j

a, µ

igγµtaij

PSfrag repla
ements

a, ν1

b, ν2 c, ν3

k1

k2 k3

gfabc [gν1ν2(k1 − k2)
ν3 + δν2ν3(k2 − k3)

ν1 + δν1ν3(k3 − k1)
ν2 ]

PSfrag repla
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a, ν1

b, ν2

c, ν3

d, ν4

−ig2
[
fabef cde (gν1ν3gν2ν4 − gν1ν4gν2ν3)

+facef bde (gν1ν2gν3ν4 − gν1ν4gν2ν3)
+fadef bce (gν1ν2gν3ν4 − gν1ν3gν2ν4)

]

PSfrag repla
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b c

a, µ

p −gfabcpµ

(3.7)

L'obtention des règles pré
édentes est immédiate pour 
e qui 
on
erne les propagateurs.En 
e qui 
on
erne les vertex :le 
ouplage à 3 gluons s'obtient en étudiant toutes les façons de 
ontra
ter 3 gluons externesau terme −igfabc∂ρA
a
λA

ρ bAλ c , les 
onventions pour les impulsions externes, les indi
es de Lo-rentz et de 
ouleur étant �xés par la �gure 
i-dessus. Considérons par exemple la 
ontra
tionde ∂ρA
a
λ ave
 le gluon d'impulsion k1, de Aρ b ave
 le gluon d'impulsion k2 et de Aλ c ave
 legluon d'impulsion k3. On obtient alors

−igfabc (−ikν2
1 ) gν1ν3 = gfabcgν1ν3(−k1)

ν2Au total il y a 3 ! possibilités, dont la somme 
orrespond à l'expression donnée 
i-dessus.Cette somme s'obtient sans erreur en utilisant le fait que le terme de 
ouplage dans le la-grangien est symétrique dans les permutations de (a, k1, ν1), (b, k2, ν2), (c, k3, ν3) (
e
i tra-duit le 
ara
tère bosonique des gluons), 
'est-à-dire antisymétrique sous les permutations de
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(k1, ν1), (k2, ν2), (k3, ν3) puisque fabc est antisymétrique. Le résultat �nal pour le vertex doitdon
 satisfaire 
ette propriété.
ouplage à 4 gluons : un exemple de 
ontribution est donné par

− i

4
g2f eabf ecdgν1ν3gν2ν4L'ensemble des 4 ! 
ontra
tions possibles donne �nalement le résultat attendu. De même, 
erésultat s'obtient par symétrisation sur les indi
es (a, ν1), (b, ν2), (c, ν3), (d, ν4) (i
i le termede 
ouplage ne fait pas intervenir les impulsions).
ouplage gluon-fant�me :

ic̄ ∂µDµc = ic̄b ∂
µDbc

µ cc = ic̄b
(
∂µ∂µδ

bc − g ∂µfbcaA
a
µ

)
cc
e qui donne pour le terme de vertex : ig∂µc̄bfbcaA

a
µcc , soit en
ore g(−pµ)fbca = −g pµfabc .En e�et

ψ̄(x) =

∫
d3k

(2π)3

1√
2E~p

[
b+α (k)ū(α)(k)eikx + dα(k)v̄(α)(k) e−ikx

]don
 l'a
tion de i∂µ donne un fa
teur −kµ pour le fermion sortant ū(k).
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Chapitre 4Petit mémento
4.1 Règles de Feynman pour QED et QCD en jauge 
o-varianteLes règles de Feynman1. énon
ées 
i-dessous permettent d'évaluer iM, où M est l'am-plitude de di�usion d'un pro
essus donné. Par dé�nition, 
'est un élément de matri
e de2
S − 1 = i T i.e.

(2π)4δ4(Pf − Pi)Mif = 〈f |T |i〉 . (4.1)Nous noterons dans toute la suite par e la 
harge de l'éle
tron (i.e. l'éle
tron est de 
harge
e = −|e| dans 
e système de notations)3.4.1.1 QEDNous é
rivons la dérivée 
ovariante sous la forme

Dµ = ∂µ + ieAµ (4.2)Le lagrangien de Yang-Mills abélien s'é
rit alors, en jauge 
ovariante,
LQED = Lγ + Lfixation de jauge + LDirac

= −1
4
(Fµν)

2 − 1
2 ξ

(∂µAµ)2 + ψ̄(i /D −m)ψ
(4.3)soit en
ore

LQED = −1

4
(Fµν)

2 − 1

2ξ
(∂µAµ)2

︸ ︷︷ ︸
+ ψ̄(i /∂ −m)ψ︸ ︷︷ ︸ + (−) e ψ̄γµψAµ︸ ︷︷ ︸

⇒ prop. du photon ⇒ prop. de l'éle
tron terme d'intera
tion (4.4)1Dans l'ensemble de 
e 
ours, nous utilisons les 
onventions de Peskin-S
hroeder. Elles sont identiques à
elles utilisées dans Itzykson-Zuber pour QED ; pour QCD, elles di�èrent uniquement par le 
hangement designe pour gS2Cette dé�nition est à peu près universelle. Cependant, on pourra ren
ontrer dans la littérature la dé�nition
S = 1 + T (A. H. Mueller, par exemple dans son modèle des dip�les en physique à petits xBj), ou en
ore
S = 1 − i T (PDG).3Les notations peuvent parfois préter à 
onfusion. Ainsi Peskin, S
hroeder et Itzykson, Zuber notent
e = −|e| la 
harge de l'éle
tron, tandis que Muta note e = |e| l'unité de 
harge positive !53



54 CHAPITRE 4. PETIT MÉMENTOLes règles de l'intégration gaussienne (à la fois sur les 
hamps bosoniques A et sur les 
hampsfermioniques ψ̄ et ψ) permettent d'évaluer perturbativement les fon
tions de 
orrélationsformées à partir de
ei

R

d4xLQED = ei
R

d4xL0

[
1 − ie

∫
d4x ψ̄γµψAµ + · · ·

]
.On en déduit le vertex

PSfrag repla
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µ

− ieγµ . (4.5)Le lagrangien 
i-dessus 
orrespond au 
as de l'éle
tron, de 
harge e = −|e|. Dans le 
as d'uneparti
ule de 
harge Q|e| (Q = −1 pour l'éle
tron), en partant de la dérivée 
ovariante
Dµ = ∂µ + i Q |e|Aµ , (4.6)on en déduit que le vertex d'intera
tion s'é
rit

PSfrag repla
ements

µ

− i Q |e|γµ . (4.7)Les propagateurs de l'éle
tron et du photon s'é
rivent respe
tivement :

PSfrag repla
ements

p i

/p−m
(4.8)

PSfrag repla
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µ ν

p

−i
p2 + iε

[
gµν − (1 − ξ)

pµpν

p2

] (4.9)Il est d'usage d'appeler jauge de Landau le 
as ξ = 0 et jauge de Feynman le 
as ξ = 1.4.1.2 QCDRésumons en quelques lignes la stru
ture du lagrangien de QCD. On introduit les géné-rateurs hermitiens ta de la représentation fondamentale de SU(Nc) (Nc = 3), qui sont aunombre de N2
c − 1 = 8 (étiquetés par a). Ce sont des matri
es Nc × Nc, hermitiennes et detra
e nulle. Les quarks se transforment sous l'a
tion des générateurs ta et les antiquarks4sous l'a
tion des générateurs (ta)∗. Ce
i signi�e que les quarks et les antiquarks sont du pointde vue de la 
ouleur des ve
teurs à Nc 
omposantes (notées 
onventionnellement Ψi et Ψ̄i(i = 1 · · ·Nc). Par dé�nition, 
es matri
es véri�ent la relation

[ta, tb] = i fabc tc (4.10)où les 
onstantes de stru
ture fabc sont 
omplétement antisymétriques5.4Pour Nc ≥ 3 les représentations engendrées par ta et (ta)∗ ne sont pas équivalentes : on doit don
distinguer 
ouleur et anti
ouleur.5La 
onnaissan
e d'une réalisation expli
ite de ta et fabc ne joue en pratique au
un r�le.
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hamp gluonique possède N2
c − 1 
ouleurs possibles. Du point de vue de la 
ouleur,
'est don
 un ve
teur à N2

c − 1 
omposantes6. Cha
une de 
es 
omposantes est notée Aa(a = 1 · · ·N2
c − 1). La dynamique du 
hamp de jauge est alors dé�nie à l'aide du tenseur

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + g fabcA

b
µA

c
ν . (4.11)Le 
ouplage au 
hamp de matière est dé�ni à l'aide de la dérivée 
ovariante

Dµ = ∂µ − igT aAa
µ . (4.12)Pour quanti�er la théorie, il est né
essaire de �xer la jauge. En jauge 
ovariante, 
e
i imposed'introduire des fant�mes de Faddeev-Popov (notés c), qui se transforment du point de vuede la 
ouleur 
omme les gluons. Ces 
hamps violent le théorème spin-statistique (
e sont desfermions qui se 
omportent 
omme des s
alaires sous le groupe de Lorentz). Ils ne peuventapparaître 
omme 
hamps externes, mais seulement dans des bou
les fermées à l'intérieurdes diagrammes de Feynman7.Le lagrangien 
omplet de Yang-Mills s'é
rit alors

L = −1

4
F a

µνF
aµν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ + c̄� c+ g∂µc̄bfbcaA

a
µccLes règles de Feynman s'en déduisent aisément. Elle s'é
rivent :
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i j

p

i

/p−m
δij

PSfrag repla
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a b

p
−i

p2 + iε

[
gµν − (1 − ξ)

pµpν

p2

]
δab
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a b

p −iδab

p2 + iε
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i j

a, µ

igγµtaij
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a, ν1
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gfabc [gν1ν2(k1 − k2)
ν3 + δν2ν3(k2 − k3)

ν1 + δν1ν3(k3 − k1)
ν2]6On dit qu'il se transforme suivant la représentation adjointe.7Physiquement (argument dû à Feynman), un gluon physique, de masse nulle, possède deux polarisations,
omme le photon. Lorsqu'il apparaît dans une 
ontribution virtuelle (bou
le), il possède 4 polarisationspossibles. L'unitarité impose que les deux polarisations non physique disparaissent, 
e qui est exa
tement ler�le du fant�me et l'anti-fant�me. Voir par exemple Cheng-Li p.268.
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4.1.3 Lignes externesfermion entrant
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µ
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(4.14)

4.2 Des amplitudes aux se
tions e�
a
esConsidérons un pro
essus
(p1 J1) + (p2, J1) → (k1 j1) + · · · (kn jn) , (4.15)



4.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 57où p1 et p2 sont les impulsions des parti
ules initiales, de spins respe
tifs J1 et J2, et
k1, k2 · · · kn sont les impulsions des n parti
ules �nales, de spins respe
tifs j1 · · · jn.La se
tion e�
a
e du pro
essus s'é
rit alors, en notant λ1 et λ2 les héli
ités des parti
ulesin
identes, et µ1, µ2 · · ·µn les héli
ités des parti
ules sortantes,

σ =
1

2K(s)

∫
dΠn |M(p1 λ1, p2 λ2 → k1 µ1, · · · , kn µn)|2 . (4.16)

2K(s) est le fa
teur de �ux, dé�ni 
omme le produit de la densité de parti
ules de la 
ibleet du �ux de parti
ules in
identes, et dΠn est l'espa
e des phases. Nous allons détailler 
esdeux quantités 
i-après.Dans le 
as où l'on ne mesure pas la polarisation des états �nals, la se
tion e�
a
es'obtient en sommant sur toutes 
es polarisations. Si en outre les états initiaux ne sont paspolarisés, on doit moyenner la se
tion e�
a
e sur 
es polarisations. La se
tion e�
a
e dupro
essus s'é
rit alors
σnon pol. =

1

2K(s)

1

(2J1 + 1)(2J2 + 1)

∑

λ1λ2, µ1...µn

∫
dΠn |M(p1 λ1, p2 λ2 → k1 µ1, · · · , kn µn)|2 .(4.17)4.2.1 Fa
teur de �uxOn montre8 que

K(s) =
√
λ(s, m2

1, m
2
2) =

√
4[(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2] . (4.18)Cette dernière relation est valable pour un pro
essus faisant intervenir un état virtuel devirtualité arbitraire. Les �masses� 
arrées m2

1 et m2
2 sont alors rempla
ées par les virtualités
orrespondantes. En parti
ulier elles peuvent être négative, 
omme dans le 
as de la di�usion

γ∗P ave
 un photon virtuel de genre espa
e.Nous é
rivons K(s) 
omme fon
tion de la variable de Mandelstam s = (p1 +p2)
2 , puisque

p1 · p2 = (s −m2
1 −m2

2)/2. Dans le 
as habituel où les masses m1 et m2 sont positives, onpeut en
ore é
rire
λ(s, m2

1, m
2
2) = 4[(p1 · p2)

2 −m2
1 m

2
2] = [2(p1 · p2) − 2m1m2][2(p1 · p2) + 2m1m2]

= [s−m2
1 −m2

2 − 2m1m2][s−m2
1 −m2

2 + 2m1m2] (4.19)soit9
λ(s, m2

1, m
2
2) = [s− (m1 +m2)

2][s− (m1 −m2)
2] . (4.20)Deux 
as parti
uliers sont utiles :

λ(s, 0, M) = (s−M2)2 : une des masses est nulle
λ(s, 0, 0) = s2 : les deux masses sont nulles. (4.21)8La notation λ est standard dans la littérature.9La fon
tion λ(s, m2

1, m2
2) ne dépend que de s et du 
arré des masses, fait qui est 
a
hé dans l'é
rituredu membre de droite de (4.19). On notera que la fon
tion λ(s, m2

1, m2
2) est bien symétrique en m2

1 ↔ m2
2 ,
omme attendu.



58 CHAPITRE 4. PETIT MÉMENTODans le référentiel du 
entre de masse, le fa
teur de �ux possède une expression parti
ulière-ment simple10, très utile en pratique11 :
2K = 4 p∗i W

∗ . (4.22)où W ∗ = E∗
1 + E∗

2 est l'énergie totale dans le 
entre de masse.Preuve:Partant de {
E∗2

1 − p∗2i = m2
1

E∗2
2 − p∗2i = m2

2ave
 p∗i ≡ p∗1 = p∗2 , on tire
2K = 4

[
(E∗

1 E
∗
2 + p∗2i )2 − (E∗2

1 − p∗2i )(E∗2
2 − p∗2i )

]1/2
= 4

[
(E∗

1 + E∗
2)

2p∗2i )
]1/2

= 4 (E∗
1+E

∗
2)pi .4.2.2 Espa
e des phases

dΠn est l'espa
e des phases, dont la forme invariante relativiste est donnée par
dΠn =

n∏

j=1

d3kj

(2π)32 k0
j

(2π)4 δ4

(
n∑

j=1

kj − p1 − p2

)
. (4.23)Considérons à présent la réa
tion 2 
orps → 2 
orps

(p1 J1) + (p2 J2) → (p3 J3) + (p4 J4) , (4.24)pour laquelle
dΠ2 =

d3p3

(2π)32 p0
3

d3p4

(2π)32 p0
4

(2π)4 δ4 (p3 + p4 − p1 − p2) . (4.25)L'espa
e des phases, qui fait intervenir 6 variables, se réduit à une intégration sur 2 variablesindépendantes à 
ause de la 
onservation globale d'énergie-impulsion. En intégrant sur p4 , ilse déduit don
 à12
∫
d3p4

dΠ2

d3p4
=

p2
3 dp3 d

2Ω

(2π)3 2E3 2E4
(2π) δ(W − E3(~p3) − E4(~p3)) , (4.26)ave
13

E3(~p3) = p0
3 =

√
~p 2

3 +m2
3 et E4(~p3) = p0

4 =
√
~p 2

4 (~p3) +m2
4 , où ~p4(~p3) = ~p1 + ~p2 − ~p3 .(4.27)10Elle reste valable y 
ompris dans le 
as où les états initiaux sont virtuels, en parti
ulier de virtualiténégative.11Nous adoptons la notation suivant laquelle une quantité surmontée de * est mesurée dans le référentieldu 
entre de masse.12On note p3 = |~p3|, que l'on ne 
onfondra pas dans 
e 
ontexte ave
 le quadrive
teur p3.13Les paramètres 
inématiques externes �xant 
omplètement l'impulsion totale ~p1+~p2 et l'énergie totale W(qui dépendent du référentiel), on a bien un espa
e des phases qui ne dépend que de 2 variables indépendantes.
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d2Π2 peut don
 s'é
rire en fon
tion de d2Ω uniquement.Dans le référentiel du 
entre de masse, 
et espa
e des phases possède une expressionparti
ulièrement simple : ∫

dp ∗
3 d

3p4
dΠ2

d3p4 dp
∗
3

=
p∗3

16π2W ∗ . (4.28)Preuve:Partant de ∫
d3p4

dΠ2

d3p4

= d2Ω∗ p∗23 dp∗3
16π2E∗

3 E
∗
4

δ (W ∗ − E∗
3(~p

∗
3 ) − E∗

4(~p
∗
3 )) , (4.29)nous pouvons é
rire,14 en utilisant (4.27) dans le 
as où ~p ∗

1 + ~p ∗
2 = 0 et en posant

p ∗
3 (E∗

3) =
√
E∗ 2

3 −m2
3 , (4.30)

∫
d3p4

dΠ2

d3p4
= d2Ω∗ p∗23 dp∗3

16π2E∗
3 E

∗
4

∣∣∣∣
d [E∗

3(~p
∗
3 ) + E∗

4(~p
∗
3 )]

dp ∗
3

∣∣∣∣
−1

δ (p ∗
3 − p ∗

3 (E∗
3))

= d2Ω∗ p∗23 dp∗3
16π2E∗

3 E
∗
4

1
p∗3
E∗

3
+

p∗3
E∗

4

δ (p ∗
3 − p ∗

3 (E∗
3))

= d2Ω∗ p∗3 dp
∗
3

16π2W ∗ δ (p ∗
3 − p ∗

3 (E∗
3)) . (4.31)La se
tion e�
a
e di�érentielle s'é
rit don


d2σ

d2Ω∗ =
1

2K(s)

p∗3
16π2W ∗ |M(p1, p2 → p3, p4)|2 , (4.32)soit en
ore, d'après (4.22), et en notant p∗f = p∗3 et p∗i = p∗1 ,

dσ

d2Ω∗ =
p∗f
p∗i

1

64 π2s
|M(p1, p2 → p3, p4)|2 , (4.33)puisque s = W ∗2 . Notons que p∗i et p∗f s'expriment sous forme invariante relativiste de façontrès simple : en e�et, d'après (4.22), pour toute réa
tion 2 
orps → n 
orps

p∗i =

√
λ(s, m2

1, m
2
2)

2
√
s

, (4.34)et dans le 
as de la réa
tion 2 
orps → 2 
orps, nous avons en outre
p∗f =

√
λ(s, m2

3, m
2
4)

2
√
s

. (4.35)On peut noter qu'un 
ho
 élastique, 
orrespondant par dé�nition à m1 = m3 et m2 = m4 (ou
m1 = m4 et m2 = m3) donne bien p∗i = p∗f , 
omme en mé
anique 
lassique.14Rappelons que δ(f(x)) =

∑
i

1
|f ′(xi)|

δ(x − xi) où xi sont les ra
ines de f(x) = 0 .



60 CHAPITRE 4. PETIT MÉMENTO4.2.3 Variables de MandelstamLa réa
tion à 2 
orps → 2 
orps
(p1 J1) + (p2 J2) → (p3 J3) + (p4 J4) (4.36)est 
omplètement 
ara
térisée15 par les variables de Mandelstam dé�nies par
s ≡ (p1 + p2)

2 = (p3 + p4)
2

t ≡ (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2

u ≡ (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2 ,

(4.37)les expressions équivalentes dé
oulant de la 
onservation de l'énergie-impulsion. Ces variablessont illustrées sur la �gure 4.1. Cha
une des variables peut être 
onsidérée 
omme une variable

PSfrag repla
ements

1

2

3

4

s

t

uFig. 4.1 � Variables de Mandelstam pour un pro
essus 2 
orps → 2 
orps.
“s′′ pour un pro
essus 
roisé : variable � s � variable � t � variable � u �voie s : 1 + 2 → 3 + 4 s t uvoie t : 1 + 3̄ → 2̄ + 4 t s uvoie u : 1 + 4̄ → 3 + 2̄ u t s

(4.38)
En e�et, une parti
ule i d'impulsion pi ave
 p0 > 0 doit être 
onsidérée 
omme son antipar-ti
ule ī, d'impulsion −pi lorsque p0 < 0. La même amplitude M(s, t, u) dé
rit don
 
es 3réa
tions, ainsi que toutes les réa
tions de désintégration 1 
orps → 3 
orps (par exemple
1 → 2̄ + 3+4) et toutes les réa
tions inverses (par exemple 3+4 → 1+2), par prolongementanalytique sur les variables s, t, u.On tire immédiatement de la 
onservation de l'énergie impulsion la relation

s+ t+ u =
∑
i

m2
i . (4.39)Preuve:15Si l'on ne prend pas en 
ompte des e�ets de spin.
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al
uler 2(s + t + u) en sommant les 6 termes de (4.37) et d'utiliser ensuite la
onservation de l'énergie impulsion :
2 (s+ t+ u) = 3

∑

i

m2
i + 2 p1 · p2 + 2 p3 · p4 − 2 p1 · p3 − 2 p2 · p4 − 2 p1 · p4 − 2 p2 · p3

= 3
∑

i

m2
i + 2 p1 · p2 + 2 p3 · p4 − 2 (p1 + p2) · (p3 + p4)

= 3
∑

i

m2
i + (s−m2

1 −m2
2) + (s−m2

3 −m2
4) − 2s = 2

∑

i

m2
i .En 
onséquen
e, l'amplitude di�usion ne dépend que de deux variables indépendantes. On
hoisit 
onventionnellement d'é
rire

M = M(s, t) .Dans le référentiel du 
entre de masse, un 
al
ul élémentaire16 montre que
E∗

1 =
s+m2

1 −m2
2

2
√
s

, E∗
3 =

s+m2
3 −m2

4

2
√
s

,

E∗
2 =

s+m2
2 −m2

1

2
√
s

, E∗
4 =

s+m2
4 −m2

3

2
√
s

.

(4.40)En utilisant les relations (4.34) et (4.35) (ainsi que les expressions analogues pour les voies
roisées : pour la voie t on 
onsidère λ(t,m2
1, m

2
3) et λ(t,m2

2, m
2
4) et pour la voie u on 
onsidère

λ(u,m2
1, m

2
4) et λ(u,m2

2, m
2
3)) et les expressions pré
édentes des énergies dans le 
entre demasse (et les expressions 
orrespondantes pour les réa
tions 
roisées), on déduit les 
onditionsde seuils suivantes17 :voie s : 1 + 2 → 3 + 4 : s ≥ (m1 +m2)

2 et (m3 +m4)
2voie t : 1 + 3̄ → 2̄ + 4 : t ≥ (m1 +m3)

2 et (m2 +m4)
2voie u : 1 + 4̄ → 3 + 2̄ : u ≥ (m1 +m4)

2 et (m2 +m3)
2

(4.41)Il est souvent utile d'exprimer la se
tion e�
a
e di�érentielle (4.33) en terme des invariantsrelativistes. Pour 
ela, exprimons l'angle de di�usion18 θ de la réa
tion en voie s :
t = (p1 − p3)

2 = m2
1 +m2

3 − 2 p1 · p3 = m2
1 +m2

3 − 2E1E3 + 2 |~p1||~p3| cos θ . (4.42)soit
cos θ =

t−m2
1 −m2

3 + 2E1E3

2 |~p1||~p3|
. (4.43)16Par exemple pour exprimer E∗

1 , il su�t de 
ombiner (4.34) et E∗2
1 = ~p ∗2

1 + m2
1.17La 
ondition à é
rire est que p∗1 et p∗3 doivent être positives, et que les énergies E∗

i doivent être toutespositives.18Noté θ13 ou θs dans la litérature : 
'est l'angle de di�usion entre les parti
ules 1 et 3, 
'est-à-dire l'anglede la di�usion en voie s.



62 CHAPITRE 4. PETIT MÉMENTOEn terme de la variable u, l'angle di�usion s'é
rit
cos θ =

m2
2 −m2

4 − s− u+ 2E1E3

2 |~p1||~p3|
. (4.44)Dans un référentiel arbitraire, pour s et E1 �xés, E3 et |~p3| ,dépendent de cos θ, 
e qui rendla dis
ussion déli
ate. Dans le référentiel du 
entre de masse, nous pouvons é
rire

cos θ∗ =
t−m2

1 −m2
3 + 2E∗

1E
∗
3

2 p∗1 p
∗
3

(4.45)
cos θ∗ =

m2
2 +m2

4 − s− u+ 2E∗
1E

∗
3

2 p∗1 p
∗
3

, (4.46)expressions dans lesquelles E∗
1 , E

∗
3 , p

∗
1 et p∗3 sont �xées pour s donné par (4.40) et (4.34, 4.35).On 
onstate alors sur les expressions (4.45) et (4.46) queréa
tion vers l'avant (θ∗ = 0) ⇐⇒ valeur maximale19 (en valeur algébrique) de tréa
tion vers l'arrière (θ∗ = π) ⇐⇒ valeur maximale (en valeur algébrique) de u(4.47)Dans 
e référentiel du 
entre de masse, on déduit don
 de (4.45, 4.46) et de (4.34, 4.35,4.40) que l'angle θ∗ peut être exprimé dans 
es variables invariantes :

cos θ∗=
t−m2

1 −m2
3 + 2E∗

1E
∗
3

2 p∗1 p
∗
2

=
s2 + s(2t−m2

1 −m2
2 −m2

3 −m2
4) + (m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4)√
λ(s,m2

1, m
2
2)λ(s,m2

3, m
2
4)

=
s(t− u) + (m2

1 −m2
2)(m

2
3 −m2

4)√
λ(s,m2

1, m
2
2)λ(s,m2

3, m
2
4)

. (4.48)Remarque:On 
onstate sur 
ette relation que dans la limite de haute énergie où s ≫ −t, m2
i , appeléelimite de Regge, θ∗ → 0 puisque λ(s,m2

i ) ∼ s2 : dans 
ette limite, la di�usion vers l'avantrégit le 
omportement de l'amplitude.Pour un s donné, la 
ontrainte −1 ≤ cos θ ≤ 1 détermine la région physique en t :

t− ≤ t ≤ t+ ave
 (4.49)
t± = m2

1 +m2
3 −

1

2s
{(s+m2

1 −m2
2)(s+m2

3 −m2
4) ∓

√
λ(s,m2

1, m
2
2)λ(s,m2

3, m
2
4)} . (4.50)La dis
ussion est plus é
lairante dans le 
as où toutes les masses sont égales (m2

i = m2). Ona alors λ(s, m2, m2) = s(s− 4m2) et
cos θ∗ = 1 +

2t

s− 4m2
. (4.51)19Notée en général |t|min dans la littérature, 
ar elle est en général pro
he de 0, don
 t est pratiquementquasiment toujours négatif, et |t| est alors en général supérieur à 
ette valeur |t|min. On a |t|min = |t+| , ave


t+ dé�ni par (4.50).
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tion est alors donné par les 
onditions
s ≥ 4m2 et t− = 4m2 − s ≤ t ≤ t+ = 0 . (4.52)On véri�e alors que

u = −s− 4m2

2
(1 + cos θ)

t = −s− 4m2

2
(1 − cos θ) ,et on retrouve le fait que

• t négatif, petit en valeur absolue, 
orrespond à θ∗ petit (avant),
• u négatif, petit en valeur absolue, 
orrespond à π − θ∗ petit (arrière).Revenons maintenant à notre problème 
onsistant à exprimer la se
tion e�
a
e di�éren-tielle (4.33) en terme des invariants relativistes. De (4.45) on tire

d cos θ∗ =
dt

2 p∗1 p
∗
3

. (4.53)et don
, puisque d2Ω∗ = dφ∗ d cos θ∗, et en utilisant (4.33),
dσ

dt dφ∗ =
dσ

2p∗1 p
∗
3 d

2Ω∗ =
1

128π2 s p∗ 2
1

|M(s, t, φ)|2 . (4.54)Dans le 
as où la réa
tion étudiée est symétrique par rapport à l'axe de 
ollision, on peutintégrer sur φ∗ et don

dσ

dt
=

1

64π s p∗ 2
1

|M(s, t)|2 . (4.55)Il est souvent utile en pratique d'exprimer la se
tion e�
a
e dans le référentiel du laboratoire,dans lequel la 
ible est au repos. Plut�t que d'expli
iter le boost permettant de relier unréférentiel à l'autre, il est plus simple de passer par l'invariant relativiste t. Posons
q = p1 − p3 = p4 − p2 . (4.56)Alors

t = q2 = (p1 − p3)
2 = m2

1 +m2
3 − 2E1E3 + 2 |~p1||~p3| cos θ . (4.57)La relation p4 = p2 + q permet d'é
rire

m2
4 = m2

2 + 2 q · p2 + q2et don

t = q2 = −2q · p2 +m2

4 −m2
2 = −2m2(E1 − E3) +m2

4 −m2
2 (4.58)dans le référentiel du laboratoire où la parti
ule 2 est au repos. On tire don
 de (4.57) et(4.58), puisque |~p3| =

√
E2

3 −m2
3 ,

dt = −2E1 dE3 + 2 |~p1|
E3 dE3

|~p3|
cos θ + 2 |~p1||~p3|d cos θ = 2m2 dE3 , (4.59)



64 CHAPITRE 4. PETIT MÉMENTOd'où �nalement, après élimination de dE3,

dt =
2m2 |~p1| |~p3|2

(m2 + E1)|~p3| − E3 |~p1| cos θ
d cos θ . (4.60)Dans la limite où m1 et m3 sont négligeable devant E1 et E3 , 
ette expression se simpli�e en

dt =
2m2E1E3

m2 + E1(1 − cos θ)
d cos θ .En utilisant (4.57) et (4.58), on obtient

2E1E3(1 − cos θ) = 2m2(E1 − E3) +m2
2 −m2

4d'où �nalement
dt =

2E2
3

1 +
m2

2−m2
4

m2 E1

d cos θ . (4.61)Dans la limite où l'énergie E1 est grande devant m2
2, m

2
4 , on é
rira

dt = 2E2
3 d cos θ . (4.62)De l'identité

d2Ω

d2Ω∗ =
d cos θ

d cos θ∗
(4.63)et en égalant les deux expressions (4.53) et (4.60) obtenues pour dt, on déduit dans la limiteoù m1 = m3 = 0 et m2 = m4 , que

d2Ω

d2Ω∗ =
p∗ 2

1

E2
3

. (4.64)Il nous reste à évaluer p∗1, qui vaut, d'après (4.34) et en utilisant (4.21),
p∗1 =

s−m2
2

2
√
s

=
m2 E1√

spuisque s = (p1 + p2)
2 = m2 + 2m2E1 . et l'on obtient �nalement

d2Ω

d2Ω∗ =
m2

2

s

E2
1

E2
3

. (4.65)En 
ombinant 
e résultat ave
 l'expression (4.33), nous obtenons don
 �nalement la relation
dσ

d2Ω
=

E2
3

m2
2E

2
1

1

64 π2
|M(s, t)|2 (réf. du lab.). (4.66)



4.2. DES AMPLITUDES AUX SECTIONS EFFICACES 654.2.4 Somme sur les spinsRappelons tout d'abord que les bispineurs us(p) et vs(p) sont solution de l'équation deDira
, et que les bispineurs sont solutions de l'équation 
onjuguée, i.e.
(/p−m) us(p) = ūs(p) (/p−m) = 0

(/p+m) vs(p) = v̄s(p) (/p+m) = 0 . (4.67)Les bispineurs sont normalisés suivant20
ūs(p) us′(p) = 2mδs s′ , v̄s(p) vs′(p) = −2mδs s′ , (4.68)et sont orthogonaux entre eux :̄

us(p) vs′(p) = v̄s(p) us′(p) = 0 . (4.69)Dans de nombreuses situations, il est utile de pouvoir sommer sur les polarisations des fer-mions. Dans 
e 
as, les relations suivantes sont parti
ulièrement utiles :
∑

s

us(p) ūs(p) = /p+m, (4.70)et ∑

s

vs(p) v̄s(p) = /p−m. (4.71)4.2.5 Cal
ul des tra
es : un peu de γ-gymnastiqueLe 
al
ul des se
tions e�
a
es, une fois les di�érentes topologies de diagrammes énuméréeset traduites algébriquement, se ramène, lorsque des 
ontributions fermioniques entrent dans
es diagrammes, à un 
al
ul de tra
e21 de produit de matri
es de Dira
. Cette partie du 
al
ulest rapidement très pénible, dès que les diagrammes se 
ompliquent.Nous donnons i
i quelques identités utiles22. Rappelons tout d'abord que la matri
e γ5 ,qui permet de dé�nir l'héli
ité d'un fermion, s'é
rit
γ5 = γ5 = i γ0γ1γ2γ3 . (4.72)C'est don
 le produit d'un nombre pair de matri
es γ. La matri
e σµν est dé�nie23 par
σµν =

i

2
[γµ, γν ] . (4.73)L'ensemble des 16 matri
es I, γµ, σµν , γ5 σµν , γ5 forme une base des matri
es de Dira
. Ellesvéri�ent les propriétés suivantes :

{γµ, γν} = 2 gµν (4.74)
γ2

5 = I (4.75)
{γ5, γµ} = 0 (4.76)
[γ5, σµν ] = 0 . (4.77)20Normalisation de Peskin-S
hroeder. Dans Itzykson-Zuber, la normalisation est 
hoisie sans fa
teur 2m .21Dans la littérature russe, on utilise fréquemment la notation Sp pour la tra
e, abréviation de l'allemand�Spur�. Les matri
es du type /p sont quant à elles en général notées p̂.22Démontrées et dis
utées en détail dans Peskin-S
hroeder ou Itzykson-Zuber par exemple.23Cette notation est standard. Ex
eption notable : dans Théorie Quantique Relativiste de Lif
hitz et Pi-tayevski (série des Landau), on pose σµν = 1
2 [γµ, γν ] .



66 CHAPITRE 4. PETIT MÉMENTONous donnons i
i les prin
ipales formules permettant de mener à bien les 
al
uls de tra
es :
Tr I = 4 (4.78)

Tr γµ = 0 (4.79)
Tr σµν = 0 (4.80)

Tr (nombre impair de matri
esγ) = 0 (4.81)
Tr γµγν = 4 gµν (4.82)

Tr γµγνγργσ = 4 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (4.83)
Tr γ5 = 0 (4.84)

Tr γµγνγ5 = 0 (4.85)
Tr γµγνγργσγ5 = −4 i ǫµνρσ (4.86)où ǫµνρσ est le tenseur 
omplètement anti-symétrique de Levi-Civita, ave
24 ǫ0123 = +1 et

ǫµνρσ = −ǫµνρσ .Le 
al
ul des tra
es se fait en pratique, dès que les diagrammes se 
ompliquent, à l'aidede 
al
ulateurs algébriques25.4.3 Théorème optiqueToute théorie quantique dé�nie de façon 
ohérente doit être unitaire. Ce
i signi�e quepartant d'une situation physique donnée (par exemple un état 
onstitué de deux hadrons),la somme sur toutes les probabilités d'obtenir tous les états physiques �nal doit être égale à1. Ce
i s'é
rit
S · S† = S† · S = 1 . (4.87)Réé
rivons 
ette dernière identité à l'aide de la matri
e de di�usion T : de S = 1+ i T on tire

(1 − i T †)(1 + i T ) = 1soit
T † T = −i(T − T †)soit en
ore matri
iellement

(T †)fn Tni = −i(T − T †)fi . (4.88)Ce
i s'é
rit26 ∑

n

M∗
nf Mni (2π)4δ4(Pn − Pi) = −i(Mfi −M∗

if) . (4.89)Dans le 
as parti
ulier où i = f (état initial et état �nal identiques), 
ette identité se réduità
(T †)in Tni = −i(T − T †)ii ,24Cette 
onvention dépend des auteurs. La 
onvention 
hoisie i
i est 
elle de Peskin-S
hroeder et Itzykson-Zuber.25On peut 
iter par exemple FeynCal
 sous Mathemati
a.26De façon équivalente, partant de S ·S† = 1, on obtient∑

n
Mfn M∗

in (2π)4δ4(Pn−Pi) = −i(Mfi−M∗
if ) .
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ore
T ∗

ni Tni = −i (T − T ∗)ii = 2 ImTii , (4.90)et don
 ∑

n

|Mni|2 (2π)4δ4(Pn − Pi) = 2 ImMii . (4.91)La se
tion e�
a
e totale d'un pro
essus i→ X s'é
rit
σtot =

1

2
√
λ(s, m1, m2)

∑

n

(2π)4δ4(Pn − Pi) |Mni|2 , (4.92)soit en
ore, 
ompte tenu de (4.91),
σtot =

1√
λ(s, m1, m2)

ImMii(s, t = 0) . (4.93)C'est le théorème optique, qui relie la se
tion e�
a
e totale du pro
essus à la partie imaginairede l'amplitude élastique vers l'avant. Dans le 
as où les masses sont nulles ou négligeables,
e théorème se déduit à
σtot =

1

s
ImMii(s, t = 0) . (4.94)4.4 Dé
omposition de FierzEn dimension 4, les matri
es de Dira
 sont au nombre de 16 :

ΓS Γµ
V Γµν

T Γµ
A ΓP

I γµ σµν = i
2
[γµ, γν ] γ5γµ i γ5

(4.95)On pose27
Γα ≡ (Γα)−1 . (4.96)On peut alors véri�er que

(γµ)−1 = γµ ≡ ΓV µ , (σµν)−1 = σµν ≡ ΓTµν ,

(γ5γµ)−1 = γµγ
5 ≡ ΓAµ , (iγ5)−1 = −iγ5 ≡ Γ−1

P .
(4.97)On sait que le 
onjugué hermitique des matri
es Γα s'obtient par entrela
ement ave
 lamatri
e γ0 :

γ0(Γα)†γ0 = Γαd'où l'on déduit que toutes les quantités du type Ψ̄ΓαΨ sont hermitiennes.Preuve:27Pour les matri
es γµ , 
e
i est 
ompatible ave
 le fait que (γµ)−1 = γµ (au sens du 
al
ul 
ovariant ave
le tenseur métrique gµν).
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[Ψ̄ΓαΨ]† = Ψ†Γα†(Ψ†γ0)† = Ψ†γ0Γαγ0γ0Ψ = Ψ†γ0ΓαΨ = Ψ̄ΓαΨ .Partant de (4.97), on en déduit immédiatement que

TrΓαΓβ = 4δα
β . (4.98)Toute matri
e 4×4 peut se dé
omposer dans la base des matri
es Γα , et l'identité pré
édentepermet d'exprimer fa
ilement les 
oe�
ients de 
ette dé
omposition :

X = xα Γα =
1

4
Γα Tr (XΓα) =

1

4
Γα Tr (XΓα) . (4.99)L'élément de matri
e Xb̄ā véri�e don


Xb̄ā = δbb̄ δaāXba =
1

4
Γα b̄āXba Γα

ab (4.100)et don
, après identi�
ation du 
oe�
ient de Xba ,

δbb̄ δaā = 1
4
Γα b̄ā Γα

ab , (4.101)qui est la dé
omposition de Fierz de l'identité pour les bispineurs. Cette identité est illustréedans la Fig.4.4.

PSfrag repla
ements

aā

bb̄

=
1

4

PSfrag repla
ements

aā

bb̄

Γα Γα

4.5 Kaléidos
ope : un peu de 
ouleurDans 
ette partie, nous allons développer un langage graphique très pratique pour 
al
ulerles fa
teurs de 
ouleur.Une représentation graphique des générateurs de l'algèbre de Lie dans la représentationfondamentale taij est donnée par

PSfrag repla
ements

a

i j ≡ taij . (4.102)Les lignes fondamentales portent une �è
he pour distinguer les représentations N et N̄ quine sont pas équivalentes pour N ≥ 3.La représentation graphique du générateur (ta)∗ij est donnée par

PSfrag repla
ements

a

i j ≡ (ta)∗ij . (4.103)
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(ta)†ij =

PSfrag repla
ements

a

j i
= taij =

PSfrag repla
ements

a

i j (4.104)On peut bien sûr, en tournant le dessin de π, é
rire
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ements

a

j i
=

PSfrag repla
ements

a

i j (4.105)don
 l'hermiti
ité (4.104) a pour 
onséquen
e que

PSfrag repla
ements

a

i j =
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ements

a

i j (4.106)Ces règles étant établies, un produit su

essif de générateurs s'é
rit en remontant les �è
hes,
omme pour les matri
es γ de Dira
.Les générateurs sont normalisés de façon 
onventionnelle par la relation28
Tr (ta tb) = 1

2
δab . (4.107)Cette relation, similaire à (4.98), permet de démontrer l'identité de Fierz

taij t
a
kℓ =

1

2

(
δiℓ δjk −

1

N
δij δkℓ

)
. (4.108)Preuve:L'idée de la preuve est identique à 
elle utilisée pour le 
as des spineurs :

I et ta (a = 1, · · · , N2 − 1) forment une base des matri
es hermitiennes N × N. Pour unematri
e hermitienne A arbitraire, on peut don
 é
rire
A = c0 I + ca ta . (4.109)En utilisant (4.107), on en déduit l'expression des 
oe�
ients de la dé
omposition (4.109),sous la forme

c0 =
TrA

N
et ca = 2 Tr[ta A] . (4.110)On peut don
 é
rire (4.109) sous la forme, en 
onsidérant le 
oe�
ient ij ,

TrA

N
δij + 2 takℓAℓk t

a
ij = Aij28Ce 
hoix est bien sûr 
ompatible ave
 la relation (4.10).
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ore, pour tout Aℓk ,

Aℓk

[
1

N
δkℓ δij + 2 taij t

a
kℓ − δiℓ δjk

]
= 0
e qui a
hève la preuve par identi�
ation du 
oe�
ient de Akℓ .Cette identité de Fierz peut se visualiser graphiquement :
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i

j k

ℓ

=
1

2




PSfrag repla
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i

j k

ℓ

− 1

N

PSfrag repla
ements

i

j k

ℓ

 (4.111)Cal
ulons à présent quelques fa
teurs de 
ouleur typiques, que nous ren
ontrerons fré-quemment.De (4.108) on tire fa
ilement29

(ta ta)ij = taik t
a
kℓ =

∑

k

1

2

(
δijδkk −

1

N
δik δkj

)
=

1

2

(
N − 1

N

)
δij =

N2 − 1

2N
δij ,dont on peut donner une preuve graphique :
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ements

=
1

2

[
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− 1

N
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]
=

1

2

[
N
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− 1

N
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]
=
N2 − 1

2N
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Ainsi
(ta ta)ij =

N2 − 1

2N
δij ≡ CF δij i.e.
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ements

a a

j i
= CF
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j i
(4.112)Montrons à présent que

(
ta tb ta

)
ij

= − 1

2N
tbij i.e.
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b

aaj i
= − 1

2N
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ements

j i

b (4.113)
Preuve:En utilisant l'identité de Fierz on obtient

(
ta tb ta

)
ij

= taij′ t
b
j′k′ tak′j =

1

2

(
δij δj′k′ − 1

N
δij′ δk′j

)
tbj′k′ = − 1

2N
tbij29Ce résultat est mathématiquement prévisible : tata est un Casimir de SU(N) , don
 d'après le lemme deS
hur 
'est un multiple de l'identité. Pour trouver 
e fa
teur multipli
atif CF , il su�t de 
al
uler la tra
ede tata , qui vaut CF N (Tr I = N). Or Tr(tata) = 1

2δaa = N2−1
2 (nombre de générateurs= N2 − 1), d'où

CF = N2−1
2 .



4.5. KALÉIDOSCOPE : UN PEU DE COULEUR 71puisque tbj′j′ = 0 (les générateurs sont de tra
e nulle).Graphiquement :
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=
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ements
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ements

=
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1
2



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− 1
N
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


=
1

2



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− 1

N
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


= − 1

2N
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où l'on a utilisé le fait que

PSfrag repla
ements

= Tr tb = 0 .Des règles graphiques peuvent également être établie a�n de 
al
uler les fa
teurs de 
ouleurdes diagrammes non abéliens. Nous nous 
ontenterons de montrer algébriquement l'identitésuivante :
facd f bcd = N δab ≡ CA δ

ab i.e.
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a b

c

d

= −CA
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ba
(4.114)

Preuve:
Tr
(
[ta , tc] [tb , tc]

)
= Tr

(
i facd td i f bce te

)

= −facd f bce Tr(td te) = −1

2
facd f bcd , (4.115)don


facd f bcd = −2 Tr
(
[ta , tc] [tb , tc]

)

= −2 Tr
(
ta tc tb tc + tc ta tc tb − tc ta tb tc − ta tc tc tb

)

= −2 Tr
(
2 ta tc tb tc − (ta tb + tb ta) tc tc

) (4.116)où l'on a utilisé l'invarian
e de la tra
e par permutation 
y
lique, 
e qui �nalement donne,en utilisant les relations (4.112) et (4.113), ainsi que la normalisation (4.107),
facd f bcd = −2 Tr

(
− 1

N
ta tb − N2 − 1

2N
2 ta tb

)
= 2N Tr (ta tb) = N δab . (4.117)
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Chapitre 5Représentation spe
trale deKällén-Lehmann et renormalisation des
hamps en formulation 
anoniqueDans 
e 
hapitre, 
omme préambule à la renormalisation, nous allons tenter de donnerun sens aux limites




ϕ(x) →
x0→−∞

Z1/2 ϕin(x)

ϕ(x) →
x0→+∞

Z1/2 ϕout(x)

(limites adiabatiques) (5.1)dans un sens faible, 
'est-à-dire que 
es limites sont à 
omprendre 
omme limite des élémentsde matri
e 
orrespondants. Rappelons que ϕin(out) sont des 
hamps libres dé
rivant les étatsà une parti
ule. Ces 
hamps permettent de représenter un système longtemps avant (après)un pro
essus de di�usion.
ϕin(x)|0〉 ne peut 
ontenir que des états à une parti
ule, alors que ϕ(x)|0〉 est 
onstituéd'états ave
 un nombre quel
onque de parti
ule. La normalisation de ϕ(x) et de ϕin(x),

ϕout(x) impose don
 intuitivement que 0 ≤ Z ≤ 1.5.1 Propagateur s
alaire 
ompletNous nous proposons d'étudier la fon
tion de 
orrélation 〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 (on suppose que
φ est un 
hamp s
alaire), où |Ω〉 est le vide physique, 
'est-à-dire le niveau fondamental.5.1.1 Dé
omposition sur l'identitéOn insère la relation de 
omplétude sur l'espa
e de Hilbert

1l = |Ω〉〈Ω| +
∑

λ

d3p

(2π)3

1

2E~p(λ)
|λ~p〉〈λ~p| , (5.2)où la somme porte sur tous les états |λ0〉 d'impulsion nulle, l'état |λ~p〉 étant obtenu par boostde l'état |λ0〉. 73
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|λ0〉 n'est pas un état à une parti
ule a priori, mais un état quel
onque, d'énergie mλ dansle référentiel où l'impulsion totale de 
et état est nulle.On pose E~p(λ) =

√
|~p|2 +m2

λ (analogue de E~p =
√

|~p|2 +m2 pour un état à uneparti
ule de masse m).Ainsi
〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 =

∑

λ

∫
d3p

(2π)3

1

2E~p(λ)
〈Ω|φ(x)|λ~p〉 〈λ~p|φ(y)|Ω〉 (5.3)

+〈Ω|φ(x)|Ω〉 〈Ω|φ(y)|Ω〉 . (5.4)Le terme (5.4) est 
onstant, à 
ause de l'invarian
e du vide par translation. Par symétrie dulagrangien, on peut généralement le 
onsidérer nul. Dans tous les 
as où φ serait non s
alaire,il est nul par invarian
e de |Ω〉 sous le groupe de Lorentz.En utilisant le fait que le 
hamp φ(x) est dans la représentation d'Heisenberg, on a
〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|eip·xφ(0)e−ip·x|λ~p〉

= 〈Ω|φ(0)|λ~p〉e−ip·x∣∣
p0=E~ppuisque le vide est invariant par translation. Soit U l'opérateur qui réalise le boost amenant

|λ~p〉 sur |λ0〉, i.e. U |λ~p〉 = |λ0〉. Alors
〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|U−1Uφ(0)U−1U |λ~p〉e−ip·x∣∣

p0=E~p
(5.5)En utilisant l'invarian
e du vide |Ω〉 et du 
hamp s
alaire φ(0) sous le groupe de Lorentz, 
equi se traduit pour 
e dernier par Uφ(0)U−1 = φ(0), on tire

〈Ω|φ(x)|λ~p〉 = 〈Ω|φ(0)U |λ~p〉 e−ip·x = 〈Ω|φ(0)|λ0〉 e−ip·xave
 p0 = E~p,Ainsi, en supposant que le terme 
onstant (5.4) est nul,
〈Ω|φ(x)φ(y)|Ω〉 =

∑

λ

∫
d3p

(2π)3

1

2E~p(λ)
e−ip·(x−y)

∣∣∣∣∣
p0=E~p

× |〈Ω|φ(0)|λ0〉|2. (5.6)5.1.2 Représentation en terme du propagateur de FeynmanConsidérons à présent le propagateur de Feynman dé�ni par
DF (x− y,m2

λ) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y) i

p2 −m2
λ + iε

. (5.7)Examinons l'intégration en p0, qui suit l'axe réel. E
rivant
p2 −m2

λ + iε = (p0 +
√
~p 2 +m2

λ − iε)(p0 −
√
~p 2 +m2

λ + iε) , (5.8)on 
onstate que l'intégrand possède deux p�les dans 
ette variable, en p0 = ∓
√
~p 2 +m2

λ± iε,
omme indiqué sur la �gure 
i-dessous.
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−
√
~p 2 +m2

λ + iε

√
~p 2 +m2

λ − iε

p0

x0 > y0

x0 < y0

Pour x0 > y0, on peut refermer le 
ontour d'intégration en p0 vers −i∞ et on obtient lerésultat ∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y) i

p2 −m2
λ + iε

=

∫
d3p

(2π)3

1

2E~p(λ)
e−ip·(x−y)

∣∣∣∣
p0=E~p

,
e qui permet de donner une représentation du 
orrélateur (5.6) en terme du propagateur deFeynman DF (x− y,m2
λ).Si x0 < y0, pour évaluer (5.7) on peut refermer le 
ontour d'intégration en p0 vers +i∞ eton obtient le résultat

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y) i

p2 −m2
λ + iε

=

∫
d3p

(2π)3

1

2E~p(λ)
e−ip·(x−y)

∣∣∣∣
p0=−E~p

.Or en é
hangeant x et y, et en remplaçant p par −p, l'expression (5.6) s'é
rit en
ore
〈Ω|φ(y)φ(x)|Ω〉 =

∑

λ

∫
d3p

(2π)3

1

2E~p(λ)
e−ip·(x−y)

∣∣∣∣∣
p0=−E~p

× |〈Ω|φ(0)|λ0〉|2,
e qui 
onduit à une représentation en terme du même propagateur de Feynman DF (x −
y,m2

λ).5.1.3 Représentation spe
trale de Källén-LehmanReprésentation en espa
e réelLes deux résultats pré
édents peuvent don
 se 
ombiner sous la forme
〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∑

λ

∫
d4p

(2π)4

i

p2 −m2
λ + iε

e−ip·(x−y)|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2 . (5.9)On obtient ainsi la représentation spe
trale de Källén-Lehman :
〈Ω|Tφ(x)φ(y)|Ω〉 =

∫ ∞

0

dM2

2π
ρ(M2)DF (x− y,M2)

avec ρ(M2) =
∑

λ

(2π)δ
(
M2 −m2

λ

)
|〈Ω|φ(0)|λ0〉|2la densité spe
trale (elle est positive) (5.10)

La stru
ture typique de la densité spe
trale est illustrée 
i-dessous.
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ρ(M2)

M2

état à une parti
ule états liés
états à deux parti
ules ou plus

m2 (2m)2Un état à une parti
ule 
orrespond à
ρ(M2) = 2πδ(M2 −m2)Z + rien avant le seuil M2 = (2m)2(ou avant M2

lié s'il existe des états liés à 2 parti
ules)ave
 Z le fa
teur de renormalisation du 
hamp :
Z = |〈λ0|φ(0)|Ω〉|2 ≤ 1 (
'est une probabilité).

m est la masse physique de la parti
ule (a

essible à l'expérien
e), qui est a priori di�érentede la masse nue m0 apparaissant dans le lagrangien.Représentation en espa
e des momentsPar transformée de Fourier, on déduit de (5.10)
∫
d4x eipx < Ω|Tφ(x)φ(0)|Ω >=

∫ ∞

0

dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −M2 + iε

=
iZ

p2 −m2 + iε
+

∫ ∞

4m2

dM2

2π
ρ(M2)

i

p2 −M2 + iε

+ p�les éventuels s'il y a des états liésLa stru
ture analytique de 
ette fon
tion à deux points est illustrée 
i-dessous.
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plan p2

m2 (2m)2



5.2. GÉNÉRALISATION AUX CHAMPS DE SPIN ARBITRAIRE 77Cas de la théorie libreDans le 
as libre, le vide physique |Ω〉 et le vide perturbatif |0〉 sont identiques. On a alors
∫
d4x eipx〈Ω|Tφ(x)φ(0)|0〉 =

i

p2 −m2 + iε
.Dans 
e 
as simple, Z = |〈λ0|φ(0)Ω〉|2 = 1 puisque dans la théorie libre φ(0) ne peut 
réer àpartir de |Ω〉 = |0〉 que des états à une parti
ule.Plus généralement, les p�les en p2, dans la théorie en intera
tion, ne peuvent provenirque des états à une parti
ule (en plus du p�le en p2 = m2, il peut y avoir d'autres p�lesdistin
ts de 
elui-
i à 
ause de l'existen
e d'états liés). Au voisinage de p2 = m2, le seul e�etde l'intera
tion est de faire apparaître le fa
teur Z dans le propagateur, i.e. un fa
teur Z1/2par 
hamp.5.2 Généralisation aux 
hamps de spin arbitraireL'analyse pré
édente s'étend aux parti
ules 
orrespondant à une représentation non s
a-laire du groupe de Lorentz.Exemple: parti
ule de Dira
Considérons le 
orrélateur

〈Ω|Tψ(x)ψ̄(0)|Ω〉 , (5.11)où nous allons insérer une relation de 
omplétude analogue à (5.2). Soit
|~p, σ〉 =

√
2E~p b

+
σ (~p)|0〉un état à un éle
tron d'impulsion ~p, de polarisation σ. Cet état est normalisé en a

ord ave


ψ(x) =

∫
d3k

(2π)3

1√
2E~p

[
bα(k) u(α)(k) eik·x + d+

α (k) v(α)(k) eikx
] (5.12)

{
bα(k), b+β (p)

}
= (2π)3δ3(~k − ~p)δαβ (5.13)

{
dα(k), d+

β (p)
}

= (2π)3δ3(~k − ~p)δαβ (5.14)
ūαuβ = 2mδαβ, v̄αvβ = 2mδαβ (5.15)∑

s

us(p)ūs(p) = /p+m,
∑

s

vs(p)v̄s(p) = /p−m. (5.16)La dé
omposition analogue à (5.3) fait intervenir les éléments de matri
e
〈Ω|ψ(0)|λ~p , σ〉 e−ip·x = 〈Ω|U−1U(Λ)ψ(0)U−1(Λ)U(Λ)|λ~p , σ〉 e−ipxoù Λ est le boost transformant ~p en ~0. ψ(x) étant un 
hamp fermionique,

U(Λ)ψ(x)U−1(Λ) = S(Λ)−1ψ(Λx) .
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S(Λ) est la matri
e de la représentation bispinorielle du groupe de Lorentz (et plus géné-ralement de la représentation du groupe de Lorentz 
orrespondant au 
hamp 
onsidéré, quipourrait être de spin plus élevé). Cela donne i
i

U(Λ)ψ(0)U−1(Λ) = S(Λ)−1ψ(0).L'a
tion du boost Λ, 
odé par U(Λ) pour son a
tion sur les états, 
onduit à
U(Λ)|λ~p, σ〉 = |~0, σ〉 .Dans le 
as où l'état intermédiaire |λ~p〉 est un état à un éle
tron, la loi de transforma-tion de 〈Ω|ψ(0)|~0, σ〉 sous l'a
tion de S(Λ)−1 est la même que 
elle de 〈0|ψlibre(0)|~0, σ〉. Or

〈0|ψlibre(0)|~0, σ〉 est identique à uσ(m,~0) et devient uσ(p0, ~p) = uσ(p) par boost (rappelonsqu'ave
 notre 
hoix de notation, Λ−1 est le boost qui amène ~0 en ~p).Le terme en fa
teur sera absorbé dans Z1/2
2 . On peut don
 é
rire, en utilisant (5.16),

∫
d4x eipx〈Ω|Tψ(x)ψ̄(0)|Ω〉

=
iZ2 (/p−m)

p2 −m2 + iε
+ · · ·︸ ︷︷ ︸
oupure multiparti
ulaire, états liés (5.17)ave
 〈Ω|ψ(0)|p, s〉 =

√
Z2 u

s(p) . On retrouve don
 la même stru
ture que dans le 
as d'un
hamp s
alaire.



Chapitre 6Formule de rédu
tion et 
orre
tionsradiatives
Le but de 
e 
hapitre est de préparer l'étude des 
orre
tions radiatives apparaissant dans le
al
ul des observables physiques dès que l'on dépasse l'ordre des arbres en perturbation. Pour
ela, on relie d'une part le 
al
ul des éléments de matri
e S à 
elui des fon
tions de 
orrélationvide-vide de la théorie, que nous savons 
al
uler systématiquement en perturbation, grâ
eau théorème de Wi
k appliqué aux intégrales gaussienne de la formulation par l'intégrale de
hemin des théories quantique des 
hamps (voir 
hapitre 1). D'autre part, on systématisela prise en 
ompte des 
orre
tions radiatives sur les pattes externes d'une amplitude, 
equi permettra dans les 
hapitres ultérieurs de se fo
aliser sur les divergen
es internes auxdiagrammes ren
ontrés.

6.1 Formule de rédu
tionNous allons énon
er sans démonstration la formule de rédu
tion en tenant 
ompte des
orre
tions radiatives. Dans un sou
i de simpli�
ation, nous nous limiterons au 
as des par-ti
ules s
alaires. La preuve est basée sur des arguments très similaires à 
eux utilisés dans le
hapitre pré
édent1.Elle permet de ramener le 
al
ul des éléments de matri
e S au 
al
ul des fon
tions de
orrélation vide-vide, 
e qui justi�e l'intérêt pour 
es fon
tions de 
orrélation dans le 
hapitre1, où nous avons montré 
omment évaluer 
es fon
tions de 
orrélation en terme d'intégralede 
hemin, et dans les 
hapitres ultérieurs, notamment lors de la dis
ussion de la renormali-sation en théorie des 
hamps qui sera e�e
tuée essentiellement au niveau de 
es fon
tions de
orrélation (nous reviendrons aux éléments de matri
e S lorsque nous dis
uterons du groupe1Voir par exemple Peskin-S
hroeder (
hapitre 7), ou Itzykson-Zuber (
hapitre 5) qui utilise les propriétésdes opérateurs de 
réation sur lesquels les 
hamps asymtotiques se dé
omposent.79



80 CHAPITRE 6. FORMULE DE RÉDUCTION ET CORRECTIONS RADIATIVESde renormalisation). Cette formule s'é
rit
n∏

i=1

∫
d4xi e

ipi·xi

m∏

j=1

∫
d4yj e

−ikj ·yj < Ω|T{φ(x1) · · ·φ(xn)φ(y1) · · ·φ(ym)|Ω >

∼
∀ i, p0

i → E~pi

∀ j, k0
j → E~kj

n∏

i=1

√
Z i

p2
i −m2 + iε

m∏

j=1

√
Z i

k2
j −m2 + iε

< ~p1 · · · ~pn|S|~k1 · · ·~km > + disc. ,

(6.1)
où disc. symbolise des termes dis
onne
tés sans importan
e.Exemple:Considérons le 
as d'une fon
tion de 
orrélation à 4 points, illustrée par le diagrammesuivant
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état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan k1

k2

p1

p2

amputé
(6.2)

=

2∏

i=1

∫
d4xie

ipi·xi

2∏

i=1

∫
d4yie

−iki·yi < Ω|T{φ(x1)φ(x2)φ(y1)φ(y2)}|Ω > . (6.3)Nous allons revenir sur 
et exemple dans la suite.Les formules de rédu
tion se généralisent au 
as des 
hamps de spin arbitraire2. Ainsi,dans le 
as de photons externes,
n∏

i=1

∫
d4xi e

ipi·xi

m∏

j=1

∫
d4yj e

−ikj ·yj < Ω|T{j(x1) · ǫ′1∗ · · · j(xn) · ǫ′n∗ j(y1) · ǫ1 · · · j(ym) · ǫm|Ω >

∼
∀ i, p0

i → E~pi

∀ j, k0
j → E~kj

n∏

i=1

(
√
Z3 i)

m∏

j=1

(
√
Z3 i) 〈~p1, ǫ

′
1 · · · ~pn, ǫ

′
n|S|~k1, ǫ1 · · ·~km, ǫm〉 + disc. . (6.4)2Voir par exemple Itzykson-Zuber 
hapitre 5.



6.2. CORRECTIONS RADIATIVES ET PROPAGATEUR COMPLET 816.2 Corre
tions radiatives et développement du propaga-teur 
ompletNotons
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état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé 1 PI ≡ −iM2(p2) (6.5)la fon
tion de 
orrélation à deux 
hamps une parti
ule irrédu
tible (i.e. que l'on ne peutséparer en 2 parties non 
onne
tées). En QED, on introduira de façon similaire −iΣ2(p

2),auto-énergie de l'éle
tron. Considérons par exemple le 
as de la théorie φ4. En e�e
tuant undéveloppement perturbatif, on pourra don
 é
rire graphiquement

PSfrag repla
ements
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uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé 1 PI =

PSfrag repla
ements
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uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
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amputé1 PI

+
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état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

︸ ︷︷ ︸ +

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI + · · · (6.6)

tad − poleLes diagrammes appelés tad-poles n'apparaissent pas si l'on a pris soin de partir d'un lagran-gien ave
 
ouplage : λ
4!
φ4 : , ou si l'on utilise la régularisation dimensionnelle (voir la partie7.5.1).Connaissant la fon
tion de 
orrélation 1-parti
ule irrédu
tible (quelle que soit la façondont elle est 
al
ulée, perturbativement ou non, peu importe), on peut é
rire le propagateurexa
t sous la forme
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état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé

1 PI1 PI1 PI ++= + · · ·
i

p2−m2
0

i
p2−m2

0
(−iM2) i

p2−m2
0

i
p2−m2

0
(−iM2) i

p2−m2
0
(−iM2) i

p2−m2
0

=
i

p2 −m2
0 −M2(p2)

(somme d'une série géométrique) (6.7)
∼

p0→E~p

iZ

p2 −m2
+ termes réguliers (6.8)Nous avons ainsi obtenu un propagateur qui a exa
tement la stru
ture attendue d'aprèsl'étude faite au 
hapitre 5.La masse physique 
orrespondant à 
e propagateur est dé�nie par la position du p�le, 
e quis'é
rit

p2 −m2
0 −M2(p2)

∣∣
p2=m2 = 0 (6.9)soit

m2 = m2
0 +M2(m2) . (6.10)



82 CHAPITRE 6. FORMULE DE RÉDUCTION ET CORRECTIONS RADIATIVESCette équation peut se résoudre perturbativement, 
e qui donne une méthode systématiquepour 
al
uler la masse physique en terme de la masse nue. Notons que si M2 > 0, alors la
orre
tion à m2 est positive.Au voisinage du p�le p2 = m2, on peut é
rire
p2 −m2

0 −M2(p2) ∼
[

1 − dM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

]
· (p2 −m2) .Comme le résidu du p�le du propagateur est égal à Z au voisinage de p2 = m2, on en déduitque

Z−1 = 1 − dM2

dp2

∣∣∣∣
p2=m2

. (6.11)Nous pouvons à présent revenir à l'étude du 
orrélateur à 4 points (6.2). Nous 
onnaissonsmaintenant la stru
ture des propagateurs au voisinage de la 
ou
he de masse qui interviennentdans les pattes externes lorsque l'on applique la formule de rédu
tion (6.1). On peut don
é
rire
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uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan

k1

k2

p1

p2

amputé

1 PI
i Z

k2
1 −m2

i Z

k2
2 −m2

i Z

p2
1 −m2

i Z

p2
2 −m2

=
i
√
Z

k2
1 −m2

i
√
Z

k2
2 −m2

i
√
Z

p2
1 −m2

i
√
Z

p2
2 −m2

< ~p1 ~p2|S|~k1
~k2 > (6.12)d'où l'on déduit :

< ~p1 ~p2|S|~k1
~k2 > = (

√
Z)4
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ules ou plus
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k1

k2

p1

p2

amputé

1 PI

,et plus généralement
< ~p1 · · · ~pn|S|~k1

~k2 > = (
√
Z)n+2 .

.

.
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état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan

k1

k2

p1

p2amputé

1 PI

pn

. (6.13)



6.3. FACTEUR DE FORME DE L'ÉLECTRON 836.3 Esquise d'une appro
he systématique : le 
as du fa
-teur de forme de l'éle
tronL'élément de matri
e S de di�usion d'un éle
tron dans un 
hamp externe s'é
rit en termedu vertex eeγ sous la forme générale (p (p′) est l'impulsion entrante (sortante) et q = p′ − p)
(
√
Z2)

2
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µ

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan

amputé

1 PI

= Z2 Γµ(p′, p) = γµF1(q
2) +

iσµνqν
2m

F2(q
2) (6.14)où F1 et F2 sont les fa
teurs de forme de l'éle
tron. A l'ordre dominant, F1 = 1 (
harge del'éle
tron en unité de e) et F2 = 0.Remarques:

• le terme Z2 Γµ 
omporte un fa
teur (
√
Z2)

2 en a

ord ave
 le fait que l'élément de ma-tri
e S 
al
ulé i
i fait intervenir deux lignes élé
troniques externes. En revan
he, on n'a pasintroduit la partie de self-énergie du photon, 
ar on suppose i
i que le 
hamp éle
tromagné-tique est un 
hamp extérieur, 
e qui signi�e qu'il est non quanti�é (et qu'il n'est don
 passujet à des 
orre
tions radiatives).
• La dé
omposition qui apparaît dans le membre de droite de l'équation (6.14) 
orrespondà la façon la plus générale de paramétrer une fon
tion de 
orrélation à 3 points eeγ qui respe
tel'invarian
e par parité, 
e qui interdit la présen
e d'une matri
e γ5.Plus généralement, l'étude des fa
teurs de forme des hadrons est extrèmement utile pourétudier leur stru
ture interne. On 
onsultera les 
ours de M. Davier ou D. Lhuillier pour plusde détail 
on
ernant 
ette phénoménologie.Analysons perturbativement la partie amputée du fa
teur de forme de l'éle
tron. On note

Γµ(p′, p) = γµF̄1(q
2) +

iσµνqν
2m

F̄2(q
2) .Son développement perturbatif peut s'é
rire
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µ

√
√
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amputé

1 PI

=
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γµ

+
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δΓµ

+ · · · (6.15)Nous ne donnerons au
un détail i
i sur 
e 
al
ul, que l'on trouvera dans Itzykson-Zuber ouPeskin-S
hroeder. Intéressons nous simplement à la stru
ture du résultat, 
omme avant-goûtdu 
hapitre qui va suivre :
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• F̄2(q

2) est IR et UV �ni. A l'ordre dominant, il est donné par
F̄2(0) =

α

2π
.

• F̄1(q
2) possède des divergen
es IR. On rajoute à la main une masse µ au photon pourles régulariser (le problème des divergen
es IR apparaît dans toutes les théories de jauge.Nous ne l'aborderons pas dans 
e 
ours faute de temps). Il est également divergent UV.Le fait de 
al
uler 
orre
tement Z2Γ

µ (et non Γµ) 
orrige 
e problème UV : en expli
itantles 
orre
tions radiatives par rapport aux termes libres, on peut é
rire formellement
Z2Γ

µ = (1 + δZ2) (γµ + δΓµ) = γµ + δΓµ + γµδZ2 .A l'ordre 1 en perturbation par rapport au 
ouplage α, on 
al
ule d'une part le diagrammeamputé Γµ, i.e. la 
orre
tion δΓµ d'ordre 1 par rapport au 
ouplage nu γµ, et d'autre part lediagramme de self-énergie de l'éle
tron, 
e qui permet de 
onnaître δZ2 à l'ordre 1, suivantla méthode expliquée en (6.11) pour le 
as s
alaire.En 
omparant les deux résultats, après avoir exprimé δΓµ en terme de δF̄1(q
2), on 
onstateque δΓµ(q = 0) = γµ δF̄1(0) véri�e, assez mira
uleusement (
'est le résultat du 
al
ul !)

δF̄1(0) = −δZ2.On en déduit don
 que
F1(q

2) = 1 + δF̄1(q
2) + δZ2 = 1 + δF̄1(q

2) − δF̄1(0) .Ainsi les divergen
es UV de δF̄1(q
2) sont 
ompensées par 
elle de δF̄1(0), et la quantitéphysique F1(q

2) est �nie, à l'ordre α. En parti
ulier, on obtient
F1(0) = 1.Ce dernier résultat, qui 
orrespond au fait que la 
harge de l'éle
tron est 
onservée et vaut

−|e|, est en fait valable à tous les ordres.Si l'on introduit un fa
teur Z1 pour tenir 
ompte des 
orre
tions radiatives de vertex, desorte que
Γµ(q = 0) = Z−1

1 γµ ,

γµ 
orrespondant au vertex nu, alors
Z2 Γµ(q = 0) = Z2 Z

−1
1 γµ = F1(0)γµ = γµdonne

Z2 = Z1qui doit être satisfaite. E�e
tivement, l'identité de Ward, qui est liée à l'invarian
e de jaugede QED, implique que Z1 = Z2, non seulement à l'ordre α, mais aussi à tous les ordres enperturbation. Ce
i fera l'objet du 
hapitre 9.En résumé, bien que 
e 
al
ul fasse intervenir des diagrammes de Feynman divergentsUV, par une 
ompensation subtile de 
es divergen
es les quantités physiques restent �nies.L'étude systématique de 
es e�ets va o

uper une bonne partie de la suite de 
e 
ours.



Chapitre 7RenormalisationEn QED, les trois diagrammes suivant divergent dans l'ultra-violet.
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Ces divergen
es ont pour origine l'intégration sur les impulsions 
ir
ulant dans les bou
les.Nous avons vu sur l'exemple du fa
teur de forme de l'éle
tron esquissé à la �n du 
hapitre 6que la prise en 
ompte simultanée du premier et du troisième diagramme 
i-dessus permet derendre �ni le 
al
ul de 
ette quantité physique, à l'ordre des 
orre
tions à une bou
le. L'objetde 
e 
hapitre est de systématiser 
ette étude. Nous 
ommen
erons par une étude généraledu degré de divergen
e d'un diagramme donné en QED, en exploitant notamment les 
onsé-quen
es de la symétrie de jauge. Nous en déduirons les 
ritères de renormalisabilité d'unethéorie des 
hamps quel
onque. Nous dé
rirons ensuite les deux algorithmes permettant d'ef-fe
tuer la renormalisation en théorie des perturbations, à savoir d'une part la renormalisationen théorie des perturbation nue (qui 
onsiste à éliminer ordre par ordre la dépendan
e desobservables physiques dans les paramètres nus du lagrangien, en exprimant ordre par ordre
es paramètres nus en terme des paramètres physiques) et d'autre part la théorie des pertur-bations renormalisée (appelée aussi méthode des 
ontre-termes). On illustrera 
ette dernièreméthode sur le 
as de la théorie s
alaire φ4 et sur le 
as de QED. Les outils te
hniques
on
ernant les méthodes de régularisation dimensionnelle et de 
al
ul des intégrales sur lesimpulsions 
ir
ulant dans les bou
les (méthode des paramètres de Feynman) sont dé
rites en�n de 
hapitre.7.1 Comptage de puissan
e7.1.1 Diagrammes super�
iellement divergentsNous souhaitons examiner le 
omportement d'un diagramme de Feynman arbitraire lorsqueles impulsions qui 
ir
ulent dans les bou
les internes sur lesquelles portent les intégrations85



86 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONdeviennent toutes grandes. Nous allons 
ommen
er par l'exemple spé
i�que de QED. Dansl'espa
e des impulsions, tout diagramme possède une stru
ture du type
A =

∫
d4k1 · · · d4kL

(/ki −m) · · · k2
j · · · k2

n

. (7.1)Introduisons les notations suivantes :
Ee : nombre de lignes éle
troniques externes
Eγ : nombre de lignes photoniques externes
Ie : nombre de propagateurs éle
troniques (lignes internes)
Iγ : nombre de propagateurs photoniques (lignes internes)
V : nombre de vertex
L : nombre de bou
les (7.2)De la relation (7.1) on tire immédiatement

D ≡ degré super�
iel de divergen
e d'un diagramme
= puissan
e de k au numérateur - puissan
e de k au dénominateur
= 4L− Ie − 2Iγ

(7.3)En prin
ipe, si l'on introduit une 
oupure U.V notée Λ,
• si D > 0, alors A ∼ ΛD diverge
• si D = 0, alors A ∼ log Λ diverge logarithmiquement
• si D < 0, alors A 
onverge.Cette analyse n'est pas toujours juste. Il y a trois situations typiques pour lesquelles le 
omp-tage de puissan
e pré
édent, parfois appelé "naïf," n'est pas 
orre
t :1) A peut 
ontenir un sous-diagramme divergent : alors la divergen
e est pire que 
elleattendueExemple:
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D = −2 mais A ∼ log Λ2) Il existe une 
ertaine symétrie (exemple : symétrie de jauge qui donne lieu àdes identités de Ward) : 
ertains termes se 
ompensent et la situation est meilleure que
elle attendueExemple:
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D = 2 mais A ∼ log Λ3) Diagramme sans propagateur et sans bou
le : D = 0 mais pas de divergen
e puis-qu'il n'y a au
une impulsion sur laquelle intégrer.



7.1. COMPTAGE DE PUISSANCE 87Les quantités (7.2) ne sont pas indépendantes. Elles sont reliées par deux relations :
• la 
onservation globale de l'énergie-impulsion 
ontraint le nombre d'intégrations indé-pendantes

L = Ie + Iγ︸ ︷︷ ︸ − V︸︷︷︸ + 1︸︷︷︸nombre d'in-tégrations nombre de
ontraintes à
haque vertex 
ontrainte globale(
onservation del'énergie impulsion) (7.4)
Le nombre réel de 
ontraintes est don
 égal à V − 1.

• 
ontrainte topologique :
V = 2 Iγ︸︷︷︸ + Eγ︸︷︷︸ =

1

2︸︷︷︸
(2Ie + Ee)1 propagateur estrelié à 2 vertexexa
tement une ligne extérieureest reliée à exa
-tement un vertex(pas de double
omptage) double 
omptagesi l'on raisonne enterme de ligne d'e− (7.5)

d'où, en utilisant la dé�nition (7.3) de D,
D = 4(Ie + Iγ − V + 1) − Ie − 2Iγ = 3Ie + 2Iγ − 4V + 4soit, par élimination de Ie et Iγ à l'aide de (7.5),

D = 4 − Eγ − 3
2
Ee . (7.6)On 
onstate que

• D est indépendant de V : il ne dépend que du nombre de lignes externes
• D devient négatif pour Eγ et Ee assez grands : le nombre de diagrammessuper�
iellement divergent est �niOn en déduit qu'il y a dans le 
as de QED 7 possibilités d'obtenir D ≥ 0, 
lassi�ées
i-dessous par ordre 
roissant de Ee et de Eγ :
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D = 4
Eγ = Ee = 0

D = 2
Eγ = 2, Ee = 0

D = 0
Eγ = 4, Ee = 0

D = 3
Eγ = 1, Ee = 0

D = 1
Eγ = 3, Ee = 0

D = 1
Eγ = 0, Ee = 2

D = 0
Eγ = 1, Ee = 2(7.7)Remarque:

• On ne 
onsidère que les diagrammes 1-parti
ule irrédu
tibles. Par dé�nition, undiagramme 1-parti
ule irrédu
tible est un diagramme qui ne peut être s
indé en deux dia-gramme dis
onne
tés en 
oupant une seule ligne.
• En parti
ulier, on se limite don
 aux diagrammes amputés (les divergen
es dues aux
orre
tions radiatives sur les pattes externes sont aisément isolables et traitées séparément )Exemple:Les diagrammes suivants ne sont pas 1-parti
ule irrédu
tibles :
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Un diagramme rédu
tible est 
onstitué de diagrammes 1-parti
ule irrédu
tibles reliés entreeux par une stru
ture en arbre. L'étude du degré de divergen
e de tout diagramme se ramène
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elle de ses sous-diagrammes 1-parti
ule irrédu
tibles, puisque 
es sous-diagrammes sontreliés par des lignes sur lesquelles on n'intègre pas.Ainsi les diagrammes divergents de QED 
ontiennent for
ément l'un des 7 diagrammesdivergents 
i-dessus 
omme sous-partie.Les 7 stru
tures super�
iellement divergentes (7.7) doivent don
 être 
om-prises 
omme des 
ontributions 1-parti
ule irrédu
tibles (don
 amputées)
7.1.2 Analyse des degrés de divergen
eNous allons à présent montrer que parmi 
es 7 stru
tures, seules 3 doivent être 
onsidérées.Examinons 
ha
un des diagrammes (7.7) :
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p

est divergent, mais ne peut produire qu'un dépla
ement nonobservable de l'énergie du vide. (7.8)
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=

k

= −ie
∫
d4x e−iqx < Ω|Tjµ(x)|Ω >

= 0 (invarian
e de Lorentz du vide) (7.9)Autre argument : 
omme QED respe
te la symétrie de 
onjugaison de 
harge C,
C|Ω >= |Ω > .Or C jµ(x) C+ = −jµ(x), d'où l'on déduit

< Ω|Tjµ(x)|Ω > = < Ω|TC+Cjµ(x)C+C|Ω > = − < Ω|Tjµ(x)|Ω >

= 0Cet argument permet plus généralement de montrer que la valeur moyenne d'un nombreimpair de 
ourant éle
tromagnétique est nul. En parti
ulier
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= 0. (7.10)Remarque:Ce
i peut se montrer perturbativement. On obtient alors leThéorème de Furry : Tout diagramme 
omportant une bou
le de fermions ave
un nombre impair de vertex est nul. (7.11)
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Montrons en e�et que
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1
2

s− 1

s

.

.

.

G1

et
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1
2

s− 1

s

.

.

.

G1

sont de signe opposéslorsque s est impair.
Rappelons que 
es deux diagrammes sont bien à prendre en 
ompte séparément lorsqu'unebou
le de fermions intervient dans un diagramme, et qu'ils doivent être ajoutés.

G1 = tr [γµ1SF (z1, zs)γµsSF (zs, zs−1γs−1 · · · γµ2SF (z2, z1)]Or la matri
e C qui permet de dé�nir la 
onjugaison de 
harge (C = iγ0γ2 est solution)permet d'é
rire
CSF (x, y)C−1 = ST

F (y, x) ,puisque CγµC
−1 = −γT

µ . En insérant CC−1 entre 
haque propagateur, on obtient
G1 = (−1)str

[
γT

µ1
ST

F (zs, z1)γ
T
µs
ST

F (zs−1, zs)γ
T
µs−1

· · · γT
µ2
ST

F (z1, z2)
]

= (−1)str [γµ1SF (z1, z2)γµ2 · · · γµsSF (zs, z1)] = (−1)sG2 ,
e qui prouve le résultat.Il nous reste don
 4 diagrammes à évaluer. Pour poursuivre l'analyse, nous allons maintenantsupposer que 
es diagrammes n'ont au
un sous-diagrammes super�
iellement divergents (i.e.que les éventuelles sous-divergen
es ont été traitées par ailleurs). On s'intéresse don
 à ladivergen
e globale 
orrespondant à avoir toutes les impulsions grandes à l'intérieur d'undiagramme donné. Cette hypothèse permet de s'assurer que la seule sour
e de modi�
ationdu degré de divergen
e du diagramme par rapport au degré super�
iel de divergen
e D nepeut trouver sa sour
e que dans une éventuelle symétrie (voir remarque 2 page 86).La méthode pour évaluer le 
omportement UV de 
es diagrammes 
onsiste à e�e
tuer undéveloppement de Taylor par rapport aux impulsions externes.1)
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p

D = 1

= A0 + A1/p+ A2p
2 + · · ·ave


An =
1

n!

dn

d/pn



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p




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/p = 0



7.1. COMPTAGE DE PUISSANCE 91On suppose qu'un régulateur IR a été introduit, 
haque An étant IR divergent.Il est fa
ile de voir que la dépendan
e en /p provient des propagateurs éle
troniques. En e�etla ligne entrante et la ligne sortante sont 
onne
tées par une ligne fermionique qui traversetout le diagramme : on peut don
 toujours indexer les impulsions de sorte que p n'intervienneque dans 
ette ligne.Exemple:
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p p+ k

k

Dans 
ette exemple, le propagateur de la ligne éle
-tronique d'impulsion p+k fait don
 intervenir /p+/k,et les autres lignes sont indépendantes de p.De façon générale, le 
al
ul de An fait intervenir des di�érentiations du type
d

d/p ( 1/k + /p−m0

)
= − 1

(/k + /p−m0)2
,où m0 est la masse nue qui intervient dans le lagrangien.Chaque dérivée par rapport à l'impulsion extérieure p baisse don
 la divergen
ede une unité, puisque la puissan
e en k du dénominateur augmente de une unité (7.12)Comme A0 diverge super�
iellement linéairement (puisque D = 1), A1 ne peut don
 avoirqu'une divergen
e logarithmique, et An≥2 est �ni. Ce
i serait faux si la divergen
e provenaitd'une sous-partie du diagramme : en e�et l'impulsion qui 
ir
ule dans les bou
les ne serait pasfor
ément d'ordre k dans 
haque propagateur. Par exemple dans le 
as du diagramme pré-
édent, la bou
le fermionique est elle-même divergente, et dériver par rapport à p ne 
hangerien à 
ette sous-divergen
e.En fait A0 ne diverge pas linéairement, 
ontrairement à l'analyse naïve, maislogarithmiquement :
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(p

p 1 PI ≡ −iΣ(/p) qui donne un propagateur 
omplet, après somme de lasérie géométrique, égal à i/p−m0−Σ(/p)
par généralisation immédiatedu résultat (6.7) obtenu dans le 
as s
alaire au 
hapitre 6.Noter la di�éren
e de notations entre les deux 
hapitres pour les propagateurs : i
i, 
ommenos l'avons dit plus haut, la 
ontribution envisagée est par dé�nition 1-parti
ule irrédu
tible,alors que 
ette notation était utilisée pour le propagateur 
omplet au 
hapitre 6.La masse physique est dé�nie par une 
ondition de pole analogue à (6.9) pour le 
ass
alaire, qui s'é
rit i
i

[/p−m0 − Σ(/p)]/p=m
= m−m0 − Σ(/p)|/p=m

= 0,
e qui donne don
 une 
orre
tion de masse égale à
δm = m−m0 = Σ(/p)|/p=m

= i
(
A0 + A1m+ A2m

2 + · · ·
)
.



92 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONEn utilisant l'identité de Ward
−iqρΓρ(p

′, p) = −i{[/p′ −m0 − Σ(p′)] − [/p−m0 − Σ(p)]} , (7.13)qui sera justi�ée au 
hapitre 9 (elle repose sur l'invarian
e de jauge de QED), et en utilisantle fait que Γ diverge logarithmiquement (voir 
i-dessous), on en déduit que Σ(p) diverge lo-garithmiquement. On a ainsi A0 ∼ a0m0 ln Λ au pire.Finalement, on a don
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p
= a0m0 ln Λ + a1/p ln Λ+ termes �nis.Un 
al
ul expli
ite à une bou
le, dont le résultat est donné dans la partie 7.4, permet de vé-rifer expli
itement 
ette stru
ture (valable à tous les ordres) dans le 
as parti
ulier de l'ordre1 en perturbation.2)
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0

D = 0

La même méthode de di�érentiation par rapport à /p permet de
on
lure que 
ette amplitude peut s'é
rire
−i b0 eγµ ln Λ + termes �nis.

Notons que l'identité de Ward (7.13) 
onduit à
a1 = i b0. (7.14)3)
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D = 2

ν
q

≡ iΠµν(q)

Πµν ne peut faire intervenir que gµν et qµqν . Or l'identité de Ward (voir 
hapitre 9) donne
qµΠµν(q) = 0, don
 Πµν est proportionnel au proje
teur transverse :

Πµν ∼ T µν = gµν − qµqν

q2
.D'autre part iΠµν(q) étant le diagramme 1PI, il ne peut avoir de p�le à q2 = 0 (
e
i 
orres-pondrait à avoir un état intermédiaire à une parti
ule, de masse nulle, 
e qui est impossibledans 
e diagramme 1PI ; en fait 
e
i est faux à deux dimensions d'espa
e-temps : dans 
e
as la singularité due à une paire de fermions sans masse est un p�le, et non une 
oupure !).On peut don
 poser

Πµν(q) =
(
q2gµν − qµqν

)
Π(q2) , (7.15)ave
 Π(q2) régulier en q2 = 0.Ce
i est le développement de Taylor que nous 
her
hions à 
ara
tériser : on 
onstate ex-pli
itement que les termes 
onstants et linéaires sont nuls. Don
 D = 0.
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teur 
urieux pourra 
onsidérer par exemplel'exemple du diagramme 
i-
ontre pour 
omprendre 
equi arrive par di�érentiation par rapport à q.
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p

q
p+ qEn 
on
lusion, la seule divergen
e est 
ontenue dans Π(q2), et elle est logarithmique.Ce
i est bien en a

ord ave
 un 
al
ul expli
ite à une bou
le, dont le résultat est donné dansla partie 7.4.4)
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ν

D = 0

ρ σ

k1

k2

k3

k4

Cette amplitude est 
onvergente. Son degré de diver-gen
e est D = −4, 
e qui est bien meilleur que 
e quel'analyse naïve laissait supposer.
Preuves:
• On peut partir de l'identité de Ward 
i-
ontre, appli-quée à 
haque propagateur, et montrer que l'amplitudeest proportionnelle à gµνkσ

1 − gµσkν
1 ave
 un terme de 
etype par propagateur, 
e qui montre que D = −4. kµ

1 ·
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ν

ρ σ

k1

k2

k3

k4

= 0

• Argument équivalent : l'amplitude étant invariante de jauge, elle doit être 
onstituée àl'aide du tenseur Fµµ′ , un pour 
haque 
hamp Aµ sortant : M = Fµµ′Fνν′Fρρ′Fσσ′M̃µµ′νν′ρρ′σσ′(M = élément de matri
e, i.e. après 
ontra
tion de l'amplitude ave
 les états extérieurs) ave

Fµµ′ = k1µε1µ′ − k1µ′ε1µ, et
...Ce
i montre de la même façon que D = −4.(Si l'on fait ε1 → k1 on a bien sûr Fµµ′ = 0 et don
 M = 0, à 
ondition que M̃ lui-mêmen'ait pas de singularité en k2

1 → 0. De même pour les trois autres photons, don
 M̃ estsupposée régulière).Ce résultat, dire
tement relié à l'identité de Ward, i.e. à l'invarian
e de jauge, est impor-tant : si l'amplitude était divergente, elle né
essiterait une renormalisation par une intera
tionen (AµA
µ)2 (intera
tion à quatre photons), qui n'est pas invariante de jauge : la théorie neserait plus invariante de jauge après avoir soustrait 
ette divergen
e, 
e qui serait désastreux.RésumonsLes seules amplitudes primitivement divergentes sont
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p

k

= a0 m0 lnΛ + a1/p lnΛ+ termes �nis2)
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=

∼ −ieγµ ln Λ+ termes �nis
3)
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ν
q

∼ (gµνq2 − qµqν) Π(q2) ave
 Π(q2) ∼ ln ΛAu total, il y a quatre 
oe�
ients divergents dans le développement en puissan
e de l'im-pulsion externe, qui peuvent être absorbés en redé�nissant la masse de l'éle
tron et la nor-malisation du 
hamp de l'éle
tron (amplitude 1)), la 
harge de l'éle
tron (amplitude 2)), etla normalisation du 
hamp du photon (amplitude 3)), sans violer l'invarian
e de jauge. Enpratique, 
ela signi�e que les termes in�nis, en ln Λ, sont absorbés dans les paramètres dulagrangien, qui deviennent don
 formellement divergents (
e qui physiquement n'est pas gé-nant puisque l'on ne peut pas les mesurer, personne ne pouvant "débran
her" les intera
tionspour avoir a

ès aux paramètres sans 
orre
tions radiatives), de façon à 
e que les paramètresphysiques, i.e. mesurables, soient bien �nis.7.1.3 Renormalisabilité d'une théorie des 
hampsAprès avoir étudié la stru
ture des divergen
es de QED, revenons sur la notion de degrésuper�
iel de divergen
e qui nous a servi de point de départ dans notre analyse.La dé�nition naturelle de D en QED, donnée en (7.3) à 4 dimensions d'espa
e-temps,s'étend en dimension d arbitraire en tenant 
ompte du 
hangement dans le 
omptage depuissan
e de k dû à l'intégration sur k, soit
D = dL− Ie − 2Iγ . (7.16)Nous avons établi plus haut les égalités (voir (7.4) et (7.5))
L = Ie + Iγ − V + 1et

V = 2Iγ + Eγ =
1

2
(2Ee + Ee) .On déduit de 
ette dernière relation que





Ie = V − 1
2
Ee

Iγ = V
2
− 1

2
Eγ

(7.17)d'où, en utilisant (7.4)
D = d (Ie + Iγ − V + 1) − Ie − 2Iγ = d+ Ie(d− 1) + Iγ(d− 2) − d V ,
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rit en
ore, grâ
e à (7.17),
D = d+

(
V − 1

2
Ee

)
(d− 1) +

(
V

2
− 1

2
Eγ

)
(d− 2) − d V ,d'où �nalement

D = d− 4 − d

2︸ ︷︷ ︸
V − d− 1

2︸ ︷︷ ︸
Ee − d− 2

2︸ ︷︷ ︸
Eγ

[e] [ψ] [A]

(7.18)Cette relation généralise le résultat D = 4 − 3
2
Ee − Eγ , qui a été établi à 4 dimensions, etpour lequel D était indépendant de V. Elle s'é
rit simplement en terme des dimensions des
hamps et des 
ouplages.Preuve:Cal
ulons la dimension de masse du 
ouplage et des 
hamps.L'a
tion S est reliée au lagrangien par

S =

∫
ddxL .

S a la dimension de ~. Comme on travaille ave
 ~ = 1, [S] = 0 don
 [L] = d en dimension demasse.Terme 
inétiquedu s
alaire : (∂µφ)2 don
 2 [φ] + 2 = d, soit [φ] =
d− 2

2Terme 
inétiquedu fermion : iψ̄/∂ψ don
 2 [ψ] + 1 = d, soit [ψ] =
d− 1

2Terme 
inétiquedu boson ve
to-riel : −1
4
FµνF

µν don
 2 [A] + 2 = d, soit [A] =
d− 2

2Terme de 
ou-plage : −ieγµψ̄A
µψ don
 [e] + 2[ψ] + [A] = d, soit [e] = d− 2[ψ] − [A] = 4−d

2Ces dimensions prennent les valeurs suivantes dans le 
as parti
ulier d = 4 :

[φ] = 1, [ψ] = 3
2
, [A] = 1, [e] = 0. (7.19)Généralisation :
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︸ ︷︷ ︸

Considérons une théorie des 
hamps ave
 des vertex du type
LI =

∑

a

λa ∂
kaφnSψnFAnA.

ψ symbolise ψ ou ψ̄. Il faut bien sûr respe
ter la stru
ture deLorentz (qui donne des 
ontraintes sur ka, nS, nF , nA).Le degré super�
iel de divergen
e est don
 donné par
D = dL− 2IS − IF − 2IA +

∑

a

kaV a (7.20)où V a est le nombre de vertex de type a, le dernier terme provenant des numérateurs enreprésentation d'impulsion, à 
ause de la présen
e de termes dérivatifs dans les vertex. La
onservation de l'énergie-impulsion (7.4) s'é
rit maintenant de façon générale
L = IS + IF + IA −

∑

a

V a + 1De même, les 
ontraintes topologiques (7.5) se généralisent aisément : en donnant un 
oupde 
iseau au milieu de 
haque propagateur et en e�e
tuant le 
omptage vertex par vertex, onobtient, pour 
haque type de 
hamp
∑

V ana
S = 2IS + ES,

∑
V ana

F = 2IF + EF et
∑

V ana
A = 2IA + EA . (7.21)

Exemple:Considérons le graphe suivant, 
onstitué à partir d'un lagrangien 
omportant deux typesde vertex di�érents.
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V 1 = 1 ES = 2 EF = 4 EA = 1
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S = 2 n1

F = 2 n1
A = 2

n2
S = 0 n2

F = 2 n2
A = 1



7.1. COMPTAGE DE PUISSANCE 97On véri�e immédiatement que les relations (7.21) sont bien satisfaites sur 
et exemple :
n1

SV
1

︸ ︷︷ ︸ + n1
SV

2

︸ ︷︷ ︸ = 2IS︸︷︷︸ + ES︸︷︷︸
2 0 0 2

n1
FV

1

︸ ︷︷ ︸ + n2
FV

2

︸ ︷︷ ︸ = 2IF︸︷︷︸ + EF︸︷︷︸
2 2 0 4

n1
AV

1

︸ ︷︷ ︸ + n2
AV

2

︸ ︷︷ ︸ = 2IA︸︷︷︸ + EA︸︷︷︸
1 2 2 1Les relations (7.21) permettent d'exprimer le nombre de lignes internes de type donné enfon
tion du nombre de vertex faisant intervenir 
e type de ligne et du nombre de lignesexternes de 
e type. On obtient

IS =
1

2

∑

a

na
SV

a − 1

2
ES

IF =
1

2

∑

a

na
FV

a − 1

2
EF

IA =
1

2

∑

a

na
AV

a − 1

2
EA
e qui donne pour D, d'après (7.20),

D = d

(
IS + IF + IA −

∑

a

V a + 1

)
− 2IS − IF − 2IA +

∑

a

kaV aque l'on peut en
ore é
rire sous la forme
D = d−

∑

a

V a

(
d− na

S

d− 2

2
− na

F

d− 1

2
− na

A

d− 2

2
− ka

)

−ES
d− 2

2
− EF

d− 1

2
− EA

d− 2

2
. (7.22)Or puisque [L] = d,

[λa] + ka + na
S[φ] + na

F [ψ] + na
A[A] = dd'où l'on déduit la dimension de la 
ontante de 
ouplage pour un vertex de type a

[λa] = d− ka − na
S[φ] − na

F [ψ] − na
A[A]. (7.23)En 
ombinant 
e résultat ave
 le 
al
ul des dimensions des 
hamps e�e
tué page 95, onobtient �nalement pour D :

D = d−∑a V
a[λa] − ES[φ] −EF [ψ] −EA[A] . (7.24)



98 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONQED à quatre dimensions est don
 une théorie parti
ulière pour laquelle [λ] = 0.De manière générale, le résultat (7.24) nous amène à distinguer 3 types dethéories, puisque selon le signe de [λa], lorsque le nombre de vertex augmente ledegré super�
iel de divergen
e peut diminuer ou augmenter :
• théories super-renormalisables : ⇔ [λa] > 0, ∀ aSeul un nombre �ni de diagrammes de Feynman diverge.
• théories renormalisables : ⇔ [λa] = 0, ∀ aSeul un nombre �ni d'amplitudes divergent, mais 
es divergen
es apparaissentà tous les ordres en perturbation
• théories non renormalisables : ⇔ ∃ a t. q. [λa] < 0Toutes les amplitudes sont divergentes à un ordre su�samment élevé enperturbation

(7.25)
La relation (7.23) permet expli
itement de 
lassi�er les théories renormalisables : ilsu�t d'ajuster ka, na

S, na
F , na

A pour que [λa] = 0.Exemple:Considérons le 
as de d = 4. Alors nS ≤ 4 et nF ≤ 2 (en fait 0 ou 2 
ar L est un s
alairede Lorentz) et nA ≤ 2.
nF = 2 k = 1 ψ̄ ∂µψ terme 
inétique

nS = 1 ψ̄ ψ φ théorie de Yukawa
ψ̄ γ5 ψ φ

nA = 1 ψ̄ γµA
µ ψ QED

nF = 0 k = 2 (∂µφ)2 terme 
inétique k = 0 φ4 
ouplage en
nS = 2 nS = 4 théorie s
alaire
k = 2 FµνF

µν terme 
inétique k = 0 φ2AµA
µ 
ouplage en

nA = 2 nS = 2 QED s
alaire
nA = 2

k = 1 φ ∂µφA
µ QED s
alaire

nS = 2
nA = 1



7.2. THÉORIE DES PERTURBATIONS RENORMALISÉE 997.1.4 Renormalisation en théorie des perturbations nueLa pro
édure de renormalisation est la suivante :
• pour obtenir une amplitude donnée, a priori divergente, on 
al
ule les diagrammes 
or-respondant en utilisant un régulateur (Pauli-Villars, régularisation dimensionnelle, ou en
orerégularisation sur un réseau ; en revan
he une régularisation ave
 une 
oupure UV n'est pasadaptée à QED 
ar elle brise l'invarian
e de jauge)
• les expressions obtenues dépendent des paramètres m0 (masse de l'e−) et e0 (
harge del'e−) du lagrangien, et d'un régulateur UV (symboliquement noté Λ)
• on 
al
ule la masse physique m et la 
onstante de 
ouplage physique e, toutes 
es quan-tités dépendant de m0, e0 et Λ. Ces 
al
uls doivent être faits en perturbation jusqu'à un ordre
ompatible ave
 l'ensemble du 
al
ul. Si la quantité que l'on 
her
he à 
al
uler est un élémentde matri
e S, d'après la formule de rédu
tion on doit aussi 
al
uler les renormalisations Zdes 
hamps.
• on obtient alors une expression pour l'amplitude ou élément de matri
e S 
onsidéré, quel'on exprime, grâ
e à l'étape pré
édente, en fon
tion de m et e (en ayant éliminé toute tra
ede m0 et e0 qui ont été exprimées en fon
tion de m et e). Le résultat obtenu est alors �nidans la limite Λ → ∞ (i. e. d→ 4 en régularisation dimensionnelle), et préserve les symétriesinitiales (lo
ales ou globales, mais sans anomalies) du lagrangien.La pro
édure pré
édente est appelée méthode des perturbations nue.On démontre que 
ette pro
édure est 
ohérente pour les théories des 
hamps renorma-lisables : en redé�nissant un nombre �ni de paramètres du lagrangien, ordre par ordre enperturbation, de manière à absorber dans 
es paramètres les divergen
es logarithmiques ob-tenues, on obtient une théorie �nie. En pratique, 
ette preuve est plus aisée en suivant uneappro
he équivalente, dis
utée dans la partie qui suit.7.2 Théorie des perturbations renormalisée7.2.1 Contre-termesIl existe une appro
he systématique alternative à l'appro
he pré
édente. Comme souvent,a�n de mettre en pla
e la méthode, il est plus simple de 
ommen
er par le 
as de la théorie

φ4 à 4 dimensions, de lagrangien
L =

1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2

0φ
2 − λ0

4!
φ4 . (7.26)Comme pré
édemment, on note m0 et λ0 les paramètres du lagrangien. D'après la relation(7.24), D = 4 − E, où E est le nombre de pattes externes. Par symétrie φ → −φ, lesamplitudes 
omportant un nombre impair de pattes externes sont nulles.



100 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONFinalement, il reste don
 à examiner les amplitudes amputées et 1-parti
ule irrédu
tiblessuivantes :
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type 1type 2dé
alage non physiquede l'énergie du vide ∼ Λ2+p2 ln Λ+ termes�nis ∼ ln Λ+ termes �nis (7.27)
Il s'agit don
 d'absorber les trois 
onstantes in�nies 
i-dessus dans trois paramètres inob-servables de la théorie : m0, λ0 et la renormalisation du 
hamp φ.L'idée de la théorie des perturbation renormalisée est en fait de réorganiserla théorie des perturbations a�n de ne pas faire apparaître expli
itement 
esquantités non physiques dans les règles de Feynman. Les quantités physiquesétant évidemment �nies, les quantités in�nies sont 
a
hées dans m0, λ0 et Z, mais
omme on ne les voit plus, peu importe !D'après la représentation spe
trale de Kählen-Lehmann du propagateur exa
t,

∫
d4x < Ω|Tφ(x)φ(0)|Ω > eipx =

iZ

p2 −m2
+ termes réguliers en p2 = m2,où m est la masse physiqueOn élimine Z en redé�nissant le 
hamp :

φ =
√
Z φR . (7.28)D'après 
e que nous avons vu plus t�t sur la formule de rédu
tion, 
e
i revient don
, si l'on
al
ule les diagrammes amputés (et 
onnexes si l'on 
al
ule 〈f |iT |i〉) dans la théorie ave

hamp φR, à enlever les préfa
teurs √Z :

< ~p1 · · · ~pn|S|~k1
~k2 >= .

.

.
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︸ ︷︷ ︸
al
ulé ave
 les 
hamps φR, i.e.fon
tion de Green pour la théoriedes 
hamps φR

(7.29)
Le lagrangien initial (7.26) s'é
rit maintenant

L =
1

2
Z (∂µφR)2 − 1

2
m2

0Zφ
2
R − λ0

4!
Z2φ4

R . (7.30)



7.2. THÉORIE DES PERTURBATIONS RENORMALISÉE 101On élimine à présent m0, λ0 et Z de l'é
riture expli
ite de L en posant :
δZ = Z − 1 (7.31)
δm = m2

0 Z −m2 (7.32)
δλ = λ0 Z

2 − λ , (7.33)où m et λ sont des quantités physiques.Alors
L =

1

2
(∂µφR)2 − 1

2
m2φ2

R − λ

4!
φ4

R

}même forme que le �lagrangien habituel,�exprimé en termes des quantités physiques
+

1

2
δZ (∂µφR)2 − 1

2
δmφ

2
R − δλ

4!
φ4

R

} 
ontre termes
= L′ + Lcontre−termes (7.34)Règles de Feynman :
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(7.35)
Les deux dernières règles proviennent des 
ontre-termes, et sont à 
onsidérer 
omme des nou-veaux vertex.Remarques:

• On n'a pas �ajouté� des 
ontre-termes : L est bien le lagrangien initial. Il est simplementréorganisé di�éremment.
• δZ , δm, δλ sont des quantités in�nies non physiques.Il nous reste à dé�nir les quantités physiques.Une possibilité est de dé
ider que, d'une part, m2 est la position du p�le du propagateur
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omplet, et d'autre part, que λ est l'amplitude de di�usion à impulsion nulle :
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i

p2 −m2
+ termes réguliers en p2 = m2 (7.36)
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type 1type 2 = −iλ à s = 4m2, t = u = 0, i.e. ~p1 = ~p2 = ~p3 = ~p4 = ~0 . (7.37)Cette se
onde amplitude (qui est par dé�nition amputée), 
al
ulée en théorie renormalisée(i.e. en terme de φR), est un élément de matrixe S 
omme nous l'avons vu en (7.29).Les deux 
onditions (7.36) et (7.37) sont appelées 
onditions de renormalisation.Remarques:
• Rappelons, 
omme nous l'avons déjà vu plus haut, que la 
ondition (7.36) 
ontient enfait deux 
onditions : une pour la masse, l'autre pour le résidu, don
 pour Z.
• Il y a une part d'arbitraire dans 
es 
onditions de renormalisation. On parle de s
hémade renormalisation (on pourrait 
hoisir une 
ondition pour λ ailleurs qu'en ~p1 + ~p2 = ~0 parexemple) et d'é
helle de renormalisation (dépendan
e, dans un s
héma donné, par rapport aupoint où l'on �xe la 
ondition de renormalisation). Cette idée sera développée plus loin dansla notion de groupe de renormalisation, importante pour 
omprendre la liberté asymptotiquede QCD.7.2.2 Renormalisation en théorie des perturbations renormaliséeLa pro
édure de renormalisation en théorie des perturbations renormalisée est la suivante :
• on 
al
ule l'amplitude 
her
hée 
omme une somme de tous les diagrammes possibles enutilisant les règles de Feynman 
i-dessus
• pour évaluer les bou
les dans les diagrammes, on introduit un régulateur lorsqu'unedivergen
e apparaît
• le résultat dépend de δZ , δm, δλ, qui sont pour le moment arbitraires
• on les ajuste, à l'ordre de perturbation 
onsidéré, a�n de respe
ter les 
onditions derenormalisation (
'est l'étape de renormalisation)
• le résultat obtenu pour l'amplitude est �ni et indépendant du régulateur.La théorie des perturbations nue et la théorie des perturbations renormalisée sont équi-valentes. En pratique, la théorie des perturbations renormalisée est plus 
ommode pour les
al
uls aux grands ordres, et la théorie des perturbations nue est plus 
ommode pour des
al
uls d'amplitudes à une bou
le 
ompliqués.



7.2. THÉORIE DES PERTURBATIONS RENORMALISÉE 1037.2.3 Renormalisabilité d'une théorie quel
onqueUne théorie est renormalisable si
• les fon
tions de Green 
al
ulées perturbativement à l'aide du lagrangien L′ (
'est le la-grangien de départ où l'on a rempla
é les quantités nues (masses, 
ouplages) par les quantitésphysiques : voir page 101 le 
as de φ4) deviennent �nies ordre par ordre en perturbation enajoutant des 
ontre-termes de dimension inférieure ou égale à 4 (sinon on auraitdevant 
es 
ontre-termes des 
onstantes de 
ouplage de dimension négative, et 
es 
ontre-termes ne seraient eux-mêmes pas renormalisables !)
• dans le 
as où la théorie possède une symétrie sans anomalie, globale ou lo
ale, les
ontre-termes doivent eux-mêmes être invariants sous 
ette symétrie. Dans 
e 
as, ilfaut prendre garde d'utiliser une méthode de régularisation qui préserve 
ette symétrie. Ce
iest essentiel dans les théories de jauge, a�n de ne pas briser l'invarian
e de jauge.Remarque:Le point de vue énon
é i
i est en quelque sorte le 
omplémentaire de la pro
édure expli-
itée pages 100 et 102. Dans 
ette appro
he, nous avions réé
rit le lagrangien nu L0 par uneredé�nition des 
hamps (on note généralement LR 
e lagrangien (7.30), qui est bien iden-tique à L0 (7.26)) (mais dont la forme fon
tionnelle di�ère de 
elle de L0 puisqu'ils ne sontpas fon
tion des mêmes variables : L0(φ,m0, λ0) = LR(φR, m, λ)) et nous avions séparé 
elagrangien en

LR = L′ + Lcontre−termes ,où L′ a la même forme fon
tionnelle que le lagrangien L0, mais en di�ère puisqu'il est obtenuà partir de L0 par la transformation ∣∣∣∣∣∣ m0 → m
λ0 → λ
φ→ φRI
i, on regarde la pro
édure en partant de L′, que l'on 
omplète par des 
ontre-termes Lc.tpour le rendre �ni. Il nous a semblé utile d'é
lairer 
es deux points de vue équivalents sur lathéorie des pertubations renormalisée, a�n de fa
iliter la le
ture éventuelle des ouvrages surle sujet.On démontre que l'analyse naïve des divergen
es su�t à rendre la théorie �nieà tous les ordres.La preuve dans le 
as des théories s
alaires est due à Bogoliubov, Parasiuk, Hepp, Zim-mermann. On lira ave
 intérêt l'ex
ellent exposé sur 
e sujet dans l'ouvrage de Muta. Cetteméthode, 
onnue sous le nom de BPHZ, est mal adaptée au 
as des théories de jauge. Nousdis
uterons plus loin la renormalisabilité de 
es théories de jauge, en suivant une méthodefon
tionnelle basée sur la symétrie BRST. La méthode BPHZ est 
ependant fort utile en théo-rie de jauge dans le 
adre du développement en produit d'opérateurs (OPE en anglais), outilformel qui permet de justi�er l'appro
he perturbative de la di�usion profondément inélas-tique e− − P par exemple (fa
torisation entre un terme "dur," 
al
ulable perturbativement,et un élément de matri
e non perturbatif). Ce point ne sera pas dis
uté dans 
e 
ours. Nousrenvoyons au 
ours de M. Davier pour une appro
he phénoménologique à 
e sujet.



104 CHAPITRE 7. RENORMALISATION7.2.4 Stru
ture des 
ontre-termesLes 
ontre-termes ont automatiquement une stru
ture renormalisable si le la-grangien renormalisé est lui-même 
onstitué de termes renormalisables.Preuve:On a de manière générale D = d−∑
a

V a[λa]−ES[φ]−EF [ψ]−EA[A]. Un 
ontre-terme donnéa pour stru
ture Oct = ∂kctφnct Sψnct FAnct A.Pour rendre �nie une amplitude donnée
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type 1type 2 qui a don
 le même nombre de pattes externes, type par type.Don
 ES = nct S, EF = nct F , EA = nct A.Ce
i permet don
 d'é
rire
[λct] = d− kct − nct S[φ] − nct F [ψ] − nct A[A]

= D +
∑

a

V a[λa] − kctSi le diagramme divergent se 
omporte en
P (n)(pi) = a0 + a1 p+ a2 p

2 + · · · + aD p
Doù les pi sont les impulsions des pattes externes, (amp

m est une é
riture symbolique pour
aν1···νm

i1···im pi1ν1 · · · pimνm), il faudra que les 
ontre-termes 
omportent un nombre de dérivées va-riant de 0 à D pour 
ompenser 
ha
un de 
es termes divergents. Don
 kct ≤ D. Ainsi
[λct] ≥

∑

a

V a[λa],la borne inférieure étant atteinte par au moins un 
ontre-terme.Don
 si le lagrangien de départ est super-renormalisable, 
'est aussi le 
as des
ontre-termes.Si le lagrangien de départ est renormalisable, les 
ontre-termes le sont aussi.En�n si le lagrangien n'est pas renormalisable, les 
ontre-termes ne le sont pasnon plus.
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le de φ47.3.1 
al
ul de δλConsidérons l'amplitude à 4 pattes amputées 1PI :
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p1

p2

p3

p4

= iM (p1p2 → p3p4) . (7.38)On introduit les variables de Mandelstam s = (p1 + p2)
2, t = (p1 − p3)

2, u = (p1 − p4)
2 . iMs'é
rit, en perturbation,
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+ · · ·ordre λ1 ordre λ2

(7.39)Cal
ulons le premier diagramme d'ordre λ2 du développement (7.39). On pose p = p1 + p2,de sorte que s = p2. On a don
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p

k

type 1type 2
k + p

=
(−iλ)2

2

∫
d4k

(2π)4

i

k2 −m2

i

(k + p)2 −m2
= (−iλ)2iV (p2) ,le préfa
teur 1/2 étant un fa
teur de symétrie. Le développement jusqu'à l'ordre 2 de iMs'é
rit don


iM = −iλ + (−iλ)2 [iV (s) + iV (t) + iV (u)] − iδλ .Condition de renormalisation :On impose que l'amplitude amputée 1-parti
ule irrédu
tible (7.38) véri�e la 
ondition(7.36) :
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= −iλ à s = 4m2, t = u = 0, i.e. pour ~p1 = ~p2 = ~p3 = ~p4 = ~0,
e qui implique don
 que
δλ = −λ2[V (4m2) + 2V (0)] à l'ordre λ2. (7.40)Nous allons à présent 
al
uler V (p2) en régularisation dimensionnelle (voir détail de la mé-thode dans la partie 7.5.1), qui 
onsiste à éviter le problème de divergen
e UV en diminuantla dimension d'espa
e-temps : d = 4 devient d = 4 − ǫ (ǫ > 0).
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onsiste à introduire un paramètre de Feynman x, en suivant l'appro
hegénérale dis
utée dans la partie 7.5.2 :
V (p2) =

i

2

∫
ddk

(2π)d

1

(k2 −m2)((k + p)2 −m2)

=
i

2

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

1

[(1 − x)(k2 −m2) + x((k + p)2 −m2)]2Dans la se
onde étape, on utilise le fait que l'intégrale sur k est quadratique : après avoir
omplété le 
arré, on fait une translation de la variable d'intégration, 
e qui ramène l'intégralesur l'impulsion à une 
lasse d'intégrale fa
ile à 
al
uler. Ainsi
V (p2) =

i

2

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

1

[k2 + 2x k · p+ x p2 −m2]2

=
i

2

∫ 1

0

dx

∫
ddk

(2π)d

1

[(k + x p︸ ︷︷ ︸)
2 + x(1 − x)p2 −m2]2

≡ ℓ (on 
omplète le 
arré)
=

i

2

∫ 1

0

dx

∫
ddℓ

(2π)d

1

[ℓ2 + x(1 − x)p2 −m2]2Dans la troisième étape, on ramène l'intégrale sur l'impulsion ℓ, qui est dans l'espa
e deMinskowski, à une intégration eu
lidienne, en e�e
tuant une rotation de Wi
k :on fait tourner le 
ontour d'intégration sur ℓ0 de +π/2,
omme indiqué dans le dessin 
i-
ontre, 
e qui revient àfaire ℓ0 → iℓ0. On pose don
 ℓ0 = iℓ0E (ave
 ℓ0E variantsur ] − ∞,+∞[). Le quadrive
teur ℓE = (ℓ0E,
~ℓE = ~ℓ)est don
 maintenant une impulsion eu
lidienne, ave


ℓ2 = −ℓ2E . Cette rotation de l'axe d'intégration ne ren-
ontre pas les p�les des propagateurs dé�nis suivant lapres
ription de Feynman. En outre, l'intégrale tend verszéro le long des deux quarts de 
er
le de rayons in�-nis situés dans le premier et dans le troisième quadrant.Par appli
ation immédiate du théorème de Cau
hy, ona don
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p�le

p�le ℓ0

V (p2) = −1

2

∫ 1

0

dx

∫
ddℓE
(2π)d

1

[ℓ2E − x(1 − x)p2 +m2]2

= −1

2

Γ
(
2 − d

2

)

(4π)d/2

∫ 1

0

dx
1

[m2 − x(1 − x)p2]2−d/2Dans la limite ε = d− 4 → 0, 
e résultat devient
V (p2) ∼ − 1

32π2

∫ 1

0

dx

{
2

ε
− γ + ln(4π) − ln[m2 − x(1 − x)p2]

}
. (7.41)
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, d'après la 
ondition (7.40),
δλ =

λ2

2

Γ
(
2 − d

2

)

(4π)d/2

∫ 1

0

dx

(
1

[m2 − x(1 − x)4m2]2−d/2
+

2

(m2)2−d/2

)

→
d→4

λ2

32π2

∫ 1

0

dx

{
6

ε
− 3γ + 3 ln(4π) − ln[m2 − x(1 − x)4m2] − 2 lnm2

}qui est divergent. Notons que la divergen
e logarithmique en ln Λ se manifeste en régularisa-tion dimensionnelle par la présen
e d'un p�le en 1/ε.On obtient don
 �nalement
iM = −iλ− iλ2

32π2

∫ 1

0

[
ln

m2 − x(1 − x)p2

m2 − x(1 − x)4m2
+ ln

m2 − x(1 − x)t

m2
+ ln

m2 − x(1 − x)u

m2

]
dx ,qui est maintenant �nie. L'intégration sur x ne pose pas de di�
ulté parti
ulière. De fa-çon générale, pour des diagrammes à plusieurs bou
les, 
ette dernière étape 
onsistant àintégrer su

essivement sur plusieurs paramètres de Feynman (un par bou
le) est la plusdi�
ile te
hniquement. Elle né
essite d'utiliser des te
hniques de manipulation de fon
tionsspé
iales assez sophistiquées (les fon
tions que l'on obtient typiquement sont des fon
tionshypergéométriques).7.3.2 Cal
ul de δZ et δmNotons 
omme en (6.5)
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type 1type 2
p�le

≡ −iM2(p2) la somme de toutes les 
ontributions 1-PIau propagateur. En suivant la même démar
he qu'en (6.6), on 
onstate que le propagateur
omplet peut s'é
rire 
omme une série géométrique de raison −iM2(p2) :
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+ · · ·

i
p2−m2

i
p2−m2 (−iM2) i

p2−m2
i

p2−m2 (−iM2) i
p2−m2 (−iM2) i

p2−m2

=
i

p2 −m2 −M2(p2)
. (7.42)On notera que l'équation (7.42) fait intervenir la masse physique m, 
ontrairement au déve-loppement (6.6) qui faisait intervenir la masse nue m0. Ce
i vient du fait que nous travaillonsi
i en théorie des perturbations renormalisée.Condition de renormalisation :On demande, en suivant (7.36), que
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i

p2 −m2
+ termes réguliers en p2 = m2 ,
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e qui 
onduit aux deux relations
M2(p2)

∣∣
p2=m2 = 0 (7.43)

d

dp2
M2(p2)

∣∣∣∣
p2=m2

= 0 (7.44)Ces équations sont les analogues des 
onditions (6.9) et (6.11) que nous avions obtenues dansle language de la théorie des perturbations nue.A une bou
le, les 
ontributions 1-parti
ule irrédu
tibles au propagateur s'é
rivent
−iM2(p2) =
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p�le

= −iλ1

2

∫
ddk

(2π)d

i

k2 −m2
+ i
(
p2δZ − δm

)

= −i λ
2

1

(4π)d/2

Γ
(
1 − d

2

)

(m2)1−d/2

︸ ︷︷ ︸
+i
(
p2δZ − δm

) (7.45)indépendant de p2 (7.46)Les 
onditions de renormalisation (7.43) et (7.44) s'é
rivent don





δz = 0

δm = − λ

2(4π)d/2

Γ
(
1 − d

2

)

(m2)1−d/2

,d'où l'on déduit que M2(p2) = 0 pour toute valeur de p2.Remarque:Pour un lagrangien ave
 un terme d'intera
tion : λ
4!
φ4 :, la 
ontribution
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de typetad-pole ne peut apparaître puisque les 
ontra
tions à l'intérieur de : φ4 : sont interdites(d'après le théorème de Wi
k).Il ne reste don
 dans le développement (7.45) que le terme i(p2δZ − δm), et il est alorsimmédiat que δZ = δm = 0 est la seule solution des 
onditions de renormalisation, 
e quidonne en
ore M(p2) = 0.Le rempla
ement φ4 ↔: φ4 : revient don
 juste à dé
aler par une 
onstante non physiquela valeur de δm.A l'ordre 2 bou
les, M2(p2) et δZ sont non nuls. On trouvera le 
al
ul expli
ite des
ontributions 
orrespondantes dans Peskin. La stru
ture du résultat est la suivante :
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ontient δλ à l'ordre λ, déjà 
al-
ulé lors du 
al
ul à une bou
le.Il 
ompense la divergen
e UV dupremier diagramme quand l'im-pulsion d'une des bou
les estgrande et l'autre petite

p2δZ − m qu'il faut �xer àl'ordre λ2 en imposant qu'il
ompense la divergen
e du pre-mier diagramme quand les impul-sions des 2 bou
les sont grandes7.4 Renormalisation de QED7.4.1 Théorie des perturbations renormaliséeOn suit la méthode des perturbations renormalisée. Partons du lagrangien nu
L = −1

4
(Fµν)

2 + ψ̄ (i/∂ −m0)ψ − e0ψ̄γ
µψAµ .En théorie des perturbation nue, la stru
ture des propagateurs 
omplet doit être du type

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

p

type 1type 2p�le
=

iZ2/p−m
+ · · ·
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νq
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= −iZ3gµν

q2
+ · · ·par extension immédiate des résultats du 
hapitre 6.La formulation renormalisée de la théorie des perturbations né
essite en premier lieu derenormaliser les 
hamps

ψ =
√
Z2 ψR

Aµ =
√
Z3 A

µ
R

(7.47)
L = −1

4
Z3 (F µν

R )2 + Z2ψ̄R (i/∂ −m0)ψR − e0Z2Z
1/2
3 ψ̄Rγ

µψRARµ

e, la 
harge éle
trique statique (qui 
orrespond don
 à ∆t → ∞ soit q0 = 0) mesurée àgrandes distan
es (i.e. q = 0), est introduite en posant
e0Z2Z

1/2
3 = eZ1 . (7.48)On é
rit alors

L = −1
4
(F µν

R )
2
+ ψ̄R (i/∂ −m)ψR − eψ̄Rγ

µψRARµ

−1
4
δ3 (F µν

R )
2
+ ψ̄R (iδ2/∂ − δm)ψR − eδ1ψ̄Rγ

µψRARµave
  δ3 = Z3 − 1, δ2 = Z2 − 1

δm = Z2m0 −m, δ1 = Z1 − 1 =
e0
e
Z2Z

1/2
3 − 1

(7.49)
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ompte du terme de �xation de jauge, on obtient les règles de Feynman suivantes,dans la jauge de Feynman :
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(7.50)
Le 
ontre-terme du propagateur du photon 
i-dessus s'obtient aisément par intégration parpartie du terme −1

4
(F µν

R )
2
.Notations :
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ν

q
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= iΠµν
R (q) = i

(
gµνq2 − qµqν

)
ΠR(q2) (7.51)
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= −iΣR(/p) (7.52)
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p p′

q
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= −ieΓµ
R(p′, p) (7.53)Il faut 
al
uler 
es trois amplitudes qui sont logarithmiquement divergentes à l'aide de lathéorie des perturbations renormalisée dé�nie plus haut (d'après 
e que nous avons vu lorsde l'étude des diagrammes primitivement divergent, 
e sont les seules amplitudes à étudier).Nous avons muni 
es expressions d'un indi
e R pour insister sur le fait que 
es quantités sont
al
ulées dans la théorie des perturbations renormalisées, i.e. ave
 les règles (7.50).
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onditions de renormalisation usuelles utilisée en QED sont les 
onditions dites sur-
ou
he (et statique pour la 
harge) :
ΣR(/p = m) = 0 (1)

d

d/pΣR(/p)∣∣∣∣/p=m

= 0 (2)

ΠR(q2 = 0) = 0 (3)

−ieΓµ
R(q = p′ − p = 0) = −ieγµ (4)

(7.54)
Ces 
onditions sont dites sur 
ou
he : on impose que le propagateur de l'éle
tron sur sa
ou
he de masse soit identique à son propagateur libre (
onditions (7.54-1) et (7.54-2), demême pour le photon (
ondition (7.54-3)). La 
harge est renormalisée en dé�nissant la 
hargeéle
trique par sa valeur statique (
ondition (7.54-4)).Il est utile de relier 
es 
onditions de renormalisation sur les quantités renormalisées à
elles sur les quantités nues. Les quantités une parti
ule-irrédu
tibles renormalisées et nuessont reliées par les relations/p−m− ΣR(/p) = Z2 (/p−m0 − Σ(/p)) , (7.55)

1 − ΠR(q2) = Z3 (1 − Π(q2)) , (7.56)
Γµ

R(p′, p) ≡ Z1 Γµ(p′, p) , (7.57)la dernière de 
es relations étant une relation qui dé�nit Z1. On en déduit les 
onditions derenormalisation pour les quantités nues :
Σ(/p = m) = m−m0 , (7.58)

d

d/pΣ(/p)∣∣∣∣/p=m

= 1 − Z−1
2 , (7.59)

Z3 =
1

1 − Π(0)
, (7.60)

Γµ(p, p) = Z−1
1 γµ . (7.61)Remarques:

• Il est important de véri�er que la dé�nition (7.57) de Z1 est bien en a

ord ave
 le 
hoix dedé�nition (7.48) pour la 
harge éle
trique physique (i.e. renormalisée) e. En e�et, la relationentre les fon
tions de 
orrélation nue et renormalisée une parti
ule-irrédu
tibles entre deux
hamps fermioniques et un 
hamp photonique s'é
rit :
< Ω|Ψ̄R A

µ
R ΨR|Ω >1PI= Z2 Z

+1/2
3 < Ω|Ψ̄Aµ Ψ|Ω >1PI . (7.62)On notera le signe des exposants, qui vient de l'amputation. En 
ombinant 
ette relation ave
la dé�nition (7.53), on en déduit que

−i eΓµ
R(p′, p) = Z2 Z

+1/2
3 (−i e0) Γµ(p′, p) , (7.63)
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e à la dé�nition (7.57),
eZ1 = Z2 Z

+1/2
3 e0 (7.64)qui est bien identique à (7.48).

• Les 
onditions de renormalisation (7.54) ne sont pas uniques, et le fait de faire un autre
hoix de 
onditions de renormalisations ne doit pas a�e
ter les résultats physique. Cetteobservation est à la base du groupe de renormalisation qui sera dis
uté dans un 
hapitreultérieur.7.4.3 Renormalisation de QED à une bou
leNous donnons 
i-dessous le résultat des 
al
uls en régularisation dimensionnelle, aprèsintrodu
tion d'un régulateur µ pour les divergen
es IR (voir détail des 
al
uls dans Le Bella
p. 504 ; on trouvera la méthode de Pauli-Villars dans Itzykson-Zuber p. 318). La méthodede la régularisation dimensionnelle est détaillée dans la partie 7.5.1 et en suivant la méthodeexpli
itée pour le 
as de la théorie s
alaire dans la partie 7.3, le 
al
ul ne pose pas de di�-
ultés parti
ulières, même s'il est assez long. On pose ε = 4 − d.La 
ontribution du diagramme de self-énergie de l'éle
tron à une bou
le vaut
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︸

type 1type 2
p�le

−iΣ2(p) = −i e2

(4π)d/2

∫ 1

0

dx
Γ
(
2 − d

2

)
((4 − ε)m− (2 − ε)x/p)

[(1 − x)m2 + xµ2 − x(1 − x)p2]2−d/2(7.65)Elle possède 
omme prévu un p�le en 1/ε. L'appli
ation des 
onditions de renormalisation(7.54(1)) et (7.54(2)) �xe la valeur du 
ontre-terme du propagateur de l'éle
tron : (7.54(1))s'é
rit
δm −mδ2 = −Σ2(m) = − e2m

(4π)d/2

∫ 1

0

dx
Γ
(
2 − d

2

)
((4 − 2x− ε(1 − x))

[(1 − x)2m2 + xµ2]2−d/2
(7.66)et (7.54(2)) 
onduit à

δ2 =
d

d/pΣ2(/p)∣∣∣∣/p=m

= − e2

(4π)d/2

∫ 1

0

dx
Γ
(
2 − d

2

)

[(1 − x)2m2 + xµ2]2−d/2

×
[
(2 − ε)x− ε

2

2x(1 − x)m2

(1 − x)2m2 + xµ2
(4 − 2x− ε(1 − x))

] (7.67)Notons que dans l'équation pré
édente, seul le premier terme dans le 
ro
het donne une
ontribution divergente, 
ar le se
ond terme 
ontient un fa
teur ε qui 
ompense le p�le de lafon
tion Γ
(
2 − d

2

)
= Γ(ε).La 
ontribution du diagramme de self-énergie du photon à une bou
le vaut

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

Π2(q
2) = − e2

(4π)d/2

∫ 1

0

dx
Γ
(
2 − d

2

)

(m2 − x(1 − x)q2)2−d/2
· 8x(1 − x) (7.68)
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ondition de renormalisation (7.54(3)) impose que
δ3 = Π2(0) , (7.69)soit

δ3 = − e2

(4π)d/2

∫ 1

0

dx
Γ
(
2 − d

2

)

(m2)2−d/2
· 8x(1 − x) . (7.70)La 
ontribution à la fon
tion de vertex amputée à une bou
le, exprimée 
omme une
orre
tion au fa
teur de forme suivant δΓµ = γµδF1(q

2) (voir 
hapitre 6 pour une dis
ussion
on
ernant 
e fa
teur de forme), vaut

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

δF1(q
2) =

e2

(4π)d/2

∫
dx dy dz δ(x+ y + z − 1)

×
[

Γ
(
2 − d

2

)

∆2−d/2

(2 − ε)2

2
+

Γ
(
3 − d

2

)

∆3−d/2

(q2[2(1 − x)(1 − y) − εxy] +m2[2(1 − 4z + z2) − ε(1 − z)2])
](7.71)ave
 ∆ = (1 − z)2m2 + zµ2 − xyq2.On tire de la 
ondition de renormalisation de la fon
tion de vertex (7.54(4))

δ1 = −δF1(0) = − e2

(4π)d/2

∫
dz(1 − z)

[
Γ
(
2 − d

2

)

((1 − z)2m2 + zµ2)2−d/2

(2 − ε)2

2
+

Γ
(
3 − d

2

)

((1 − z)2m2 + zµ2)3−d/2

[
2(1 − 4z + z2) − ε(1 − z)2

]
m2
]
. (7.72)On notera la présen
e du fa
teur (1 − z) lorsque l'on passe de (7.71) à (7.72). Il apparaîtlorsque l'on intègre sur x et y, à 
ause du fait que x, y et z varient entre 0 et 1, d'où laprésen
e d'un fon
tion θ(1 − y − z) lorsque l'on intègre la relation (7.71) par rapport à x).L'intégrale de 
ette fon
tion θ par rapport à y 
onduit à 
e fa
teur.En intégrant par partie par rapport à z, on peut montrer que δ1 = δ2, i.e. Z1 = Z2.En parti
ulier, on peut véri�er expli
itement que les parties logarithmiquement divergentes(p�les en 1/ǫ) de −iΣ2 (
f. (7.65)) et de δΓµ (
f. (7.71)) véri�ent bien la relation (7.14)attendue.La relation Z1 = Z2 obtenue i
i à une bou
le est valable à tous les ordres, 
omme 
onsé-quen
e des identités de Ward, dis
utées en détail dans le 
hapitre 9. En 
onséquen
e le lienentre la 
harge renormalisée et la 
harge nue e =
Z2

Z1

√
Z3 e0 se simpli�e en

e =
√
Z3 e0 . (7.73)Cette relation est remarquable, et propre à QED : le 
ouplage physique est relié au 
ouplagenu uniquement par les 
orre
tions radiatives au propagateur du photon. Ce n'est pas le 
aspour les théories de jauge non-abéliennes, par exemple pour QCD pour laquelle le lien entrele 
ouplage physique de 
ouleur entre quark et gluon fait également intervenir les 
orre
tionsradiatives à la fon
tion de vertex quark-gluon et au propagateur du quark.



114 CHAPITRE 7. RENORMALISATION7.5 Méthodes de 
al
ul des diagrammes en bou
les7.5.1 Régularisation dimensionnelleCette méthode très puissante est due à 't Hooft et Veltmann. Elle est adaptée aux théoriesde jauge, 
ar elle ne brise pas l'invarian
e de jauge (te
hniquement, 
e
i vient du fait qu'elleest 
ompatible ave
 les translations dans les 
hangements de variables d'intégration). C'estl'un des outils fondamentaux dans les 
al
uls modernes perturbatifs en théorie des 
hamps.Prin
ipe :On 
al
ule un diagramme de Feynman 
omme une fon
tion analytique de la dimension
d d'espa
e temps. Pour d assez petit, les intégrales deviennent 
onvergentes UV. Ensuite,lorsque l'on passe à la limite d → 4, les expressions �nales des quantités physiques sont�nies, en raison de la renormalisabilité de la théorie. La même méthode de régularisation estappli
able pour traiter les problèmes de divergen
e IR.Plusieurs 
onventions sont possibles (voir par exemple Itzykson-Zuber page 377). Voi
iun ensemble 
ohérent de 
onventions :MétriqueOn utilise la métrique gµν = (+,−, · · ·−) .Par dé�nition gµν , est la matri
e inverse de gµν . La tra
e de la matri
e 1l étant égale à d,on a don


gµνgµν = gµ
µ = d. (7.74)Cette relation est utile pour ramener une intégrale dont le numérateur possède une stru
turetensorielle à une intégrale s
alaire : ainsi

∫
ddk

(2π)d
f(k2)kµkν =

gµν

d

∫
ddk

(2π)d
k2f(k2) . (7.75)Algèbre de Cli�ord pour l'espa
e des matri
es γ

{γµ, γν} = 2gµν , (7.76)d'où l'on tire, d'après (7.74),
gµν (γµγν + γνγµ) = γνγ

ν + γνγν = 2γνγν

= 2dsoit
γµγ

µ = d . (7.77)De même γµγνγµ = −γµγµγ
ν + 2γµgν

µ (en anti
ommutant γν et γµ) soit
γµγνγµ = (2 − d)γν . (7.78)
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γµγνγργµ = −γµγνγµγ

ρ + 2γργν = (−2 + d)γνγρ + 2γργν .En réé
rivant le dernier terme de la somme pré
édente 
omme −2γνγρ + 4gρν, on obtientdon

γµγνγργµ = (d− 4)γνγρ + 4gνρ . (7.79)En�n

γµγνγργσγµ = −γµγνγργµγ
σ + 2γσγνγρ = −(d− 4)γνγργσ − 4gνργσ + 2γσγνγρ ,qui s'é
rit en
ore, en anti
ommutant γν et γρ dans le dernier terme de l'équation pré
édentequi devient −2γσγργν + 4γσgνρ,

γµγνγργσγµ = −(d− 4)γνγργσ − 2γσγργν . (7.80)Cal
ul des tra
es :Si l'on impose que
Tr 1l = 4 (7.81)(d'autres 
hoix seraient possibles), alors, d'après (7.76),

Tr γµγν = 4gµν . (7.82)Remarque:
γ5 ne peut être 
onstruite de manière non ambiguë en dimension arbitraire. En pratique, le
hoix

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (7.83)en dimension d 
onduit à
{γ5, γ

µ} = 0 pour µ = 0, 1, 2, 3

[γ5, γ
µ] = 0 pour les d− 4 autres dimensions. (7.84)C'est une pres
ription su�sante lorsque la théorie ne présente pas d'anomalie. Elle permetégalement de traiter 
orre
tement les théories des 
hamps ave
 anomalie axiale (voir parexemple Peskin Chap.19).Mesure d'intégration (intégrales eu
lidiennes et minkowskiennes)Examinons le 
al
ul de l'intégrale d'une fon
tion que l'on supposera s
alaire. Le 
al
uldes intégrales tensorielles se ramène à 
elui des intégrales s
alaires en utilisant des proje
-teurs adéquats (voir l'exemple de (7.75)). L'étape suivante 
onsiste à ramener le 
al
ul d'uneintégrale minkowskienne à 
elui d'une intégrale eu
lidienne par rotation de Wi
k :
∫

ddkM

(2π)d
f(k2

M) = i

∫
ddkE

(2π)d
f(−k2

E) . (7.85)



116 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONDans la suite, nous examinons le 
al
ul d'une intégrale eu
lidienne, de forme générique
∫

ddk

(2π)d
f(k2) . (7.86)On prendra don
 garde de ne pas oublier le fa
teur +i si l'on utilise les résultats qui suiventpour 
al
uler une intégrale minkowskienne.Le problème pratique qui se pose est d'évaluer la partie angulaire de l'élément d'intégrationde (7.86). La généralisation des 
oordonnées sphérique permet d'é
rire

∫
ddk

(2π)d
f(k2) =

Sd

(2π)d

∫ ∞

0

dk kd−1 f(k2)où Sd =
∫
dΩd est la surfa
e de la sphère unité Sd−1 plongée i
i dans un espa
e de dimension

d. On prendra garde aux notations, qui sont standards.Exemples:
S1 = 
er
le que l'on plonge dans IR2

S2 = sphère que l'on plonge dans IR3

S3 = sphère que l'on plonge dans IR4.Alors
Sd =

2πd/2

Γ(d/2)
. (7.87)En parti
ulier,

d Γ
(

d
2

)
Sd1 √

π 22 1 2π3 √
π

2
4π4 1 2π2Preuve de (7.87) :Partant de l'intégrale gaussienne bien 
onnue, nous pouvons é
rire

(∫ +∞

−∞
e−x2

dx

)d

= πd/2 =

∫ +∞

−∞
dx1 · · · dxd e

−(x2
1+···+x2

d
) =

∫
dd~x e−~x2

= Sd

∫ ∞

0

rd−1e−r2

dr =
1

2
Sd

∫ ∞

0

ρ
d
2
−1e−ρdρ =

1

2
Sd Γ

(
d

2

)où l'on a posé ρ = r2.Développement utile
εΓ(ε) = Γ(1 + ε) = Γ(1) [1 + εψ(1) + · · · ]
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 ψ(1) = −γE , où γE est la 
onstante d'Euler, et
ψ(z) ≡ Γ′(z)

Γ(z)
.7.5.2 Méthode des paramètres de FeynmanCette méthode permet d'évaluer de manière systématique les intégrales sur les impulsionsqui apparaissent en théorie des 
hamps. L'idée est de grouper l'ensemble des produits depropagateurs d'une expression en un seul terme. Elle fut développée séparément par Feynmanet S
hwinger.Exemple simpleSupposons que l'on 
her
he à évaluer le diagramme 
i-
ontreen théorie φ4 .

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

q

type 1type 2
p1

p2

p�le
p + q

p = p1 + p2Ce diagramme s'é
rit
A =

∫
ddq

(2π)d

1

q2(p+ q)2
.A�n de regrouper les deux propagateurs, nous allons utiliser la relation

1

AB
=

∫ 1

0

dx

(Ax+B(1 − x))2
.Preuve:

∫ 1

0

dx

[Ax+B(1 − x)]2
=

∫ 1

0

dx

[(A−B)x+B]2
=

−1

(A− B)x+B

∣∣∣∣
1

0

· 1

A− B
=

1

AB
.Ce
i permet d'é
rire

∫
ddq

(2π)d

1

q2(p+ q)2
=

∫ 1

0

dx

∫
ddq

(2π)d

1

[x(p + q)2 + (1 − x)q2]2
.On 
omplète à présent le 
arré a�n que le dénominateur soit de la forme [ℓ2 + cste]2 :

x(p+ q)2 + (1 − x)q2 = (q + xp)2 + x(1 − x)p2et l'on pose naturellement ℓ = q + xp , 
e qui permet d'intégrer par rapport à q, puisque
ddq = ddℓ. Notons qu'il est essentiel en parti
ulier en régularisation dimensionnelle que lespres
riptions dé�nissant l'intégration respe
tent l'invarian
e par translation. Il reste à évaluer

A =

∫ 1

0

dx

∫
ddℓ

(2π)d

1

[ℓ2 + x(1 − x)p2]2
.



118 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONL'intégrand possède une symétrie sphérique par rapport à ℓ, don
 l'intégrale est fa
ile à
al
uler, à 
ondition d'avoir e�e
tué la rotation de Wi
k ℓ0 → iℓ0E pour que l'intégrale soiteu
lidienne. L'intégrale di�
ile à 
al
uler est 
elle par rapport à x. Dans le 
as présent, ellese ramène à une intégrale de type fon
tion B d'Euler (voir la relation (7.91) pour le résultatgénéral 
on
ernant 
e type d'intégrale).Méthode généraleLa méthode repose sur l'identité
1

Aα1
1 · · ·Aαn

n

=
Γ(α1 + · · ·+ αn)

Γ(α1) · · ·Γ(αn)

∫ 1

0

dx1 · · · dxn δ

(
1 −

n∑
1

xi

)
xα1−1

1 · · ·xαn−1
n

[A1x1 + · · ·Anxn]α1+···αn
. (7.88)Les αi sont des nombres arbitraires, réels ou 
omplexes. En régularisation dimensionnelle,

α1 · · ·αn sont en général non entiers. Les n variables d'intégration xi sont appelés paramètresde Feynman.Preuve:
1

Aα
=

1

Γ(α)

∫ ∞

0

e−tA tα−1dt 
ar Γ(y) =

∫ ∞

0

e−tty−1dt . (7.89)don

1

Aα1
1 · · ·Aαn

n

=
1

Γ(α1) · · ·Γ(αn)

∫ ∞

0

e−(t1A1+···+tnAn) tα1−1
1 · · · tαn−1

n dt1 · · · dtn .On insère ∫ ∞

0

dλ δ(λ− t1 − · · · − tn) = 1 ,et on e�e
tue le 
hangement de variables




t1 = λx1...
tn = λxn .Alors

1

Aα1
1 · · ·Aαn

n

=
1

Γ(α1) · · ·Γ(αn)

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

dx1 · · · dxn λ
α1+···+αn−1xα1−1

1 · · ·xαn−1
n

× δ

(
1 −

n∑

1

xi

)
e−λ[x1A1+···+xnAn] .
ar

δ(λ− λ x1 − · · · − λ xn) =
1

λ
δ(1 − x1 − · · · − xn) .
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e qui donne le terme
Γ(α1 + · · ·+ αn)

(A1x1 + · · · + Anxn)α1+···+αnd'après (7.89). A 
ause de la 
ontrainte 1−
n∑
1

xi = 0, on peut ensuite ramener les intégralessur xi entre 0 et 1, 
e qui a
hève la preuve.On prendra garde à l'utilisation pratique de (7.88) : à 
ause des 
onditions 0 ≤ xi ≤ 1,l'intégration sur l'une des variables xi, par exemple xk, pour la faire disparaître à l'aide de ladistribution de Dira
 δ(1 −∑ xi) introduit une fon
tion
θ

(
1 −

k−1∑

i=1

xi −
n∑

i=k+1

xi

)qu'il ne faut pas oublier.Quelques 
as parti
uliers utilesDans le 
as parti
ulier de (7.88) 
orrespondant à n = 2,

1

AαBβ
=

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

dx xα−1(1 − x)β−1

[xA + (1 − x)B]α+βd'où l'on déduit
∫

ddk

(2π)d

(k2)
a

(k2 − C)b
= i

(
1

4π

) d
2

(−1)b−aCa−b+ d
2
Γ
(
a+ d

2

)
Γ
(
b− a− d

2

)

Γ
(

d
2

)
Γ(b)

, (7.90)où le fa
teur i est dû à la rotation de Wi
k. En parti
ulier,
∫

ddk

(2π)d

1

(k2 − C)a
= i

(
1

4π

) d
2

(−1)aC−a+ d
2

Γ
(
a− d

2

)

Γ(a)
. (7.91)Le résultat (7.90) s'établit aisément à l'aide de la représentation intégrale de la fon
tion Bd'Euler : ∫ 1

0

dx xα−1(1 − x)β−1 ≡ B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)ave

Γ(1 + x) = xΓ(x) .7.5.3 Lien entre régularisation dimensionnelle et régularisation ave

oupureDans le 
al
ul des intégrales divergentes UV, il est possible dans de nombreux 
as d'utiliserune 
oupure expli
ite (notée Λ), lorsque 
ette 
oupure ne brise au
une symétrie. C'est le 
aspar exemple de la théorie φ4, qui n'est pas une théorie de jauge. La question naturelle est don




120 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONde relier la divergen
e logarithmique en ln Λ de 
ette méthode au p�le en 1/ǫ qui apparaît enrégularisation dimensionnelle.Un exemple générique est donné par l'intégrale 
orrespondant au diagramme de la page117, dans la limite où l'impulsion dans la voie s est nulle.Nous souhaitons don
 
al
uler
∫

ddk

(2π)d

1

k4
=

2πd/2

(2π)d

i

Γ(d/2)

∫ Λ

dk
kd−1

k4
. (7.92)Cette intégrale est à la fois divergente dans l'UV et dans l'IR.Intégrale ave
 
oupure expli
ite IRUne première façon de traiter 
ette intégrale est de la 
ouper dans l'IR, en 
onsidérantplut�t

A =
2πd/2

(2π)d

i

Γ(d/2)

∫ Λ

ρ

dk
kd−1

k4
, (7.93)où ρ > 0.Méthode ave
 
oupure UV :On 
al
ule en dimension 4, ave
 une 
oupure Λ :

A =
i

8π2

∫ Λ

ρ

dk

k
=

i

8π2
(ln Λ − ln ρ) ∼ i

8π2
ln Λ . (7.94)Notons que 
ette méthode 
orrespond à l'ordre des limites limΛ→∞[limǫ→0A].Méthode ave
 régularisation dimensionnelle :Elle 
orrespond 
ette fois à 
onsidérer l'ordre des limites limǫ→0[limΛ→∞A]. On 
al
ule ene�et 
ette fois en dimension d = 4 − ǫ, sans 
oupure UV, 
e qui s'é
rit

A =
i

8π2

∫ Λ

ρ

dk

kǫ+1
=

i

8π2

(
−1

ǫ
Λ−ǫ +

1

ǫ
ρ−ǫ

)
, (7.95)que l'on doit 
al
uler dans la limite Λ → ∞ à ǫ �xé. Le premier terme tend vers 0. Ne restedon
 que

i

8π2

1

ǫ
ρ−ǫ ,que l'on peut maintenant développer dans la limite ǫ→ 0, 
e qui donne �nalement

A =
i

8π2

1

ǫ
. (7.96)On 
onstate don
 expli
itement sur 
e 
al
ul, en 
omparant (7.96) et (7.94), qu'à une diver-gen
e logarithmique lnΛ 
orrespond un p�le 1/ǫ.
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 régulateur expli
ite dans l'IROn peut introduire un régulateur expli
ite dans l'infrarouge en 
onsidérant
B =

2πd/2

(2π)d

i

Γ(d/2)

∫ Λ

ρ

dk
kd−1

(k2 + ∆)2
, (7.97)ave
 ∆ > 0 (
e régulateur joue le r�le d'une masse).Un 
al
ul expli
ite (le faire !) permet d'obtenir des résultats identiques à (7.96) et (7.94).Résultat spé
i�que dans le 
adre de la régularisation dimensionnelleDans l'appro
he ave
 
oupure expli
ite IR et régularisation dimensionnelle, nous avonssoigneusement évité la dis
ussion de la divergen
e IR de l'intégrale (7.93). En fait, en ré-gularisation dimensionnelle, 
ette intégrale est nulle. Nous allons plus généralement montrerque

∫
ddk

(2π)d

1

(−k2)α
= 0 avec α > 0 . (7.98)Preuve:La rotation de Wi
k permet d'é
rire

∫
ddk

(2π)d

1

(−k2)α
=

2πd/2

(2π)d

i

Γ(d/2)

∫ Λ→∞

ρ→0

dk
kd−1

(k2)α
. (7.99)Pour aller plus loin, on introduit une 
oupure arbitraire c (ρ < c < Λ) pour séparer le se
teurUV du se
teur IR, et on é
rit don


∫ Λ

ρ

dk
kd−1

(k2)α
=

∫ c

ρ

dk kd−2α−1 +

∫ Λ

c

dk kd−2α−1 . (7.100)Traitons séparemment les deux intégrales pré
édentes, qui 
onvergent en dimension d > 2αpour la première, et d < 2α pour la se
onde. On pose don
 d = 2α − ǫIR dans la premièreintégrale, et d = 2α − ǫUV dans la se
onde. Bien sûr, à la �n du 
al
ul, nous devrons faire
ǫIR = ǫUV puisque le 
al
ul est e�e
tué dans une dimension donnée d'espa
e-temps ! Pourassurer la 
onvergen
e de 
ha
une des intégrales prises séparément, nous devons pour lemoment 
hoisir ǫIR < 0 et ǫUV > 0. Nous obtenons don


∫ Λ

ρ

dk
kd−1

(k2)α
=

∫ c

ρ

dk k−1−ǫIR +

∫ Λ

c

dk k−1−ǫUV (7.101)
=

(
− 1

ǫIR
c−ǫIR +

1

ǫIR
ρ−ǫIR

)
+

(
− 1

ǫUV
Λ−ǫUV +

1

ǫUV
c−ǫUV

)qui se simpli�e, dans la limite ρ→ 0 et Λ → ∞, en
∫ Λ

ρ

dk
kd−1

(k2)α
= − 1

ǫIR
c−ǫIR +

1

ǫUV
c−ǫUV . (7.102)



122 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONCette expression possède un p�le en ǫIR = ǫUV = 0 puisqu'elle se réduit, dans la limite
ǫIR → 0 et ǫUV → 0, à ∫ Λ

ρ

dk
kd−1

(k2)α
∼ − 1

ǫIR
+

1

ǫUV
. (7.103)Puisque nous n'avons ren
ontré que des p�les, nous pouvons utiliser l'expression (7.102)pour dé�nir par prolongement analytique le résultat de l'intégrale dont nous sommes partis.Les 
ontraintes ǫIR < 0 et ǫUV > 0 peuvent don
 être oubliées (
'est le prin
ipe d'une
ontinuation), et l'on peut maintenant faire l'identi�
ation ǫIR = ǫUV = ǫ, d'où l'on déduitd'après (7.102) que l'intégrale dont nous sommes partis est nulle.7.6 Renormalisation de la 
harge éle
trique
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Nous allons revenir sur la renormalisation du 
ouplage éle
tron-photon,déjà étudiée dans le 
hapitre 6 et dans la partie 7.4 de 
e 
hapitre. Consi-dérons l'intera
tion d'un éle
tron ave
 une 
ible lourde (ion lourd parexemple). Le terme de Born 
orrespond à l'é
hange d'un photon entre l'éle
-tron et la 
ible, illustré par le diagramme 
i-
ontre. Les 
orre
tions à l'ordre
α font intervenir quatre types de diagrammes :En premier lieu, les diagrammes de Bremsstrahlung, 
orrespondant à l'émission d'unphoton par l'éle
tron dévié par la 
ible, et illustrés 
i-dessous.
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Deuxièmement, les diagrammes 
orrespondant aux 
orre
tions radiatives virtuelles despropagateurs des éle
trons, illustrés 
i-dessous.
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Troisièmement, le diagramme de 
orre
tion radiative du vertex éle
tron-photon, illustré 
i-
ontre.
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Ces deux derniers types de diagrammes sont divergents à la fois dans l'in-frarouge et dans l'ultraviolet. Les divergen
es infrarouges proviennent dufait que les photons sont de masse nulle. L'émission d'un photon mou (i.e.de quadri-impulsion négligeable devant les autres impulsions), réelle pourles diagrammes de type Bremsstrahlung, ou virtuelle pour les deux 
lassespré
édentes, ne 
oûte rien en énergie. Ces divergen
es peuvent être régu-larisées termes à termes en donnant une masse �
tive µ au photon. Ellesdisparaissent dès que l'on 
onsidère une observable physique raisonnable,i.e. qui est toujours en partie in
lusive. On sait bien en e�et qu'un déte
teur n'a jamais unerésolution parfaite en énergie. Dans la réalité, les diagrammes de la première 
lasse (
ontri-bution inélastique) et des deux 
lasses pré
édentes doivent être pris en 
ompte ensemble. La
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tion e�
a
e élastique et de la se
tion e�
a
e inélastique devient alors �nie.Ce
i s'étend au 
as de QCD. Dans 
e 
ours, nous ne dis
uterons pas de façon générale leproblème des singularités infrarouges en QED et en QCD.
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En�n, nous devons prendre en 
ompte les 
orre
tions dues aux paires vir-tuelles éle
tron-positron, 
orrespondant au diagramme 
i-
ontre. Le 
ouplageéle
tron-photon est modi�é par les 
orre
tions radiatives, par les 
orre
tions duvertex, du propagateur de l'éle
tron, et du propagateur du photon. Cependant,grâ
e à l'identité de Ward Z1 = Z2, , nous savons que les 
orre
tions du vertexet du propagateur de l'éle
tron se 
ompensent à tous les ordres, et que seull'habillage du propagateur du photon par les 
orre
tions radiative modi�e 
e
ouplage, suivant la relation (7.73)
e =

√
Z3 e0 .En notant

α0 =
e20
4π

et α =
e2

4π
(7.104)les 
onstantes de stru
ture �ne nue et physique, on a don


αeff. ≡ α = α0 Z3 =
α0

1 − Π(0)
, (7.105)d'après la stru
ture (7.15) du diagramme iΠµν(q2) de polarisation du vide du photon et la
ondition de renormalisation qui dé�nit le 
ouplage physique de l'éle
tron, les divergen
esultra-violettes de Z3 étant absorbées dans α0. Cependant, 
ette relation n'épuise pas l'infor-mation 
ontenue dans le fait que les 
orre
tions radiatives au 
ouplage entre les deux 
hargessont dues à l'habillage du propagateur du photon. En e�et, pour une impulsion q é
hangéequel
onque, on montre (voir 
hapitre 9), que le propagateur 
omplet du photon s'é
rit, enjauge 
ovariante

Gµν(q) =
−i

q2 + iε

[
T µν

1 − Π(q2)
+ ξLµν

]
. (7.106)Le terme Lµν ne 
ontribue pas lorsque l'on 
al
ule un élément de matri
e S, à 
ause del'identité de Ward qµMµ = 0 (voir 
hapitre 9) valable lorsque les fermions externes sont sur
ou
he, 
e qui est le 
as pour un élément de matri
e S.Si l'on e�e
tue le 
al
ul en théorie des perturbations nue, l'e�et de la polarisation du videest don
 en pratique de rempla
er le propagateur 
omplet du photon par

−igµν

q2

1

1 − Π(q2)
e qui signi�e que la 
onstante de stru
ture �ne α doit être rempla
ée par
αeff.(q

2) =
e20
4π

1

1 − Π(q2)
=
e2

4π

1

Z3(1 − Π(q2))
. (7.107)En théorie des perturbation renormalisée, en in
luant l'ensemble des 
ontributions (i.e. y
ompris les 
ontre-termes) dans la dé�nition de ΠR(q2), 
e
i s'é
rirait

αeff.(q
2) =

e2

4π

1

1 − ΠR(q2)
, (7.108)
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ord ave
 (7.107) puisque
1

1 − ΠR(q2)
=

1

Z3

1

1 − Π(q2)
. (7.109)Quelle que soit la façon dont on formule la renormalisation perturbative de QED, on obtientdon
 bien sûr un résultat identique, qui s'é
rit en
ore

αeff.(q
2) = αeff.(0)

1 − Π(0)

1 − Π(q2)
= α

1 − Π(0)

1 − Π(q2)
. (7.110)Dans la relation pré
édente, numérateur et dénominateur sont séparément divergent dansl'ultraviolet, mais en revan
he leur rapport est �ni. On obtient ainsi une relation entre le
ouplage statique et le 
ouplage pour une virtualité q2 arbitraire.A l'ordre α, 
ette relation peut être rempla
ée par

αeff.(q
2) ≃ α

1

1 − (Π2(q2) − Π2(0))
= α

1

1 − Π̂2(q2)
. (7.111)Nous allons maintenant examiner 
ette relation.7.6.1 Stru
ture analytique de Π̂2D'après la relation (7.68), on a

Π̂2(q
2) = Π2(q

2) − Π2(0) = −2α

π

∫ 1

0

dx x(1 − x) ln
m2

m2 − x(1 − x)q2
(7.112)qui est �nie.Canaux t et u : ils 
orrespondent à q2 < 0, domaine pour lequel Π̂2(q

2) est réel et analytiqued'après la stru
ture de l'argument du logarithme apparaissant dans la relation pré
édente.Canal s : il 
orrespond à q2 > 0. Comme la fon
tion ln a une 
oupure lorsque son argumentdevient négatif, Π̂2(q
2) a une 
oupure pour m2 − x(1 − x)q2 < 0. Or x(1 − x) peut atteindre

1
4
, don
 m2 − x(1 − x)q2 peut devenir négatif si et seulement si m2 − q2

4
≤ 0. Ainsi

Π̂2(q
2) est analytique dans le plan 
omplexe de la variable q2 en dehors de la
oupure q2 ≥ 4m2 
orrespondant au seuil de produ
tion de paires e+e−.Supposons que q2 ≥ 4m2 et examinons la dis
ontinuité de Π̂2(q

2) le long de 
ette 
oupure.Soit
β =

√
1 − 4m2

q2
< 1.Alors

m2 − x(1 − x)q2 = m2 − q2

4
+

(
x− 1

2

)2

q2 =
q2

4

[
4m2

q2
− 1 + 4

(
x− 1

2

)2
]

= q2

(
x−

(
1

2
− 1

2
β

))(
x−

(
1

2
+

1

2
β

))
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 m2 − x(1 − x)2q2 < 0 pour x ∈
[

1
2
− 1

2
β, 1

2
+ 1

2
β
]. En dehors de 
e domaine, ln est réel.Sur 
e domaine, on a

m2

m2 − x(1 − x)(q2 ± iε)
=

m2

m2 − x(1 − x)q2 ∓ iε
=

m2

m2 − x(1 − x)q2
± iεqui est du type −X ± iε ave
 X réel positif. Comme ln(−X ± iε) = ±π, on en déduit

Im Π̂2(q
2 ± iε) =

−2α

π
(±π)

∫ 1
2
+ 1

2
β

1
2
− 1

2
β

dx x(1 − x) = ∓2α

∫ β
2

−β
2

dy

(
1

4
− y2

)

= ∓2α

[
β

4
− 2

3

β3

8

]
= ∓α

2
β

[
1 − β2

3

]
= ∓α

3

√
1 − 4m2

q2

(
1 +

2m2

q2

)
. (7.113)Ce résultat est identique (à un fa
teur multipli
atif près) à la se
tion e�
a
e totale e+e− → ffà l'ordre Born (on suppose que f n'est pas un éle
tron, pour ne pas avoir à 
onsidérer lediagramme ave
 é
hange de photon dans la voie t), par exemple e+e− → µ+µ−. Rappelonsen e�et que la se
tion e�
a
e totale e+e− → µ+µ− vaut

σe+e−→µ+µ−

tot =
4πα2

3 s

√
1 − 4m2

µ

s

[
1 +

2m2
µ

s

]
. (7.114)En e�et, d'après le théorème optique,

2 Im
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=
∑

X

∣∣∣∣∣∣∣
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X

∣∣∣∣∣∣∣

2

relation que nous avons véri�ée i
i à l'ordre dominant en α2 (il est instru
tif de déterminerla 
onstante multipli
ative permettant de relier (7.114) à (7.113)).7.6.2 Interprétation du 
ouplage e�e
tifNous allons à présent interpréter la relation (7.111).Potentiel non relativisteL'élément de matri
e de la di�usion e−(p)Z(P ) → e−(p′)Z(P ′) (où Z est un ion de 
harge
Z|e|) s'é
rit, dans la limite non relativiste où le photon a une énergie négligeable,

iM =
(i|e|)(−i|e|Z)(−i)
−~q 2[1 − Π̂2(q2)]

uσ′
1(p′)γµ u

σ1(p) uσ′
2(P ′)γµ uσ2(P ) .En utilisant l'identité de Gordon, que l'on approxime dans la limite non relativiste, on obtient

uσ′
1(p′)γµ u

σ1(p) uσ′
2(P ′)γµ uσ2(P ) ≃ (p+ p′) · (P ′ + P )

2m 2M
δσ1σ′

1δσ2σ′
2 ≃ δσ1σ′

1δσ2σ′
2don


iM ≃ ie2Z

~q 2(1 − Π̂2(−~q 2)
δσ1σ′

1δσ2σ′
2 . (7.115)



126 CHAPITRE 7. RENORMALISATIONOn peut 
omparer 
ette expression à l'amplitude de di�usion en mé
anique quantique nonrelativiste. Pour 
ela, il su�t de se souvenir que dans le 
adre de la théorie quantique des
hamps, les règles de Feynman énon
ée dans le 
hapitre 2 permettent de 
al
uler les élémentsde matri
e de iT (au sens S = 1 + iT ). Le passage à la mé
anique quantique 
orrespond àintégrer sur le temps, puisque le pro
essus dure un temps in�niment long et ne dépend pasdu temps (
e qui 
orrespond à un é
hange d'énergie nul). Ce
i 
onduit te
hniquement à unedistribution de Dira
 
orrespondant à la 
onservation de l'énergie entre parti
ule entrante etsortante. D'autre part, la densité lagrangienne s'é
rit 
omme L = Lcin. − V , et à l'ordre leplus bas en perturbation, 
al
uler un élément de matri
e de iT 
orrespond don
 à 
al
uler lavaleur moyenne de −iV , d'après le développement de exp(i
∫
d4xL). On peut don
 é
rire

< p′|iT |p > = −iṼ (q)(2π)δ (Ep′ − Ep) , (7.116)où Ṽ (q) est la transformée de Fourier du potentiel, d'où l'on tire
V (x) =

∫
d3q

(2π)3
ei~q·~x −e2Z

~q 2[1 − Π̂2(−~q 2)]
. (7.117)Comportement à grande distan
eEtudions le 
omportement du potentiel (7.117) dans le régime r = |~x| ≫ 1

m
= λC =

4 · 10−13mL'intégrand de (7.117) 
ontribue pour q · x <∼ 1 d'après la méthode de la phase os
illante.Le régime x≫ 1
m
implique don
 que la région 
ontribuant à l'intégrale (7.117) est |q2| ≪ m2.Le développement de la fon
tion logarithme dans 
e régime donne

ln
m2

m2 − x(1 − x)q2
∼ − ln

(
1 − x(1 − x)

m2
q2

)
∼ x(1 − x)

m2
q2En utilisant l'intégrale ∫ 1

0

x2(1 − x)2dx =
1

30on obtient don

[
1 − Π̂2(−~q 2)

]−1

∼
[
1 − α

~q 2

m2

1

15π

]−1

∼ 1 + α
~q 2

m2

1

15π
. (7.118)Ainsi

V (x) ∼
x≫ 1

m

−4παZ

∫
d3q

(2π)3

[
1

~q 2
+

α

15πm2

]
ei~q·~x . (7.119)Le premier terme donne la 
ontribution 
oulombienne habituelle. Pour le montrer, on intègred'abord sur l'angle entre ~q et ~x, 
e qui donne

∫
d3q

ei~q·~x

~q 2
= 2π

∫ 1

−1

d(cos θ)

∫ +∞

0

dq eiqx cos θ =
π

ix

∫ +∞

−∞

dq

q

(
eiqx − e−iqx

)
.L'intégrale sur q peut alors s'e�e
tuer en utilisant la relation

∫ +∞

−∞

dq

q
eiqx = iπ sgn(x) . (7.120)
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∫ +∞

−∞

dq

q
eiqx =

∫ +∞

−∞
q dq

eiqx

q2
= lim

ǫ→0

∫ +∞

−∞

q dq eiqx

q2 + ǫ2
= lim

ǫ→0

1

2iǫ

∫ +∞

−∞
q dq eiqx

(
1

q − iǫ
− 1

q + iǫ

)
.Pour x > 0, on peut fermer le 
ontour d'intégration vers le haut, 
e qui donne

∫ +∞

−∞

dq

q
eiqx =

2iπ

2iǫ
iǫ = iπ .De même, pour x < 0, on ferme le 
ontour d'intégration vers le bas, 
e qui donne

∫ +∞

−∞

dq

q
eiqx = −2iπ

2iǫ
iǫ = −iπ ,
e qui a
hève la preuve de (7.120), et permet d'a
hever le 
al
ul du terme 
oulombien venantdu premier terme de (7.119).Le se
ond terme de (7.119) donne une distribution de Dira
. Au total

V (x) ∼
x≫ 1

m

−Zα
r

− 4Zα2

15m2
δ(3)(~x) . (7.121)La for
e éle
tromagnétique devient don
 extrêmement élevée à 
ourte distan
e. Cet e�et semanifeste dans le Lamb shift : la levée de dégénéres
en
e 
orrespondante vaut

δEn,ℓ = −4Zα2

15m2

∫
d3r ψ∗

n,ℓ(~r)δ
(3)(~r)ψn,ℓ(~r)

= −4Zα2

15m2
δℓ,0|ψn,0(0)|2 = −4Z4α5

15πn3
m δℓ,0où l'on a utilisé la valeur de la fon
tion d'onde à l'origine dans un potentiel 
oulombien, quivaut ψn,0(0) = (πn3a3)−1/2 ave
 a = (Zmα)−1 (voir Messiah Tome I p. 356 et p. 410 ave


ǫ0 = 1 dans le 
hoix d'unité utilisé i
i).Dans la théorie de Dira
, les états n = 2, j = 1
2
de parité opposée 2s1/2 et 2p1/2 sontdégénérés. En utilisant h ≃ 4, 13 · 20−15eV · s et me ≃ 0, 511 MeV, on obtient

∆E

~
= −27 MHz
orrespondant à un abaissement du niveau s.En réalité, en 1947, Lamb et Rutherford ont obtenu +1000 MHz. L'expli
ation prin
ipalede 
et e�et vient de l'intera
tion de l'éle
tron lié ave
 les �u
tuations du 
hamp éle
triquedu vide (voir Itzykson-Zuber p. 358).Potentiel d'UehlingOn peut améliorer le développement de V (x) en évitant le développement du logarithmeintervenant dans (7.117). Introduisons une masse �
tive µ pour le photon, de sorte que

V (r) =
ie2Z

(2π)2r

∫ ∞

−∞
dQ

QeiQr

Q2 + µ2

[
1 + Π̂2(−Q2)

]
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2 im

i µ

− i µ

où Q = |~q|. Cette fon
tion possède deux p�les en ±iµpuisque
1

Q2 + µ2
=

1

(Q− iµ)(Q+ iµ)
=

[
1

Q− iµ
− 1

Q+ iµ

]
1

2iµ
.En déformant le 
ontour d'intégration vers le haut 
ommeindiqué sur la �gure 
i-
ontre, on obtient

Vpôle(r) ∼
ie2Z

(2π)2r

πiµ

µ
= − e2

4π

Z

r
= −Zα

r
.L'intégrand possède également une 
oupure pour Q ∈

[i2m, i∞[, qui 
ontribue pour
Vcoupure(r) ∼

−iZ e2
(2π)2r

[∫ 2m

+∞+iε

dq
q e−qr

−q2 + µ2

(
1 + Π̂2(q

2)
)

+

∫ +∞−iε

2m

dq
q e−qr

−q2 + µ2

(
1 + Π̂2(q

2)
)]où l'on a posé q = −iQ et utilisé le fait que Q varie de i∞ − ε à 2im − ε puis de 2im + εà i∞ + ε. Cela 
orrespond à q variant de ∞ + iε à 2m + iε puis de 2m − iε à ∞ − iε. La
ontribution sur le demi-
er
le de 
entre 2im et de rayon ǫ est négligeable dans la limite

ǫ→ 0. On a don

Vcoupure(r) =

−ie2Z
(2π)2r

∫ +∞

2m

dq
q e−qr

−q2 + µ2

[
Π̂2(q

2 − iε) − Π̂2(q
2 + iε)

]
.Comme

i Im Π̂2(q
2 − iε) =

1

2

[
Π̂2(q

2 − iε) − Π̂2(q
2 + iε)

]
,on en déduit, en passant à la limite µ2 → 0,

Vcoupure(r) =
−2e2Z

(2π)2r

∫ +∞

2m

dq
e−qr

q
Im [Π̂2(q

2 − iε)
]

=
−αZ
r

2

π

∫ ∞

2m

dq
e−qr

q

α

3

√
1 − 4m2

q2

(
1 +

2m2

q2

)
.Dans la région à longue distan
e r ≫ 1

m
que nous examinons, 
ette intégrale est 
omplètementdominée par la 
ontribution au voisinage de la borne inférieure de l'intégrale, i.e. par q ∼ 2m.On pose don
 t = q − 2m et l'on développe au voisinage de t = 0, 
e qui donne

δV (r) ∼ −Zα2

r

1

2πm3/2
e−2mr

∫ ∞

0

√
t e−rt dtsoit en posant x =

√
t,

δV (r) =
−Z α2

r

1

πm3/2
e−2mr

∫ ∞

0

x2 e−rx2

dx =
−Z α
r

α

4
√
π

e−2mr

(mr)3/2
,l'intégrale sur x valant √

π
4
. Finalement,
V (r) = −Zα

r

(
1 +

α

4
√
π

e−2mr

(mr)3/2
+ · · ·

)
. (7.122)



7.6. RENORMALISATION DE LA CHARGE ÉLECTRIQUE 129Le terme exponentiel est appelé potentiel d'Uehling et s'approxime en δ(r) sur la taille ty-pique d'un atome d'hydrogène.Considérons à présent le 
omportement de |V (r)|. A 
ourte distan
e, il augmente, tandisqu'il diminue à grande distan
e. Cet e�et est typique d'un diéle
trique, l'é
rantage de la
harge située en r = 0 étant dû aux paires virtuelles e+e−. A grande distan
e, l'é
rantage sefait sentir tandis qu'à 
ourte distan
e, on est de plus en plus sensible à la 
harge nue Z|e0|.Cette 
harge nue est bien sûr in�niment plus grande que la 
harge Z|e| d'après la relation
e =

√
Z3e0 (on a vu (7.70) que δ3 < 0, et divergente). La 
harge nue est habillée d'un nuagede parti
ules virtuelles, qui donnent lieu à des 
orre
tions quantiques divergentes. Plus ons'appro
he de 
ette 
harge, moins les e�ets de 
e nuage sont visibles, et plus on se rappro
hede la situation d'une 
harge nue (mais qui reste in�nie : on ne �nit jamais de s'appro
her dela 
harge !). Le 
omportement à très 
ourte distan
e fait l'objet du paragraphe suivant.Comportement à 
ourte distan
eNous examinons à présent le régime r ≪ 1

m
.L'intégrand de (7.117) 
ontribue pour q <∼ 1
r
, or 1

r
≫ m, don
 l'intégrale est dominée parla région −q2 ≫ m2. Dans 
e régime, en utilisant

m2

m2 − x(1 − x)q2
=

m2

−q2

1

x(1 − x)

(
1 − m2

q2x(1 − x)

)−1on a
Π̂2(q

2) ∼ 2α

π

∫ 1

0

dx x(1 − x)

[
ln

−q2

m2
+ ln[x(1 − x)] + ln

(
1 − m2

q2x(1 − x)

)]
. (7.123)La première intégrale vaut 1

6
, tandis que la se
onde s'obtient en é
rivant

∫ 1

0

dx x(1 − x) ln[x(1 − x)] =
d

dε

∫ 1

0

dx[x(1 − x)]1+ε

∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε

Γ2(ε+ 2)

Γ(2ε+ 4)

∣∣∣∣
ε=0

,te
hnique 
lassique pour évaluer analytiquement des intégrales de fon
tions logarithmiques.En utilisant
Γ2(ε+ 2)

Γ(2 ε+ 4)
∼

ε→0

Γ2(2)[1 + ε ψ(2)]2

Γ(4)[1 + 2 ε ψ(4)]
∼ ε

3
(ψ(2) − ψ(4)) ∼ − 5

18
εon tire l'intégrale 
her
hée. Ainsi

Π̂2(q
2) ∼ α

3π

[
ln− q2

m2
− 5

3
+O

(
m2

q2

)]
.Notons que l'intégrale négligée dans (7.123) n'est pas singulière en x = 0 et x = 1 en raison dupréfa
teur en x(1−x) devant le logarithme. Sa 
ontribution est en m2

q2 , qui est sous-dominante.Finalement,
αeff (q

2) =
α

1 − Π̂2(q2)
∼ α

1 − α
3π

ln −q2

Am2

ave
 A = e5/3 . (7.124)
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ourte distan
e, le 
ouplage devient don
 très intense, à mesure que l'on pénètre le nuagede paires virtuelles e+e−.Si l'on note R = 1/q l'é
helle typique de distan
e 
orrespondant à la virtualité q2, on
onstate d'après (7.118) et (7.124) que le 
ouplage entre deux 
harges vaut α = 1/137, àdistan
e in�nie, et qu'il augmente à mesure que l'on diminue la distan
e R.Cette situation sera exa
tement opposée dans le 
as de QCD. Te
hniquement, 
ela vientdu fait que l'identité de Ward Z1 = Z2 n'est plus satisfaite. Les 
orre
tions radiatives au
ouplage entre deux 
harges de 
ouleur ne peuvent se réduire aux 
orre
tions radiatives dupropagateur du gluon. Physiquement, la présen
e des bosons de jauge donne lieu à un anti-é
rantage des 
harges.



Chapitre 8Fon
tionnelles génératri
es 
onnexes etpropres. A
tion e�e
tiveLe but de 
e 
hapitre1 est d'introduire une méthode systématique pour 
al
uler les fon
-tions de 
orrélation 
onnexes, puis les fon
tions de 
orrélation une parti
ule irrédu
tibles,dont nous avons vu l'importan
e dans l'étude de la renormalisation au 
hapitre 7. Nousdis
uterons en parti
ulier en détail le 
as de QED et de QCD.8.1 Fon
tionnelle génératri
e 
onnexeConsidérons la fon
tionnelle génératri
e des fon
tions de 
orrélation introduite page 21pour une théorie des 
hamps s
alaires :
Z(J) =

∫
Dφ e i

~
[S[φ]+Jφ] . (8.1)On montre alors que

W (J) = i~ lnZ(J)est la fon
tionnelle génératri
e des diagrammes 
onnexes :
δnW (J)

δJ(x1) · · · δJ(xn)
= in+1〈ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)〉connexe

(8.2)
Dans la suite, 〈ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)〉connexe sera noté de façon équivalente Gc(x1, · · · , xn).Preuves:1) méthode algébrique (empruntée à Le Bella
)Soit G(N) un diagramme quel
onque, a priori non 
onnexe, que l'on dé
ompose en dia-grammes 
onnexes. On regroupe les diagrammes 
onnexes en sous-ensembles de diagrammes1Ce 
hapitre peut être sauté en première le
ture. En parti
ulier la partie 8.4 ne sera pas utilisée dans lasuite. 131



132 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESayant un nombre identique de lignes externes ni. Chaque paquet est 
onstitué de qi dia-grammes, de sorte que q1n1 + · · ·+ qpnp = N.

n1 n1 n1
︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
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︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
q1 qpLe nombre de termes indépendants est

N !

(n1!)q1q1! · · · (np!)qpqp!
(8.3)en tenant 
ompte des permutations entre les lignes externes d'une part, et entre les di�érentsdiagrammes identiques d'autre part. Le développement de la fon
tionnelle Z(J) peut s'é
rire

Z(J)

Z(0)
=

∞∑

N=0

iN

N !

∫
dx1 · · · dxNJ(x1) · · ·J(xN )

×
∑

q1n1+···+qpnp=N

G(n1)
c (x1, · · · , xn1) · · ·G(np)

c (· · ·xN ) (8.4)soit en
ore, par symétrie des fon
tions de 
orrélations par rapport à leur argument et entenant 
ompte du 
omptage (8.3) du nombre de termes indépendants
Z(J)

Z(0)
=

∞∑

N=0

iN
∑

q1n1+···+qpnp=N

p∏

i=1

1

qi!

[∫
dx1 · · · dxni

J(x1) · · ·J(xni
)G

(ni)
c (x1, · · · , xni

)

ni!

]qi

=
∑

qi

∏

i

1

qi!

[∫
dx1 · · · dxni

iJ(x1) · · · iJ(xni
)G

(ni)
c (x1, · · · , xni

)

ni!

]qi

= exp
∞∑

N=1

iN

N !

∫
dx1 · · · dxNJ(x1) · · ·J(xN )G(N)

c (x1, · · · , xN) , (8.5)
e qui a
hève la preuve.2) méthode heuristiqueCette se
onde preuve utilise des propriétés deW analogues à 
elles satisfaites par l'énergielibre en physique statistique. Si l'on e�e
tue la rotation de Wi
k pour se ramener au 
aseu
lidien, i.e. si l'on pose x0
M = itE , on rempla
e S par iSE . En faisant J → −iJE , on a alors
Z(J) → ZE(JE) =

∫
Dφ e− 1

~
[SE [φ]−JE φ]



8.1. FONCTIONNELLE GÉNÉRATRICE CONNEXE 133où JE φ symbolise ∫ dtEd3xJE(x)φ(x).On pose
WE(JE) = ~ lnZE(JE), (8.6)qui est 
lairement l'analogue de l'énergie libre en physique statistique (il su�t de faire t→ 1

β
).

WE possède la propriété d'extensivité pour une théorie des 
hamps lo
ale : soient deuxdomaines Ω1 et Ω2 tels que Ω1 ∩ Ω2 = ∅ et supposons que
J(x) = J1(x) + J2(x)ave
 J1(x) = 0 pour x /∈ Ω1 et J2(x) = 0 pour x /∈ Ω2. Alors
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p�le

Ω1
Ω2

S(φ) − Jφ =

∫

x∈Ω1

dx [L(φ(x)) − J1(x)φ(x)]

+

∫

x∈Ω2

dx [L(φ(x)) − J2(x)φ(x)]

+

∫

x/∈Ω1∪Ω2

dxL(φ(x)) + termes de bord
J1(x) et J2(x) �u
tuent par hypothèse autour d'une 
onstante arbi-traire petite mais non nulle. On peut é
rire

Z[J ] = Z(J1 = J2 = 0)Z1(J1)Z2(J2)Z12(J1, J2) ,relation qui dé�nit Z12, ave

Z1(J1) =

∫

x∈Ω1

Dφ e[−S(φ)+J1·φ]

Z2(J2) =

∫

x∈Ω2

Dφ e[−S(φ)+J2·φ]normalisés pour que Z1(0) = Z2(0) = 1 (ave
 ~ = 1 i
i). On a
Z1(J1) ∼ volume de Ω1 Z2(J2) ∼ volume de Ω2 Z12 ∼ surfa
e .Don
 dans la limite des grands volumes Ω1 et Ω2,

W (J1 + J2) ∼W1(J1) +W2(J2) . (8.7)On en déduit que si S(φ) − J · φ est invariant par translation (en parti
ulier 
e
i né
essiteque J(x) est 
onstante), alors W (J) est extensive .Propriété de 
luster
WE(J) =

∞∑

N=1

1

N !

∫
dx1 · · · dxNW

(N)(x1, · · ·xN)J(x1) · · ·J(xN )

WE(J1 + J2) =
∞∑

N=1

1

N !

N∑

p=0

N !

p!(N − p)!

∫
dx1 · · ·dxp dyp+1 · · · dyN

× W (N)(x1, · · · , xp, yp+1, · · · , yN)J1(x1) · · ·J1(xp)J2(yp+1) · · ·J2(yN) (8.8)



134 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESave
 xi ∈ Ω1, yi ∈ Ω2 . (8.7) implique que les termes 
orrespondants à p 6= 0 ou p 6= N sontnégligeables pour Ω1 et Ω2 grands. Ce
i est équivalent à imposer que
W (N)(x1, · · · , xp, yp+1, · · · , yN) → 0

pour min|xi − yj| → ∞ avec i = 1 · · · p et j = p+ 1 · · ·N ,i.e. que W (N) dé
roît rapidement quand {x1, · · · , xp} et {yp+1, · · · , yN} sont éloignésEn terme de diagramme de Feynman, un diagramme dis
onne
té peut s'é
rire
F1(x1, · · ·xp)F2(y1, · · · , yq) ,qui bien sûr ne 
hange pas si on éloigne les deux sous-ensembles {x1, · · · , xp} et {y1, · · · , yq}(en supposant la théorie invariante par translation). Don
 les diagrammes de Feynman qui
ontribuent à W (N) sont tous 
onne
tés. Ce
i a
hève 
ette se
onde preuve.Remarques:

• pour une théorie massive, on montre que les diagrammes de Feynman dé
roissent 
omme
e−

d
m lorsque la distan
e d entre points devient grande, m étant la masse de la parti
ule laplus légère.
• dans le 
as où le fondamental est dégénéré, la propriété de 
luster peut être violée.

8.2 Fon
tionnelle génératri
e propreNous allons maintenant dé�nir une fon
tionnelle génératri
e pour les fon
tions de 
orré-lation 1-parti
ule irrédu
tible, en
ore appelées propres.Nous avons vu lors de l'introdu
tion de la notion de fon
tionnelle génératri
e que
δW (J)

δJ
= i

δ

δJ(x)
ln Z[J ] = −

∫
Dφ ei

R

(L+Jφ)φ(x)∫
Dφ ei

R

(L+Jφ)(on revient aux notations minkowskiennes) qui permet de 
al
uler
〈Ω|φ(x)|Ω〉 = −δW

δJ

∣∣∣∣
J=0On peut 
ependant 
onsidérer le 
as plus général d'une sour
e extérieure non nulle : alors

〈Ω|φ(x)|Ω〉J = −δW (J)

δJ
≡ φclassique(x) , (8.9)qui dépend bien sûr de la sour
e J(x).



8.2. FONCTIONNELLE GÉNÉRATRICE PROPRE 135C'est l'analogue, en mé
anique statistique, de l'aimantation M , qui dépend du 
hampextérieur H . On verra dans la partie 8.4, pour le le
teur 
urieux, pourquoi on note φclassique(x)
ette valeur moyenne de φ(x) en présen
e de J . Dans la suite, on notera φc(x) le 
hamp
lassique, pour alléger les notations.Introduisons à présent la transformée de Legendre de W [J ] par rapport à la sour
e J.
Γ(φc) = −W (J) −

∫
d4x J(x)φc(x)

Γ est appelée a
tion e�e
tive. (8.10)
δ

δφc(x)
Γ(φc) = − δ

δφc(x)
W (J) −

∫
d4y

δJ(y)

δφc(x)
φc(x) − J(x)

= −
∫
d4y

δJ(y)

δφc(x)

δW (J)

δJ(y)
−
∫
d4y

δJ(y)

δφc(x)
φc(y) − J(x)

= −J(x) puisque − δW (J)

∂J(y)
= φc(y)Remarque:Ce 
al
ul est le même que 
elui bien 
onnu qui permet en mé
anique de passer de la formu-lation lagrangienne à la formulation hamiltonienne

H(q, p̄) = p̄q̇ − L(q, q̇)ave
 p̄ solution de l'équation p̄ = δL
δq̇
. Alors

δH

δp̄
= q̇ + p̄

δq̇

δp̄
− δL

δq̇
· δq̇
δp̄

= q̇ .Résumons :
φc(x) = −δW (J)

δJ(x)

J(x) = −δΓ(φc)

δφc(x)

Γ(φc) = −W (J) −
∫
d4x J(x)φc(x) (8.11)

Les diagrammes 1PI sont au 
oeur de la renormalisation, 
omme nous l'avons vu dans le



136 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICES
hapitre 7. Nous allons montrer le résultat important suivant
Γ(φc) est une fon
tionnelle génératri
e pour les diagrammes propres (i.e. 1PI) :
n ≥ 2 :

δnΓ(φc)

δφc(x1) · · · δφc(xn)
= −i < φ(x1) · · ·φ(xn) >1PI = Γ(n)(x1, · · · , xn)

n = 2 :
δ2Γ(φc)

δφc(x1)δφc(x2)
= i

[
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]−1

=
Fourier

p2 −m2 −M2(p2)

= p2 −m2 − i
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(8.12)On a utilisé 
i-dessus la notation m2 pour la masse nue apparaissant dans le lagrangien. Onutilise 
ette notation dans tout 
e 
hapitre par sou
is d'alléger l'é
riture. Comme il n'estquestion nulle part de renormalisation dans 
e 
hapitre, nous espérons éviter toute 
onfusion.Preuve:Avant de démontrer à proprement parler 
e résultat, nous allons le justi�er sur quelquesexemples simples. A�n de 
onserver le 
ara
tère général des développements qui suivent,nous supposerons que la théorie des 
hamps s
alaire 
onsidérée possède des 
ouplages parmilesquels au moins l'un d'eux 
omporte un nombre impair de 
hamps, de manière à 
e queles fon
tions de 
orrélations ave
 un nombre impair de 
hamps ne soient pas trivialementnulles. Le 
as parti
ulier de la théorie φ4 simpli�e en 
e sens la dis
ussion puisque seules lesfon
tions de 
orrélation ave
 un nombre pair de 
hamps ne sont pas nulles.Considérons la relation élémentaire
δ

δJ(y)

δΓ

δφc(x)
= −δJ(x)

δJ(y)
= −δ(x− y) . (8.13)Elle s'é
rit en
ore

δ(x− y) = −
∫
d4z

δφc(z)

δJ(y)

δ2Γ

δφc(z)δφc(x)

=

∫
d4z

δ2W

δJ(y)δJ(z)

δΓ

δφc(z)δφc(x)
.Cette relation est exa
tement la façon opératorielle de dé�nir l'inverse d'un opérateur, vu
omme une matri
e de dimension in�nie dont les 
oe�
ients sont indexés par les variables
ontinues x et y : (

δ2W

δJδJ

)

x,z

(
δ2Γ

δJδJ

)

z,y

= 1x,y . (8.14)On peut don
 é
rire
δ2W

δJ(x)δJ(y)
=

[
δ2Γ

δφcδφc

]−1

(x, y) = −i < φ(x)φ(y) >connexe= −iG(2)
c (x, y)

≡ −iD(x, y) . (8.15)
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 les 
onventions utilisées, G(2)
c Γ(2) = i.En introduisant la transformée de Fourier de 
e propagateur 
omplet

D(x, y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)D(p)(on suppose que J est 
onstant, et don
 que φc l'est aussi, a�n de pouvoir utiliser l'invarian
epar translation) on peut don
 é
rire

δ2Γ

δφcδφc

= iD−1(p) = p2 −m2 −M2(p2) et + i
δ2W

δJδJ
=

i

p2 −m2 −M2
= D(p) (8.16)ave
 −iM2(p2) ≡
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en suivant (6.5).Pour obtenir les ordres plus élevés, on utilise
δ

δJ(z)
=

∫
d4w

δφc(w)

δJ(z)

δ

δφc(w)
= i

∫
d4w D(z, w)

δ

δφc(w)
.Rappel :Pour une matri
e A(α), la relation A(α)A−1(α) = 1 
onduit à

A′(α)A−1(α+ A(α)
d

dα
A−1(α) = 0d'où

d

dα
A−1(α) = −A−1(α)A′(α)A−1(α) . (8.17)On en déduit don
 i
i que

δ3W (J)

δJxδJyδJz

= i

∫
d4wD(z, w)

δ

δφc
w

[
δ2Γ

δφ2
xδφ

2
y

]−1

= −i
∫
d4wDzw

∫
d4u

∫
d4v(−iDxu)

δ3Γ

δφc
uδφ

c
vδφ

c
w

(−iDvy)

= i

∫
d4u d4v d4wDxuDyvDzw

δ3Γ

δφc
uδφ

c
vδφ

c
wsoit �nalement
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138 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESDe même, on peut aisément établir que
− iδ4W

δJwδJxδJyδJz
= DswDxtDyuDzv

[
iδ4Γ

δφc
s δφ

c
t δφ

c
u δφ

c
v

+
iδ3Γ

δφc
s δφ

c
t δφ

c
r

Dqr
iδ3Γ

δφc
q δφ

c
u δφ

c
v

+ (t↔ u) + (t↔ v)

]les deux derniers termes 
orrespondants aux diagrammes obtenus par 
roisement. En mettant
ette relation en parallèle ave
 le développement
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on en déduit immédiatement que iδ4Γ

δφ δφ δφ δφ
peut être identi�é ave
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as général. L'idée est de fa
toriser lepropagateur G(2)
c en extrayant la partie quadratique en φc de Γ(φc). Posons don


Γ(φc) =
1

2

∫
d4x d4y Γ(2)(x− y)φc(x)φc(y) + Γ̂(φc) . (8.19)Des relations

φc(x) = − δW

δJ(x)
et J(x) = −δΓ(φc)

δφc(x)on tire don

−J(y) =

∫
d4xΓ(2)(y − x) ×

(
− δW

δJ(x)

)
+

δ

δφc(y)
Γ̂

(
φc = −δW

δJ

)soit
φc(x) = − δW

δJ(x)
= i

∫
d4y G(2)

c (x− y)

[
J(y) +

δΓ̂

δφc(y)

(
−δW
δJ︸ ︷︷ ︸

)]
. (8.20)argument de δΓ̂

δφc(y)
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tionnelle génératri
e des fon
tions de 
orrélation 
onnexes s'é
rit, d'après (8.2),
W (J) =

∑

n

in+1

∫
1

n!
Gc(x1, · · · , xn)J(x1) · · ·J(xn) dx1 · · · dxndon


φc(x) = − δW

δJ(x)
=
∑ in−1

(n− 1)!

∫
G(n)

c (x, · · · , xn)J(x2) · · ·J(xn) (8.21)qui se traduit graphiquement 
omme
φc(x) ≡
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︸

n− 1 (8.22)
= i

[
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G
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c

+ · · ·
]
. (8.23)D'autre part, le développement en série de la fon
tionnelle Γ(J) s'é
rit

Γ(J) =
∑

n

∫
1

n!
Γ(n)(x1, · · · , xn)φc(x1) · · ·φc(xn) dx1 · · · dxn , (8.24)
e qui permet d'é
rire le développement (8.20) du 
hamp 
lassique sous la forme

φc(x) = i
[
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= i

[
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où l'on a utilisé le développement (8.22). Ce développement systématique en arbre justi�edon
 �nalement (8.12).



140 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESDans la partie 8.4, nous reprendrons 
e qui pré
ède en utilisant le fait que ~ → 0, 
e quipermettra d'utiliser la méthode du 
ol et de justi�er le nom de 
hamp 
lassique donné à φc.On utilisera le formalisme eu
lidien {
−iSM = SE

iJM = JE
e qui ne 
hangera bien sûr rien au raisonnement !8.3 Extension au 
as des fermionsLa généralisation des fon
tionnelles génératri
es 
onnexes et propres au 
as des fermionsde pose pas de di�
ultés de prin
ipe. Cependant, à 
ause de la nature grassmanienne desvariables utilisées, il importe de �xer ave
 soin les dé�nitions et les 
onventions utilisées. Nousallons don
 répéter l'analyse des parties pré
édentes de façon pédestre, 
e qui nous permettrad'obtenir des expressions sans ambiguités pour les fon
tions de 
orrélations intervenant enQED et en QCD. L'é
riture des relations qui vont suivre, bien qu'un peu lourde te
hnique-ment, ne présente au
une di�
ulté de prin
ipe, et 
onstitue une simple extension de 
e quipré
ède.Considérons la fon
tionnelle génératri
e, normalisée pour que Z[0] = 1, dé�nie par
Z[η, η̄, J ] = N

∫
DAµ Dψ̄ Dψ ei

R

Leffdx (N : normalisation pour que Z(0) = 1)ave

Leff. = Ldyn. + JµAµ + η̄ ψ + ψ̄ η .La forme expli
ite de Ldyn., 
ara
téristique de la théorie 
onsidérée, ne nous intéresse pas i
i(nous verrons dans les 
hapitres qui suivent les propiétés satisfaites par Z[η, η̄, J ] dans le 
asdes théories de jauge abéliennes et non abéliennes). Aµ sera génériquement appelé photon,même si l'ensemble de 
e qui suit ne présage rien sur la nature de 
e 
hamp ve
toriel. Lestermes ajoutés à la partie dynamique du lagrangien sont des termes de sour
e qui vont nouspermettre de systématiser le 
al
ul des fon
tions de 
orrélation, en a

ord ave
 le 
hapitre 1.On a alors, en utilisant (1.45) et (1.49),

< Ω|Tψ(x1)ψ̄(y1) · · ·ψ(xn)ψ̄(yn)Aρ1(z1) · · ·Aρp(zp)|Ω >

=

(
−i δ

δJρ1(z1)

)(
−i δ

δJρp(zp)

)(
−i δ

δη̄(x1)

)(
+i

δ

δη(y1)

)
· · ·
(
−i δ

δη̄(xn)

)(
+i

δ

δη(yn)

)
Z[0] .(8.26)Comme dans le 
as (8.2) des parti
ules s
alaires, la fon
tionnelle génératri
e 
onnexe estdé�nie par

W [η, η̄, J ] = i lnZ[η, η̄, J ] . (8.27)et l'on montre 
omme plus haut que les fon
tions de 
orrélation 
onnexes s'é
rivent
< Ω|Tψ(x1)ψ̄(y1) · · ·ψ(xn)ψ̄(yn)Aρ1(z1) · · ·Aρp(zp)|Ω >connexe

=−i
(
−i δ

δJρ1(z1)

)(
−i δ

δJρp(zp)

)(
−i δ

δη̄(x1)

)(
+i

δ

δη(y1)

)
· · ·
(
−i δ

δη̄(xn)

)(
+i

δ

δη(yn)

)
W [0] .(8.28)



8.3. EXTENSION AU CAS DES FERMIONS 141Considérons quelques 
as parti
uliers. Le propagateur 
omplet du photon s'é
rit
< Ω|TAµ(x)Aν(y)|Ω >connexe= Gµν(x, y) = Gµν(x− y) = i

δ2

δJµ(x)δJν(y)
W [0] , (8.29)tandis le propagateur 
omplet de l'éle
tron prend la forme

< Ω|Tψ(x) ψ̄(y)|Ω >connexe= S(x, y) = S(x− y) = −i δ2

δη̄(x)δη(y)
W [0] . (8.30)Le sens des lignes fermioniques étant important, il est utile d'en donner sa représentation deFourier ainsi que la notation graphique asso
iée :
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1PIx p y
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∫
d4p

(2π)4
S(p) e−ip·(x−y) (8.31)Ce
i est bien entendu en a

ord ave
 le fait que les propagateurs fermioniques se multiplienten remontant graphiquement le �ux des impulsions 
ir
ulant dans les lignes. Ce propagateur
omplet se réduit bien sûr au propagateur SF donné en (1.52) dans le 
as d'une théorie libre2.Terminons ave
 le vertex 
omplet 
onnexe eeγ qui s'é
rit

< Ω|TAµ(z)ψ(x) ψ̄(y)|Ω >connexe= − δ3

δJµ(z)δη̄(x)δη(y)
W [0] . (8.32)De la même façon qu'en 8.2, il est naturel d'introduire la fon
tionnelle génératri
e pour lesfon
tions de 
orrélations une parti
ule irrédu
tibles (ou propre), en e�e
tuant une transforméede Legendre sur W, dé�nie par

Γ(Aµ, ψ̄, ψ) = −W (Jµ, η̄, η) −
∫
d4x

(
AµJ

µ + η̄ψ + ψ̄η
)
. (8.33)Les variables 
onjuguées véri�ent don






Aµ = −δW
δJµ

Jµ = − δΓ

δAµ

ψ = −δW
δη̄

η̄ = +
δΓ

δψ

ψ̄ = +
δW

δη
η = −δΓ

δψ̄

(8.34)
On en déduit en suivant la même logique qu'en (8.13) que

δ

η̄(y)

δΓ

δψ(x)
=
δη̄(x)

δη̄(y)
= δ(x− y) , (8.35)2On prendra garde aux notations utilisées : les propagateurs 
omplets sont notés sans indi
e (S, D, G)tandis que les propagateurs libres portent l'indi
e F . Comme d'habitude, il n'y a pas d'uni
ité dans lesnotations utilisées. Dans 
ertains ouvrages, les propagateurs libres sont notés ave
 indi
e 0. On trouveraégalement des auteurs (ex : Ryder) utilisant des notations sans indi
e pour les propagateurs libre et un ' pourles propagateurs 
omplets.



142 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESet don

δ(x− y) =

∫
d4z

δψ̄(z)

δη̄(y)

δ2Γ

δψ̄(z) δψ(x)
=

∫
d4z

δ2W

δη̄(y)δη(z)

δ2Γ

δψ̄(z) δψ(x)
, (8.36)
e qui est la relation de dé�nition de l'inverse d'un opérateur, analogue de la relation (8.14)dans le 
as s
alaire. On peut don
 é
rire

[
δ2Γ

δψ̄ δψ

]−1

(x, y) =
δ2W

δη̄(x)δη(y)
= i S(x− y) . (8.37)Remarque:Si l'on part de la relation

δ

δη(y)

δΓ

δψ̄(x)
= −δη(x)

δη(y)
= −δ(x− y) , (8.38)alors on obtient

δ(x− y) = −
∫
d4z

δψ(z)

δη(y)

δ2Γ

δψ(z) δ ¯ψ(x)
=

∫
d4z

δ2W

δη(y)δη̄(z)

δ2Γ

δψ(z) δψ̄(x)
, (8.39)relation équivalente à (8.36) par anti
ommutation des variables de Grassmann η, η̄ et ψ, ψ̄ :(8.36) traduit MM−1 = 1 tandis que (8.39) exprime M−1 M = 1, où M = δ2W

δη̄δη
.De la même façon, des relations (8.34) on tire

δ

δJµ(z)
=

∫
d4w

δAν(w)

δJµ(z)

δ

δAν(w)
= −

∫
d4w

δ2W

δJµ(z)Jν(w)

δ

δAν(w)
(8.40)et don
, d'après (8.29),

δ

δJµ(z)
= i

∫
d4wGµν(z, w)

δ

δAν(w)
, (8.41)d'où l'on déduit que

δ(x− z) gρ
µ =

δJρ(x)

δJµ(z)
= i

∫
d4wGµν(z, w)

δJρ(x)

δAν(w)
= −i

∫
d4wGµν(z, w)

δ2Γ

δAν(w)δAρ(x)(8.42)
e qui montre que
[
δ2Γ

δA δA

]−1

µν

(z, w) =
δ2W

δJµ(z)δAν(w)
= −iGµν(z − w) , (8.43)



8.3. EXTENSION AU CAS DES FERMIONS 143relation analogue à (8.15).Nous allons maintenant établir une relation analogue à (8.18), en fa
torisant expli
itementles propagateurs des éle
trons et du photon sur les lignes externes dans la fon
tion de 
or-rélation 
onnexe (8.32). En utilisant (8.41), la fon
tion de 
orrélation 
onnexe à 3 parti
uless'é
rit
< Ω|TAµ(z)ψ(x) ψ̄(y)|Ω >connexe = − δ3W [0]

δJµ(z)δη̄(x)δη(y)
(8.44)

= −i
∫
d4wGµν(z, w)

δ

δAν(w)

[
δ2W

δη̄(x)δη(y)

]

= −i
∫
d4wGµν(z, w)

δ

δAν(w)

[
δ2Γ

δψ̄ δψ

]−1

(x, y) ,soit en
ore, d'après (8.17),
< Ω|TAµ(z)ψ(x) ψ̄(y)|Ω >connexe (8.45)

= +i

∫
d4wGµν(z, w)

∫
d4u d4v

[
δ2Γ[0]

δψ̄ δψ

]−1

(x, u)
δ3Γ[0]

δAν(w) δψ̄(u) δψ(v)

[
δ2Γ[0]

δψ̄ δψ

]−1

(v, y)

= +i

∫
d4wGµν(z, w)

∫
d4u d4v i S(x− u)

δ3Γ[0]

δAν(w) δψ̄(u) δψ(v)
i S(v − y)
e qui montre que

δ3Γ[0]

δAν(w) δψ̄(u) δψ(v)
= i < Ω|TAµ(z)ψ(x) ψ̄(y)|Ω >1PI . (8.46)La relation (8.45) est illustrée 
i-dessous,
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où l'on a fait apparaître la représentation en impulsion 
orrespondant à la transformée deFourier de la fon
tion de 
orrélation à 3 parti
ules 1PI qui s'é
rit

< Ω|TAν(w)ψ(u) ψ̄(v)|Ω >1PI (8.47)
= (−ie)

∫
d4p

(2π)4

d4p

(2π)4

d4q

(2π)4
eip·v−ip′·u+iq·w (2π)4 δ4(q + p− p′) Γν(p

′, p)par invarian
e par translation.
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tion e�e
tive et développement en bou
lesNous avons vu dans la partie 8.2 que la fon
tionnelle génératri
e des fon
tions de 
orré-lation propres Γ(φc) est dé�nie par une transformée de Legendre de W (J). C'est une fon
-tionnelle du 
hamp 
lassique φc(x) qui est par dé�nition la valeur moyenne du 
hamp φ(x)en présen
e d'une sour
e extérieure J(x), 
e qui se traduit par la relation, é
rite i
i dans le
as Minkowskien,
φc(x) = −δW (J)

δJ(x)
, . (8.48)Cette dépendan
e de Γ(φc) en φc est très intriquée te
hniquement, à 
ause de la stru
ture dela relation

Γ(φc) = −W (J) −
∫
d4x J(x)φc(x) (8.49)dans laquelle φc(x) est lui-même fon
tion impli
ite de J(x) par inversion de la relation

J(x) = −δΓ(φc)

δφc(x)
. (8.50)Physiquement, le point important dans 
ette relation, qui donne tout son intérêt aux déve-loppements qui vont suivre, est le fait que dans la limite d'une sour
e extérieure nulle, le
hamp 
lassique φc satisfait à l'équation

δΓ(φc)

δφc(x)
= 0 . (8.51)
e qui montre que Γ(φc) joue le r�le d'un potentiel e�e
tif. Si l'on pouvait exprimer exa
tement

Γ 
omme fon
tion de φc, nous aurions un moyen de déterminer le vide Ω de la théorie. Onne sait en général pas le faire de façon exa
te, mais nous allons montrer 
omment mener 
e
al
ul en théorie des perturbations.8.4.1 Point selleConsidérons la fon
tionnelle génératri
e d'une théorie des 
hamps s
alaires, dé�nie dansl'eu
lidien :
Z(J) =

∫
[dφ] e−

1
~
[SE(φ)−JEφ] . (8.52)Dans la limite ~ → 0, l'intégrale est dominée par les 
ontributions aux voisinage du pointselle φs(J) dé�ni par les équations de point selle

δS

δφ(x)
[φs(J)] = J(x) (8.53)où l'in
onnue est φs(J). La théorie des perturbations s'obtient alors en développant φs(J) enpuissan
es de J .Exemple :



8.4. ACTION EFFECTIVE ET DÉVELOPPEMENT EN BOUCLES 145Considérons le 
as d'une a
tion quadratique en φ
S(φ) =

1

2
φKφ+ V (φ)ave
 V (φ) = O(φ3) pour φ→ 0 . L'équation de point selle s'é
rit alors

K φs +
δV

δφs

= Jqui se résout de façon ré
ursive sous la forme
φs = ∆J − ∆

δV [φs]

δφ
= ∆J − ∆

δV

δφ

[
∆J − ∆

δV

δφ
[φs]

]
= · · ·

= ∆J − ∆
δV

δφs

[∆J ] + · · ·où ∆ = K−1, qui joue le r�le de propagateur dans l'eu
lidien.Exemple :Dans le 
as de la théorie φ4,

V (φ) =
g

4!

∫
dxφ4(x) et δV

δφ
=

g

3!

∫
dxφ3(x)
onduisent à

φs = ∆J − ∆
g

3!

[
∆J − ∆

g

3!
[∆J − · · · ]3

]3
.qui 
onduit au développement suivant (les lignes symbolisent le propagateur nu ∆) :

φc(x) =
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146 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESCe développement engendre uniquement des diagrammes en arbres. C'est un 
as parti
ulierdu résultat de la page 139 (absen
e de bou
les dans les diagrammes 1-parti
ule irrédu
tibles,qui se réduisent simplement à des vertex nus à n = 4 pattes, et propagateurs qui sont nus).8.4.2 Ordre dominantA l'ordre dominant en puissan
e de ~, la fon
tionnelle s'é
rit
Z0(J) ∼ e[

1
~
(−S(φs)+Jφs)+O(1)] . (8.55)La fon
tionnelle 
onnexe est reliée à Z par

W (J) = ~ lnZ(J) (8.56)Rappelons que dans l'appro
he Minkowskienne on poserait naturellement
SE = −iSMinkowski et WE = −iWM , i.e. Z = e−

i
~
WM .On en déduit don


W0(J) = −S(φs) + Jφs . (8.57)On e�e
tue maintenant la transformation de Legendre :
φ(x) =

δW0

δJ(x)
= φc(x) +

∫
dy

δφc

δJ(x)

δ

δφc(y)
[Jφc − S(φc)] .La 
ondition de point selle

δS

δφ(x)
[φs(J)] = J(x)
onduit alors à

φs(x) = φc(x) ,d'où
W0(J) + S(φc) − Jφc = 0 ,i.e., puisque

Γ(φc) +W (J) −
∫
dx J(x)φc(x) = 0 ,à l'égalité entre l'a
tion 
lassique et Γ(φc) :

Γ0(ϕ) = S(ϕ) . (8.58)L'a
tion et la fon
tionnelle génératri
e des diagrammes en arbre 
onne
tés sont don
 reliéspar transformée de Legendre, et S(φc) ne 
ontient que les vertex de la théorie.



8.4. ACTION EFFECTIVE ET DÉVELOPPEMENT EN BOUCLES 1478.4.3 Corre
tions d'ordre ~A�n de prendre en 
ompte les 
orre
tions quantiques à l'ordre le plus bas, on pose
φ = φs(J) +

√
~ χle but étant d'évaluer l'intégrale gaussienne en développant autour du point selle. L'a
tions'é
rit don


S(φ) − J(φ) = S(φs) − Jφc +
~

2

∫
dx1 dx2

δ2S

δφ(x1)δφ(x2)

∣∣∣∣
φ=φs

χ(x1)χ(x2) +O(~3/2) (8.59)et la fon
tionnelle Z devient
Z(J) ∼ Z0(J)

∫
[dχ] exp

[
−1

2

∫
dx1 dx2

δ2S

δφs(x1)δφs(x2)
χ(x1)χ(x2)

] (8.60)d'où
Z(J) ∼ N Z0(J)

[
det

δ2S

δφs(x1)δφs(x2)

]−1/2

, (8.61)
N étant �xé pour que Z(0) = 1. On en déduit alors que

W (J) = W0(J) + ~W1(J) +O(~2) (8.62)ave

W1(J) = −1

2

[
Tr ln

δ2S

δφs(x1) δφs(x2)

∣∣∣∣
J

− Tr ln
δ2S

δφs(x1) δφs(x2)

∣∣∣∣
J=0

] (8.63)puisque
Z(J) =

Z0(J)

Z0(0)

[
det

δ2S

δφs(x1)δφs(x2)

]−1/2

J

/[
det

δ2S

δφs(x1) δφs(x2)

]−1/2

J=0

. (8.64)Exemple :Considérons à nouveau la théorie φ4. On obtient alors
δ2S

δφ(x1)δφ(x2)
= K(x1, x2) +

g

2
φ2(x1)δ(x1 − x2)don


Tr ln
δ2S

δφs(x1) δφs(x2)

∣∣∣∣
J

− Tr ln
δ2S

δφs(x1) δφs(x2)

∣∣∣∣
J=0

= Tr ln
[
K(x1, x2) +

g

2
φ2

c(x1)δ(x1, x2)
]
− Tr lnK(x1, x2)

= Tr ln
[
δ(x1, x2) +

g

2
∆(x1, x2)φ

2
s(x2)

]Ainsi, en développant en puissan
e de φs,
W1(J) = −1

2

[
g

2

∫
dx1∆(x1, x2)φ

2
s(x1)−

g2

8

∫
dx1 dx2 ∆(x1, x2)φ

2
s(x2)∆(x2, x1)φ

2
s(x1) + · · ·

]



148 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESIl reste à développer en puissan
e de J pour obtenir la théorie des perturbations. W1(J)
ontient maintenant des diagrammes à une bou
le, 
omme illustré 
i-dessous :
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1PIConsidérons à présent la transformation de Legendre
Γ(ϕ) =

∫
dx J(x)ϕ(x) −W0(J) − ~W1(J) +O(~2)A ϕ(x) �xé, par dé�nition de la transformée de Legendre, Γ(ϕ) est stationnaire en J(x). Don
si la relation entre J(x) et ϕ(x) est modi�ée par un terme d'ordre ~, le membre de droite estmodi�é par un terme d'ordre ~2.A l'ordre ~ où l'on fait le 
al
ul, on peut don
 en
ore utiliser la relation appro
hée

φc(x) ≃ φs(J ; x) ,
e qui permet �nalement d'en déduire le résultat 
her
hé (on peut maintenant rempla
er φcpar un 
hamp 
lassique arbitraire φ) :
Γ(ϕ) = S(ϕ) + ~Γ1(ϕ) +O(~2)ave
 Γ1(ϕ) =

1

2
tr

[
ln

δ2S

δϕ(x1)δϕ(x2)
− ln

δ2S

δϕδϕ

∣∣∣∣
ϕ=0

] (8.65)
Exemple :Une théorie s
alaire du type

S(φ) =
1

2
φKφ+ V (φ)
onduit à

Γ1(φ) =
1

2

∞∑

n=1

(−1)n+1

n

∫
dx1 · · · dxnV

′′(ϕ(x1))∆(x1, x2)V
′′(ϕ(x2))∆(x2, x3)

· · ·V ′′(ϕ(xn)∆(xn, x1)illustré par
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x1

x2

x3

xnOn a don
 obtenu la fon
tionnelle génératri
e des diagrammes à une bou
le 1 parti
uleirrédu
tibles.8.4.4 Lien ave
 le développement en bou
leLe résultat obtenu à l'ordre ~ se généralise :Le développement en puissan
e de ~ est un développement en bou
les :
~L ↔ L bou
les (8.66)

Preuves :
• E�e
tons le 
hangement de variable φ(x) → φ(x)√

g
(valable pour φ4, sinon il faut généraliser),auquel 
orrespond au niveau de l'a
tion la transformation

S

~
→
∫
d4x

1

g~

(
1

2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 +

1

4!
φ4

)
e qui justi�e le résultat.
• autre méthode par 
omptage dire
t des puissan
es de ~ : en é
rivant

1

~
S(φ) =

1

2~
φK φ+

1

~
V (φ)on 
onstate qu'à Γ(φ) 
orrespond ~I−V +1, le terme +1 provenant du préfa
teur ~ apparaissantdans la relation W (S) = ~ lnZ(J).De la relation de 
onservation globale de l'impulsion L = I − V + 1 on déduit �nalementle résultat.Remarque:Le 
omptage des puissan
es des diagrammes de Feynman ou de W (J) est le même 
ar leterme supplémentaire dû au terme de sour
e 1

~
Jφ ne 
hange rien : il su�t de 
onsidérer les



150 CHAPITRE 8. FONCTIONNELLES GÉNÉRATRICESdiagrammes amputés, 
e qui 
orrespond à enlever
~ ∆ (propagateur externe)× J

~qui n'apporte pas de puissan
e ~.



Chapitre 9Identités de Ward en QED
9.1 Les identités de Ward dans la formulation 
anonique9.1.1 Preuve formelleConsidérons le 
ourant éle
tromagnétique

jρ(x) = e : ψ̄(x)γρψ(x) : (9.1)qui est 
onservé :
∂ρjρ(x) = 0 .Cal
ulons à présent la quadri-divergen
e d'une fon
tion de 
orrélation arbitraire entre 
e
ourant, un nombre arbitraire n de paires de 
hamps de fermions et d'antifermions et p
hamps éle
tromagnétiques :

∂ρ
x < Ω|Tjρ(x)ψ(x1)ψ̄(y1) · · · ψ̄(yn)Aρ1(z1) · · ·Aρp(zp)|Ω >

=
n∑

i=1

< Ω|T{[j0(x), ψ(xi)]δ(x
0 − x0

i )ψ̄(yi) + ψ(xi)[j0(x), ψ̄(yi)]δ(x
0 − y0

i )}

×ψ(x1)ψ̄(y1) · · · ̂ψ(xi)ψ̄(yi) · · ·Aρp(zp)|Ω >

+

p∑

j=1

< Ω|Tψ(x1) · · · ψ̄(yn)Aρ1(z1) · · · [j0(x), Aρj
(zj)]δ(x

0 − z0
j ) · · ·Aρp(zp)|Ω > , (9.2)où le symbole ̂ dénote l'absen
e des termes 
orrespondants. Le membre de droite de l'équa-tion (9.2) est obtenu à 
ause du fait que le T -produit fait intervenir des termes typiquesen

θ(x0 − xi)jρ(x)ψ(xi) + θ(x0
i − x0)ψ(xi)jρ(x) ,et l'a
tion de ∂x sur 
es termes donne

δ(x0 − x0
i ) (j0(x)ψ(xi) − ψ(xi)j0(x)) = δ(x0 − x0

i )[j0(x), ψ(xi)] .La quanti�
ation 
anonique impose que
[j0(x), ψ(x′)] δ(x0 − x′

0
) = −e ψ(x)δ4(x− x′) (9.3)

[j0(x), ψ̄(x′)] δ(x0 − x′
0
) = +e ψ̄(x)δ4(x− x′) (9.4)

[j0(x), Aρ(x
′)] δ(x0 − x′

0
) = 0 . (9.5)151



152 CHAPITRE 9. IDENTITÉS DE WARD EN QEDPreuve:L'égalité (9.5) est immédiate.Les deux autres égalités se démontrent en partant de j0(x) = e : ψ+(x)ψ(x) : . En
x0 = x′0, on a

[ψ+(x)ψ(x), ψ(x′)] = ψ+(x)ψ(x)ψ(x′) − ψ(x′)ψ+(x)ψ(x)

= ψ+(x)ψ(x)ψ(x′) + ψ+(x)ψ(x′)ψ(x) − ψ(x′)ψ+(x)ψ(x) − ψ+(x)ψ(x′)ψ(x)

= ψ+(x) {ψ(x), ψ(x′)}︸ ︷︷ ︸−{ψ(x′), ψ+(x)}︸ ︷︷ ︸ψ(x) = −ψ(x)δ3(~x ′ − ~x) .

0 δ3(~x ′ − ~x)De même, en x0 = x′0,

[ψ+(x)ψ(x), ψ̄β(x′)] =

(
ψ+

α (x){ψα(x), ψ+
β′(x

′)} − {ψ+
α (x), ψ+

β′(x
′)}

︸ ︷︷ ︸
ψα(x)

)
γ0

β′β

0

= ψ+
α (x)δαβ′δ′(~x− ~x ′)γ0

β′β

= ψ̄β(x)δ3(~x− ~x ′) .Remarque:Les relations (9.3), (9.4) et (9.5) expriment le fait que ψ, ψ̄ et A 
réent des quanta de 
hargeéle
trique Q =
∫
j0(~x, t)d

3x égales à −e, e, 0 respe
tivement.On obtient don
 �nalement, d'après (9.2)
∂ρ

x < Ω|Tjρ(x)ψ(x1)ψ̄(y1) · · ·ψ(xn)ψ̄(yn)Aρ1(z1) · · ·Aρp(zp)|Ω >

= e < Ω|Tψ(x1)ψ̄(y1) · · ·ψ(xn)ψ̄(yn)Aρ1(z1) · · ·Aρp(zp)|Ω >
n∑

i=1

[δ4(x− yi) − δ4(x− xi)](9.6)qui forment les identités de Ward générales.9.1.2 Identité de Ward pour le propagateur du photonDans le 
as du propagateur 
omplet du photon, en utilisant le fait que le photon se 
ouplepon
tuellement à l'éle
tron, on peut é
rire
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e qui s'é
rit
Gρσ(x− y) = G(0)

ρσ (x− y) − i

∫
d4x′G

[0]
ρσ′(x− x′) < Ω|Tjσ′(x′)Aσ(y)|Ω >propagateur 
omplet propagateur libre (9.7)En appliquant l'identité (9.6) au 
as n = 0, p = 1, on obtient alors

∂ρ
x Gρσ(x− y) = ∂ρ

x G
[0]
ρσ(x− y) . (9.8)Preuve:

∂ρ
xG

[0]
ρσ′(x− x′) = −∂ρ

x′G
[0]
ρσ′(x− x′)don


∂ρ
x

∫
d4x′G

[0]
ρσ′(x− x′) < Ω|Tjσ′(x′)Aσ(y)|Ω >

= −
∫
d4x′ ∂ρ

x′G
[0]
ρσ′(x− x′) < Ω|Tjσ′(x′)Aσ(y)|Ω > .En intégrant par partie, la dérivée du deuxième terme du se
ond membre de (9.7) s'é
rit ainsi

i

∫
d4x′G

[0]
ρσ′(x− x′) ∂x′ < Ω|Tjσ′(x′)Aσ(y)|Ω >= 0par appli
ation de l'identité de Ward
∂ρ

x′ < Ω|Tjσ′(x′)Aσ(y)|Ω > = 0 ,
e qui prouve le résultat.En jauge 
ovariante arbitraire, le propagateur du photon s'é
rit, d'après (1.58) :
G[0]µν(k) = D̃µν

F (k) =
−i

k2 + iε

(
gµν − (1 − ξ)

kµkν

k2

)
.Considérons l'amplitude photon-photon 1-parti
ule irrédu
tible amputée et posons, en a

ordave
 la page 92,
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ν
q

1PI
≡ iΠµν(q) .On paramètre Πµν sous la forme

Πµν(k) = T µνΠ(k2)k2 + LµνL(k2)k2 (9.9)ave
 les proje
teurs transverse
T µν = gµν − kµkν

k2
, (9.10)



154 CHAPITRE 9. IDENTITÉS DE WARD EN QEDqui véri�e T µνkν = 0 , et longitudinal
Lµν =

kµkν

k2
(9.11)qui véri�e Lµνkν = kµ, que nous avions déjà étudiés page 27. Rappelons qu'ils obéissent,
omme tous les proje
teurs, aux relations

T µνTνρ = T µ
ρ et LµνLνρ = Lµ

ρainsi qu'à la relation de 
omplétude
gµν = T µν + Lµν .En terme de 
es proje
teurs, le propagateur libre s'é
rit

G[0]µν(k) =
−i

k2 + iε
[T µν + ξ Lµν ] .Cal
ulons le propagateur 
omplet, dont le développement en terme de l'amplitude photon-photon 1-parti
ule irrédu
tible amputée peut s'é
rire symboliquement
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++ + · · ·
e qui se traduit par

Gµν(k) =
−i

k2 + iε
(T µρ + ξLµρ)

[
g ν

ρ + i
(
T ν′

ρ Π(k2)k2 + L ν′

ρ L(k2)k2
)(

−iT
ν

ν′

k2
− iξ

L ν
ν′

k2

)
+ . . .

]

=
−i

k2 + iε
(T µρ + ξLµρ)

[
g ν

ρ +
(
Π(k2) + Π(k2)2 + · · ·

)
T ν

ρ +
(
L(k2) + L(k2)2 + · · ·

)
L ν

ρ

]don

Gµν(k) = − i

k2 + iε
T µν

[
1 + Π(k2) + Π(k2)2 + · · ·

]
− i

k2 + iε
ξLµν

[
1 + L(k2) + L(k2)2 + · · ·

]

=
−i

k2 + iε

[
T µν

1 − Π(k2)
+ ξ

Lµν

1 − L(k2)

]
.D'après l'identité de Ward (9.8), kµG

µν(k) = kµG
[0]µν(k), i.e., puisque kµT

µν = 0 et kµL
µν =

kν ,
1

1 − L(k2)
= 1 , d'où L(k2) = 0
e qui justi�e l'équation (7.15). AinsiLe diagramme 1 parti
ule-irrédu
tible est purement transverse : seule la par-tie transverse de propagateur est a�e
tée par les 
orre
tions radiatives, et nedépend pas de la jauge. Le propagateur photonique 
omplet s'é
rit

Gµν(k) =
−i

k2 + iε

[
T µν

1 − Π(k2)
+ ξ Lµν

] (9.12)



9.1. LES IDENTITÉS DE WARD DANS LA FORMULATION CANONIQUE 1559.1.3 Self-énergie et vertexLa fon
tion de vertex 
omplète qui dé
rit le 
ouplage photon-éle
tron peut s'é
rire
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q

q

1PIρ

ρ

p′En notant Vρ(p
′, p) la fon
tion de vertex 
omplète, 
e
i se traduit par
−ie(2π)4 δ4(p′ − p− q) Vρ(p

′, p)

= Gρρ′(q)︸ ︷︷ ︸ × S(p′)︸ ︷︷ ︸ × (−ieΓρ(p′, p)︸ ︷︷ ︸) × S(p) (9.13)propagateur
omplet duphoton propagateur
omplet del'éle
tron vertex amputé (9.14)Contra
tons ave
 qρ. Comme qρGρρ′(q) = qρG
[0]
ρρ′(q) d'après l'identité de Ward (9.8), onobtient don


−ie(2π)4 δ4(p′ − p− q) qρG[0]
ρσ(q)S(p′)Γρ(p

′p)S(p)

= −iqρG[0]
ρσ(q)

∫
d4x d4x1 d

4y1 e
i(p′·x1−p·y1−q·x) < Ω|Tjσ(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|Ω > . (9.15)Or qρG

[0]
ρσ(q) ∼ qσ don
 G[0]

ρσ(q) ne parti
ipe pas à l'équation pré
édente, que l'on peut don
en
ore é
rire, en intégrant par partie,
−ie(2π)4δ4(p′ − p− q)S(p′)qρΓρ(p

′, p)S(p)

= −
∫
d4x d4x1 d

4y1 e
i(p′·x1−p·y1−q·x)∂ρ

x < Ω|Tjρ(x)ψ(x1)ψ̄(y1)|Ω >

= −e
∫
d4x d4x1 d

4y1 e
i(p′·x1−p·y1−q·x) < Ω|Tψ(x1)ψ̄(y1)|Ω >

×
[
δ4(x− y1) − δ4(x− x1)

]



156 CHAPITRE 9. IDENTITÉS DE WARD EN QEDoù l'on a utilisé l'identité de Ward (9.6) dans le 
as n = 1 et p = 0. Nous obtenons don

−ie(2π)4δ4(p′ − p− q)S(p′)qρΓρ(p

′, p)S(p)

= −e
∫
d4x d4x1 d

4y1

[
eip′·(x1−y1)+i(p′−p−q)·y1δ4(x− y1)

−eip·(x1−y1)+i(p′−p−q)·x1δ4(x− x1)
]
< Ω|Tψ(x1)ψ̄(y1)|Ω > .En utilisant l'invarian
e par translation de S(x− y) =< Ω|Tψ(x)ψ̄(y)|Ω >, on obtient

−ieS(p′)qρΓρ(p
′, p)S(p) = e(S(p) − S(p′)) (9.16)qui s'é
rit en
ore

−i qρ Γρ(p
′, p) = S−1(p′) − S−1(p)

= −i{[/p′ −m− Σ(p′)] − [/p−m− Σ(p)]} (9.17)En parti
ulier, à l'ordre le plus bas dans la 
harge e, puisque Γρ(p
′, p) = γµ, 
ette égalité seréduit don
 à

−i/q = −i(/p′ − /p) (9.18)qui est trivialement satisfaite puisque q = p′ − p.Il su�t maintenant de di�éren
ier (9.17) par rapport à p′ρ en q = 0 pour obtenir :
Γρ(p, p) = i

∂

∂pρ
S−1(p) . (9.19)Comme

Γρ(p
′, p) →

p′−p→0
Z−1

1 γρ (renormalisation du vertex)et
S(p) ∼ iZ2

/p−m
au voisinage du p�le p = m,on déduit immédiatement de l'identité de Ward (9.19) que
Z1 = Z2 . (9.20)Les identités de Ward pré
édentes peut s'é
rire symboliquement sous la forme :

qρ ·

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

p

q

1PI

p′

amputé
ρ

= e



(

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

1PI

amputé
p′

)−1

−
(

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

1PI

amputé
p

)−1

(9.21)



9.2. IDENTITÉ DE WARD EN FORMULATION FONCTIONNELLE 157
pour (9.17) qui s'é
rit

qρ(−ieΓρ) = e
(
S−1(p′) − S−1(p)

)
,ou en
ore, pour (9.16),

qρ ·

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

p

1PI

p′

amputé ρ
= e

(

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

1PI

amputé
p′

−

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

1PI

amputé
p

)

(9.22)Dans le 
as où les deux fermions sont sur 
ou
he de masse, on déduit de (9.17) que
qρ Γρ(p

′, p) = 0 e− sur 
ou
he . (9.23)Ce
i peut se 
omprendre fa
ilement grâ
e à la formule de rédu
tion : le membre de gau
he del'identité (9.22) 
orrespond à un élément de matri
e S après avoir extrait le résidu du doublep�le i
√

Z2

/p′−m
i
√

Z2

/p−m
(la 
ontra
tion qρ 
orrespond à avoir simplement rempla
é la polarisation ερpar qρ). Le membre de droite est la somme de deux termes qui possèdent 
ha
un un p�lesimple mais pas de double p�le. D'où le résultat.Cette relation est en pratique l'une des plus importantes 
onséquen
es des identités deWard. Elle se généralise aisément au 
as où l'amplitude 
onsidérée 
omporte plusieurs lignesfermioniques et photoniques externes, en utilisant (9.6) ave
 un nombre non nul p de 
hampsphotoniques. La seule 
ondition à satisfaire pour que la 
ontra
tion de l'impulsion d'un photonarbitraire ave
 l'amplitude soit nulle est que les lignes externes fermioniques soient sur 
ou
hede masse. En revan
he, les lignes photoniques peuvent être hors 
ou
he. Ce
i vient du faitque les photons n'ont pas de 
harge éle
trique, 
omme nous en avons déjà fait la remarquejuste avant (9.6). Cette extension de (9.23) reste valable dans les théories de Yang-Mills,à 
ondition que toutes les pattes externes (fermions et bosons), hormis 
elle sur laquelle on
ontra
te, soient sur 
ou
he de masse . Cette 
ontrainte supplémentaire vient du fait que lesbosons de jauge sont eux-même 
hargés.9.2 Identité de Ward en formulation fon
tionnelleConsidérons la fon
tionnelle génératri
e déjà dis
utée de façon générale dans la partie 8.3,que nous appliquons à présent au 
as de QED :

Z[η, η̄, J ] = N

∫
DAµ Dψ̄ Dψ ei

R

Leff dx (N : normalisation pour que Z(0) = 1)
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Leff = −1

4
FµνF

µν + iψ̄γµ (∂µ + ieAµ)ψ −mψ̄ψ − 1

2ξ
(∂µAµ)2 + Jµ Aµ + η̄ ψ + ψ̄ η . (9.24)La présen
e des trois termes de sour
e dans le lagrangien Leff brise l'invarian
e de jauge. Enrevan
he les observables physiques, 
al
ulables à l'aide de Z, sont invariantes de jauge. Ce
ipermet d'é
rire une équation di�érentielle pour Z.Considérons don
 une transformation de jauge in�nitésimale





Aµ → Aµ + ∂µΛ
ψ → ψ − ieΛψ
ψ̄ → ψ̄ + ieΛψ̄

(9.25)(on a posé α = eΛ en 
omparaison de la page 31 : 
'est purement 
onventionnel).Sous 
ette transformation, le terme de �xation de jauge et les termes de sour
es se trans-forment. En revan
he les trois premiers termes de Leff sont invariants de jauge. Z est don
modi�é par un terme en
c = e

i

∫
dx[−1

ξ
(∂µAµ)⊓⊔Λ + Jµ∂µΛ − ieΛ(η̄ψ − ψ̄η)](à l'ordre linéaire en Λ), qui s'é
rit en
ore, en intégrant par partie,

c = 1 + i

∫
dx

[
−1

ξ
⊓⊔ (∂µAµ) − ∂µJµ − ie(η̄ψ − ψ̄η)

]
Λ(x) .L'invarian
e de Z s'é
rit don


[
−1

ξ
⊓⊔ (∂µAµ) − ∂µJµ − ie(η̄ψ − ψ̄η)

]
Z = 0 . (9.26)Cette équation peut en
ore se mettre sous la forme d'une équation di�érentielle fon
tion-nelle. En faisant 




ψ → 1

i

δ

δη̄

ψ̄ → −1

i

δ

δη

Aµ → 1

i

δ

δJµ

(9.27)et en utilisant
η̄ψ − ψ̄η = η̄ψ + ηψ̄ ,on obtient [

i

ξ
⊓⊔∂µ δ

δJµ
− ∂µJµ − e

(
η̄
δ

δη̄
− η

δ

δη

)]
Z(η̄, η, J) = 0 . (9.28)qui est l'identité de Ward sous forme fon
tionnelle.
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 la forme usuelle de l'identité de Ward, on peut immédiatementretrouver le fait que seule la partie transverse du propagateur du photon est habillée parl'intera
tion. Di�érentions (9.28) par rapport à J et faisons J = η = η̄ = 0. On obtient alors
i

ξ
∂2∂µ δ2Z[0]

δJµ(x)δJν(y)
= ∂νδ(x− y)Or le propagateur 
omplet s'é
rit, d'après la relation (1.45),

Gµν(x, y) =

(
−i δ

δJµ(x)

)(
−i δ

δJν(y)

)
Z[η, η̄, J ]

∣∣∣∣
η=η̄=J=0

= − δ2

δJµ(x)δJν(y)
Z

∣∣∣∣
0

,d'où l'on déduit
− i

ξ
∂2∂µGµν(x, y) = ∂νδ(x− y)qui s'é
rit dans l'espa
e de Fourier, puisque pµ = i∂µ,

i

ξ
k2kµGµν(k) = kν .En posant

Gµν(k) =
−i

k2 + iε

[
TµνA(k2) + ξB(k2)Lµν

]où T µν et Lµν sont les proje
teurs transverses et longitudinaux rappelés en (9.10) et (9.11),on 
onstate immédiatement que B(k2) = 1 : on retrouve le résultat déjà établi page 154.L'équation satisfaite par Z peut fa
ilement être traduite en terme de la fon
tionnelle
W = i lnZ des fon
tions de Green 
onnexes que nous avons dé�nie en (8.27).

[
ie

(
η̄
δ

δη̄
− η

δ

δη

)
+

1

ξ
⊓⊔∂µ δ

δJµ

]
W (Jµ, η̄, η) = ∂µJµ . (9.29)On peut à présent en déduire les 
ontraintes satisfaites par Γ, la fon
tionnelle génératri
edes vertex propres (voir 
hapitre 8), en e�e
tuant une transformation de Legendre dé�nie par(8.33). Rappelons que

Γ(Aµ, ψ̄, ψ) = −W (Jµ, η̄, η) −
∫
d4x

(
AµJ

µ + η̄ψ + ψ̄η
)
,les variables 
onjuguées véri�ant





Aµ = −δW
δJµ

Jµ = − δΓ

δAµ

ψ = −δW
δη̄

η̄ = +
δΓ

δψ

ψ̄ = +
δW

δη
η = −δΓ

δψ̄
.



160 CHAPITRE 9. IDENTITÉS DE WARD EN QEDOn en déduit l'identité de Ward satisfaite par la fon
tionnelle génératri
e propre :
∂µ δΓ

δAµ
− ie

(
δΓ

δψ
ψ − δΓ

δψ̄
ψ̄

)
− 1

ξ
⊓⊔∂µAµ = 0 . (9.30)En di�érentiant 
ette équation, on peut maintenant obtenir des relations entre les fon
tionsde 
orrélation 1 parti
ule irrédu
tibles.Exemple:Nous allons établir l'identité de Ward usuelle (9.17). Di�érentions (9.30) par rapport à

ψ(x1) et ψ̄(y1). En utilisant
δ

δψ(x1)

[
δΓ

δψ(z)
ψ(z) − δΓ

δψ̄(z)
ψ̄(z)

]
= −δ(x1 − z)

δΓ

δψ(z)
− δ2Γ

δψ(x1)ψ̄(z)
ψ̄(z) (9.31)on obtient, en prenant garde au 
ara
tère anti
ommutant des variables,

δ2

δψ̄(y1) δψ(x1)

[
δΓ

δψ(z)
ψ(z) − δΓ

δψ̄(z)
ψ̄(z)

] (9.32)
= −δ(x1 − z)

δ2Γ

δψ̄(y1) δψ(z)
− δ2Γ

δψ(x1)ψ̄(z)
δ(y1 − z)La dérivée fon
tionnelle de (9.30) par rapport à ψ(x1) et ψ̄(y1) en ψ̄ = ψ = Aµ = 0 
onduitdon
 à

∂µ
z

δ3Γ[0]

δAµ(z) δψ̄(y1) δψ(x1)
= ie

(
−δ(x1 − z)

δ2Γ[0]

δψ̄(y1) δψ(z)
+ δ(y1 − z)

δ2Γ[0]

δψ̄(z) δψ(x1)

)
.En utilisant la relation (8.37) entre la dérivée se
onde de Γ et le propagateur, et le lien établien (8.46) entre dérivée la troisième de Γ et la fon
tion de 
orrélation 1PI à 3 parti
ules, onpeut don
 é
rire

i ∂µ
z < Ω|TAµ(z)ψ(x) ψ̄(y)|Ω >1PI= i e

[
iδ(x1 − z)S−1(y1 − z) − iδ(y1 − z)S−1(z − x1)

](9.33)La représentation de Fourier (8.31),
S(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
S(p) e−ip·(x−y)
onduit à

S−1(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
S−1(p) e−ip·(x−y) (9.34)En 
ombinant 
ette expression ave
 la représentation de Fourier (8.47), la relation (9.33)devient

i e qµ Γµ(p′, p))

= −e
[
δ(x1 − z)

∫
d4p′

(2π)4
S−1(p′) e−ip′·(y1−z) − δ(y1 − z)

∫
d4p

(2π)4
S−1(p) e−ip·(z−x1)

]

= −e
[∫

d4p

(2π)4

d4p′

(2π)4
S−1(p′) eip·(x1−z)−ip′·(y1−z) −

∫
d4p

(2π)4

d4p′

(2π)4
S−1(p) eip·(x1−z)−ip′·(y1−z)

](9.35)
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−i qµ Γµ(p′, p) = S−1(p′) − S−1(p)qui est bien en a

ord ave
 le résultat obtenu plus haut en (9.17).
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Chapitre 10Renormalisation des théories deYang-Mills et symétrie BRSTDans le 
hapitre 7, nous avons étudié en détail la renormalisation des théories des 
hampss
alaires et des théories de jauge abéliennes (QED). En parti
ulier, la renormalisation deQED repose sur les identités de Ward, développées dans le 
hapitre 9, 
onséquen
es dire
tesde l'invarian
e de jauge. Nous allons à présent étudier la renormalisation des théories de jaugenon abéliennes, dont QCD est l'ar
hétype. En parti
ulier, nous verrons que les fon
tions de
orrélation de QCD sont sujettes à des identités de Slavnov-Taylor, analogues des identitésde Ward de QED. Nous les établirons en utilisant la symétrie BRST.10.1 QCD en théorie des perturbations renormaliséeNous avons vu dans le 
hapitre 3 que le lagrangien des théorie de Yang-Mills prend laforme, après quanti�
ation en jauge 
ovariante,
L0(A,ψ, c, g,m, ξ) = −1

4
F a

µνF
aµν + c̄a∂µDµc

a + ψ̄i /Dψ −mψ̄ψ − 1

2ξ
(∂µAa

µ)
2 (10.1)

= − 1

4

(
∂µAa

ν − ∂νA
a
µ

)
(∂µAaν − ∂νAaµ) − 1

2ξ
(∂µAa

µ)2 + c̄a⊓⊔ca + ψ̄(i/∂ −m)ψ

− g

2
fabc

(
∂µAa

ν − ∂νA
a
µ

)
AbµAcν − g2

4
fabcf cdeAa

µA
b
νA

cµAdν + g ψ̄ ta /Aψ − gfabc∂
µc̄aAb

µc
cLes trois premiers termes 
orrespondent aux parties 
inétiques des gluons, des fant�mes etdes quarks. Les quatre derniers termes 
orrespondent aux termes d'intera
tion à 3 gluons, 4gluons, fant�mes-gluon et quark-gluon. Ils ont pour dimensions respe
tives :


ouplage à3 gluons

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2p�le

1 PI1 PI

1PI
1PI

amputé1 PI −igfabc ∂µA
a
νA

bµAcν 3d−2
2

+ 1 + [g]163
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ouplage à4 gluons

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2p�le

1 PI1 PI

1PI
1PI

amputé1 PI −i1
4
g2fabcfadeA

b
µ A

c
ν A

dµAeν 4d−2
2

+ 2 [g]


ouplagefant�me-gluon

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2p�le

1 PI1 PI

1PI
1PI

amputé1 PI −i gfabc∂
µc̄aA

b
µcc 2d−2

2
+ d−2

2
+ 1 + [g] = 3d−2

2
+ 1 + [g]
ouplagequark-gluon

PSfrag repla
ements

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2p�le

1 PI1 PI

1PI
1PI

amputé1 PI i gAa
µψ̄γ

µtaψ 2d−1
2

+ d−2
2

+ [g] = 3d−2
2

+ 1 + [g] .(10.2)En é
rivant que 
es termes doivent être de dimension d, on en déduit que
[g] = 2 − d

2
(10.3)qui est sans dimension pour d = 4. La théorie est don
 renormalisable en d = 4. Ce
i seravrai si l'on peut démontrer que les 
ontre-termes sont renormalisables (
e qui est vrai d'aprèsl'analyse faite page 104) et préservent la symétrie de jauge, à tous les ordres en perturbation.

10.1.1 Lagrangien renormaliséL'appro
he est identique à 
elle suivie pour les théories s
alaire page 99 et pour QEDpage 109. Rappelons-en la logique.Le 
al
ul d'observables physiques dans la théorie des perturbations basée sur le lagrangiennu (10.1) donne des quantités divergentes dans l'UV. L'idée de la théorie des perturbationsrenormalisée est de réé
rire le lagrangien nu (10.1), exprimé en terme de 
hamps et de para-mètres nus, en terme de 
hamps et de paramètres renormalisés, dé�nis de sorte que la théoriedes perturbations ainsi dé�nie devienne �nie ordre par ordre en perturbation. Les divergen
esqui ont disparues sont absorbées dans des 
onstantes de renormalisation notées générique-ment Z, qui permettent de passer des 
hamps et paramètres nus au 
hamps et paramètresrenormalisés. La façon exa
te dont 
es divergen
es sont absorbées dans 
es fa
teurs Z dépenddu s
héma de renormalisation utilisé (sur-
ou
he, hors-
ou
he, MS, MS, ...), 
omme nous leverrons dans le 
hapitre 11.Dans le 
as du s
héma sur-
ou
he, qui était le s
héma impli
ite dans lequel nous avonsraisonné dans le 
hapitre 7, les 
orre
tions radiatives aux propagateurs sont absorbées desorte que 
eux-
i aient la forme, au voisinage de la 
ou
he de masse, de propagateurs libresave
 masses renormalisées. L'absen
e de modi�
ation du résidu du propagateur au voisinagede la masse physique suppose don
 de dé�nir les 
hamps renormalisés en fon
tion des 
hampsnus de la même façon que l'on relie les 
hamps asymptotiques aux 
hamps nus (
omparer(5.1) et (7.28)). On garde 
onventionnellement 
ette relation, quelque soit le s
héma de re-normalisation utilisé, et l'on pose don
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Aa

0µ = Z
1/2
3 Aa

Rµ
, ca0 = Z̃

1/2
3 caR , c̄a0 = Z̃

1/2
3 c̄aR

ψ0 = Z
1/2
2 ψR , ψ̄0 = Z

1/2
2 ψ̄R . (10.4)Pour éviter toute 
onfusion, nous pré
isons i
i les notations en mettant un indi
e 0 devantles quantités nues, et un indi
e R pour les quantités renormalisées. Le lagrangien s'é
ritmaintenant

L0(A0, ψ0, c0, g0, m0, ξ0) = − 1

4
Z3

(
∂µAa

Rν − ∂νA
a
Rµ

)
(∂µAaν

R − ∂νAaµ
R ) − 1

2ξ
Z3 (∂µAa

Rµ)2

+Z̃3 c̄
a
R⊓⊔caR + Z2 ψ̄R(i/∂ −m0)ψR − 1

2
g0 f

abc(Z3)
3/2
(
∂µAa

Rν − ∂νA
a
Rµ

)
Abµ

R A
cν
R

−1

4
g2
0 Z

2
3 f

abcf cdeAa
RµA

b
RνA

cµ
R A

dν
R + g0 Z2 Z

1/2
3 ψ̄R t

a /AR ψR − g0 fabc Z̃3 Z
1/2
3 ∂µc̄aRA

b
Rµc

c
R . (10.5)On redé�nit les paramètres du lagrangien suivant

g0 = Zg gR , ξ0 = Zξ ξR , m0 = ZmmR , (10.6)et l'on pose
Z1 = Zg Z

3/2
3 , Z4 = Z2

g Z
2
3 , Z̃1 = Zg Z̃3 Z

1/2
3 , ZF

1 = Zg Z2 Z
1/2
3 , (10.7)
e qui permet de réé
rire le lagrangien nu sous la forme

L(A0, ψ0, c0, g0, m0, ξ0) = L(AR, ψR, cR, gR, mR, ξR) + Lcontre−termes (10.8)ave

L(AR, ψR, cR; gR, nR, ξR) = −1

4

(
∂µA

a
Rν − ∂νA

a
Rµ

)2 − 1

2 ξR

(
∂µAa

Rµ

)2

+c̄aR ⊓⊔ caR + ψ̄R(i/∂ −mR)ψR − 1

2
gR f

abc
(
∂µA

a
Rν − ∂νA

a
Rµ

)
Abµ

R A
cν
R

−1

4
g2

R f
abcf cdeAa

Rµ
Ab

RνA
cµ
R A

dν
R + gR ψ̄Rt

a/ARψR − gR fabc ∂
µc̄aRA

b
Rµc

c
R (10.9)et

Lcontre−termes = −(Z3 − 1)
1

4

(
∂µA

a
Rν − ∂νA

a
Rµ

)2 − (Z3Z
−1
ξ − 1)

1

2ξR

(
∂µAa

Rµ

)2
+ (Z̃3 − 1)c̄aR⊓⊔caR

+(Z2 − 1)ψ̄R i /∂ ψR − (Zm Z2 − 1)mR ψ̄RψR − (Z1 − 1)
gR

2
fabc

(
∂µA

a
Rν − ∂νA

a
Rµ

)
Abµ

R A
cν
R (10.10)

−(Z4 − 1)
g2

R

4
fabcf cdeAa

RµA
b
Rν
Acµ

R A
dν
R + (ZF

1 − 1)gR ψ̄R t
a/AR ψR − (Z̃1 − 1)gR fabc ∂

µc̄aRA
b
Rµc

c
R .Dans la suite, on enlèvera, pour simpli�er l'é
riture, les indi
es R. Il est don
 sous-entenduà partir de maintenant que les quantités utilisées (
hamps, paramètres) sont les quantitésrenormalisées.Remarques:

• Au niveau 
lassique, nous avions 
onstaté lors de la 
onstru
tion des théories de Yang-Mills au 
hapitre 2 que le 
ouplage g est universel. Qu'en est-il après renormalisation ? Les
orre
tions quantiques préservent-elles 
ette stru
ture ? L'un des but de 
e 
hapitre est demontrer que 
ette universalité est e�e
tivement 
onservée.
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• D'autre part, les 
ontre-termes (10.10) sont invariants de jauge, à l'ex
eption du terme

(Z3Z
−1
ξ − 1)

1

2ξ
(∂µAa

µ)2.La renormalisabilité de la théorie suppose par dé�nition que l'invarian
e de jauge doit êtrepréservée après renormalisation, et don
 que 
e 
ontre-terme qui brise l'invarian
e de jaugedoit s'annuller.Conséquen
es de 
es remarques :
• l'uni
ité de la 
onstante de 
ouplage impose

Zg = Z1Z
−3/2
3 = Z

1/2
4 Z−1

3 = Z̃1Z̃
−1
3 Z

−1/2
3 = ZF

1 Z
−1
2 Z

−1/2
3 . (10.11)Ces relations, analogues de l'identité de Ward (9.20), portent le nom d'identités de Slavnov-Taylor.

• l'annulation du 
ontre-terme non invariant de jauge entraine la relation
Z3 = Zξ . (10.12)Nous démontrerons plus loin 
es relations à l'aide de la symétrie BRST.10.1.2 Comptage de puissan
eE�e
tuons un 
omptage de puissan
e a�n de déterminer quels sont les graphes qui di-vergent super�
iellement. Le 
omptage dimensionnel (10.2) a montré que [g] = 0 à 4 dimen-sions, d'après (10.3). L'analyse faite en (7.24) montre don
 qu'à 4 dimensions

D = 4 − EBosons −
3

2
Efermions.Cette formule doit être légèrement modi�ée. En e�et, la règle de Feynman

PSfrag repla
ements

c

a, µ

b

état à une parti
uleétats liésétats à deux parti
ules ou plus
oupurep�le isolép�les dus à des états liésplan
amputé1 PI

type 1type 2
p�le

1 PI1 PI

1PI

p

1PI

amputé
1 PI −gfabcpµ ,qui dé
rit le 
ouplage fant�me-gluon, fait intervenir l'impulsion pµ uniquement pour le fan-t�me qui porte le nombre quantique de fant�me sortant du vertex. Ce
i modi�e don
 la règlede 
omptage pour les lignes de fant�mes externes : la moitié des lignes internes de fant�mesadja
entes à des lignes de fant�me externes ne 
ontribuent pas au 
omptage des impulsions
pµ au numérateur. Le degré de divergen
e D est don
 surestimé par un fa
teur Efant.

2
. D'où

D = 4 − EGluons −
3

2
(Efant. + Efermions) . (10.13)


