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Chapitre 1

Intégrale de chemin et méthodes
fonctionnelles

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord relier la mécanique quantique usuelle basée
sur ’algebre des opérateurs a ’approche de Feynman en terme d’intégrale sur des chemins
classiques.

La généralisation au cas des systémes possédant un nombre infini de degrés de liberté
nous permettra alors de donner une formulation de la théorie quantique des champs en tant
qu’intégrale fonctionnelle sur des champs classiques.

Nous terminerons ce chapitre par une discussion détaillée de la quantification de 1’électro-
magnétisme dans le formalisme fonctionnel, comme préambule a la quantification des théories
de jauge non-abéliennes qui sera examinée plus loin.

1.1 La mécanique quantique revisitée

1.1.1 Amplitude de probabilité infinitésimale

Considérons un systéme quantique (pour le moment bosonique), auquel on associe les
opérateurs @); (coordonnées) et P; (moment)

[Qi, Pj] = 10y [Qi, Qj] = [P, Pj] =0

(en théorie des champs on aura Q; — Q.(%) et P, — P,(Z) ou a symbolise un
indice d’espéce éventuel, ou un indice codant la représentation d’espace-temps du champ),
par exemple un indice spinoriel ou vectoriel, et §;; — 6(Z — §)dup).-

Dans cette représentation de Schrodinger pour 'opérateur ;, on associe une base com-
mune d’états propres |¢g >, tels que

Qi@ = Qi|Q>
avec

(dle) =0(d —q) et 1= /Hin la){ql -
De méme, on définit une base commune d’états propres |p > pour U'opérateur P;, tels que

Pi|p) = pi|p)
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avec

('lpy =o' —p) et ﬂz/Hdpi Ip)(p

La relation de commutation
[QZ7 ] - 7,]

conduit alors a 1
— eiiPi
(qlp) || N

Afin d’alléger les notations, on considérera dans la suite un systéme possédant une seule
dimension d’espace, la généralisation aux systémes a plusieurs dimensions étant immeédiate.
Les opérateurs en représentation d’Heisenberg sont donnés par

Q(t) — 6z‘Ht Q 6—th
{ P(t) — ethPe—th (11)

ou H est I'hamiltonien complet. Les états propres de @Q;(t) et P;(t) sont

{ lg,t) = "'|q)

Ip,t) = e'|p)

Remarque:

Il ne faut pas confondre I’état propre |q,t) de Q;(t) avec |q(t)) = e "!|q) qui représente
I’évolution de ’état propre |¢) de @@ dans la représentation de Schrédinger. Dans ce dernier

| W10l = (¢ ®IQla®)

dépend en général de ¢. En revanche,

(d1Qlg) = (¢, t|Q(t)|g,t) = qd(g—q)

est indépendant de ¢ puisque () est un opérateur sans dépendance explicite en t.

Les états ainsi définis satisfont

(¢ tlg;t) = d(d —q)
(' thp,t) = o(p' —p)

et

/qui|q,t><q,t| -1
/Hdpi|p,t><q,t| ~ 1

avec

(q,tIp,t) H\/% eirit (1.2)
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Supposons maintenant qu’une mesure a l'instant ¢ montre que le systéme est dans I’état |q, ).
Nous allons évaluer 'amplitude de probabilité (¢',t'|q,t) pour qu’a l'instant ¢’ il soit dans
létat |¢', t).
Considérons d’abord le cas d’une évolution infinitésimale, et notons ¢t = 7 et t' = 7 + d7.
Alors
(d 7 +drlg,7) = (¢ 7le” g, 7). (1.3)

D’aprés la représentation d’Heisenberg (1.1),

H = H(Q,P)
= ’HtH(Q, P)e "' (car [H, H] = 0)
= H(Q@), P(t))

On suppose que H est écrit (parmi toutes les possibilités) de telle sorte que tous les
opérateurs () sont a gauche des opérateurs P.

Comme e #7147 ol 1 — iHdr, on peut alors remplacer, dans le calcul de (1.3), Q;(t) et
T

P;(t) par leurs valeurs propres ¢; et p;. En insérant 'identité, on obtient

(d,7+ drlg,7) = / dp (¢, 7| e p. 7 (p, g, ) (1.7)

ou .
e HIT — U (1,7 + dr)

est 'opérateur d’évolution infinitésimal. D’aprés (1.4) et (1.2) on a donc

d 1 d P / (o
(¢, 7 +drlq, ) :/§ I (1 —iH(q', p) dr) :/ﬁ R )

1.1.2 Cas d’un hamiltonien quadratique en P

Supposons que H est de la forme H = % +V(Q,t). Alors, en réintroduisant le facteur A,

__P oo b
A¢+h(q q)p hV(q,t)AT

(¢, 7+ Atlq,T) / e (1.9)

AT (@ —q)]> mld—q? i
_ /d_pe “omh [p "TA | TR RV @ AT
2rh '

Pour assurer la convergence de cette intégrale, nous allons formellement effectuer le rempla-
cement A7 — A7(1 —ie) on e — 0.
En utilisant l'intégrale gaussienne bien connue

+o0
dx e = T
_ a

e}

I'amplitude de probabilité (1.9) devient

T\ 1/2 (C] - Q) i
me 2 1— V(q,t)AT
2  hA T h
h27rA7') e T . (1.10)

(¢ 7+ Arlg,m) = (
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. /— .
En écrivant 2% ~ ¢, on a alors

m(qd —q? . :
N iV(q,t)AT ~ i L(q,q)AT,

soit

o 1 )
me 'z 12 7 L(q, q)AT
h2m AT ¢ )

(1.11)

(¢, 7+ At|g,T) = (

1.1.3 Cohérence de ’approche

L’approche précédente satisfait la contrainte physique
< q/7T+AT|q7T > - 5(q/_q>
AT—0
Preuve:

Dans la limite A7 — 0, la relation (1.11) se réduit a

el
<q,7+07|q,T> ~ me ) 7 Y
’ ’ Ar—0 \ h2wAT '

Cette derniére expression tend vers 0(¢' — q). Ceci se vérifie aisément en considérant la trans-
formée de Fourier et en montrant qu’elle tend vers 1 dans la limite ot A7 — 0. Notons

que par la méthode de la phase oscillante, si A7 — 0 seul |¢' — ¢q| < (%)1/2 donne une
contribution non négligeable. Ce domaine correspond a 1’étalement typique du mouvement
brownien. La normalisation est automatiquement correcte par transformation gaussienne.

Examinons & présent a quelle condition la manipulation des opérateurs P et () dans H est
sous controle, et a quelle condition le remplacement de Q(t) et P(t) par leurs valeurs propres
dans e 97 est licite.

Si (¢ —q) > (%)1/2, I’amplitude de probabilité oscille fortement et la contribution
devient négligeable.

En partant de Uidentité eAT8 ~ edeBe 21481 i] g'agit donc d’examiner & quelle condition
la contribution du dernier facteur est négligeable. Cette identité s’écrit ici

i p2 . . Ar2 ﬁ
e‘ﬁ(%"'V)AT N e—%VA’T . e—%%AT . €2h2 {Zm’v}
De [%, V] = —L(PV’' 4+ V'P) on tire donc la condition :
(AT h_ , V
pyr < ZA
2om . SEST

o vV m 1 S D An
d’on 3 < SAT ~ 7-¢ dui s’écrit encore

l —qV' < V.
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Ceci est en accord avec le fait que les variations de V' doivent étre négligeables dans le voisi-
nage de ¢ et ¢’. Alors pendant A7 le transfert d’énergie est négligeable entre énergie cinétique
et potentielle.

Remarque:

La correction discutée ci-dessous est typiquement, sur le domaine |¢' — g| ~ (%)1/ ? ot
I’amplitude est non négligeable, en %PV’ ~ (25)12V'Ar, a comparer au terme dominant
en A7, qui vaut V A71/m.

. " V' (hAr\1/2 T . <1 .
Si la condition 3~ (7) < 1 est réalisée, on peut donc, dans le domaine ou ’amplitude
contribue, modifier V, par exemple en considérant la forme plus symétrique 5[V (q) + V (¢')]
au lieu de V' (q) par exemple.

Si l'on évalue expli/h qu(/T()TJFAT) dt'L(q, )], ’aprés la discussion précédente seule la région avec

un étalement en (227) 2 Contribue. A des corrections en (AT)3/2 prés, la phase de 'amplitude

de transition s’obtient & partir de 'action classique
q' (T+AT)
]cl. = / dt,L(an)
q()

obtenue en calculant 'action le long de la trajectoire classique entre (¢, 7) et (¢/,7 + AT).
Cette trajectoire classique est trés proche d’une ligne droite :

N t—t t—t,
qt') = (1+ A )q+ A4
SOit 2 +A 2
m (¢ —q) TR no mid —a)®
I 5 Ar /T dt’ V{q(t"] —— —A7V(q)

qui est bien en accord avec l'expression (1.10).

1.1.4 Amplitude finie

Evaluons maintenant < ¢’,t'|q,t > pour t < ¢’ avec t' — t fini

| | | AN |

1 I g I N1 7 |
: : : /\ ,
l l l l l 4

q I I I I I

| | | _ | | |

| | | ‘ ‘ |

l l l AT l

| | | | | |
=19 T1 Ty TN-1 TN ' =7n4
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On divise 'intervalle temporel en N intervalles :

A t—t
Thy1 — Tk = AT =
k+1 k N—|—1
Alors
(d',t'|q.t) :]\}i_rgo/d%"'dQN<q,>t,|QN>7N><QNa7_N|QN—1a7'N—1>"'<Q1>7-1|Qat>
SOit

. !

Nt1 ¢ .

Nme s 1 2 % / L(Qa Q>dt

' Hlg,t) = i dqr -+ dgy | ——— h .
<q7 |q7 > Nl—I}go/ q1 gn |:h27T(t/—t):| € t

L’action est calculée le long d’un chemin formé de lignes brisées.

Le probléme du passage a la limite N — oo est difficile’. Nous allons supposer que la
limite N — oo n’est pas pathologique, et écrire sans plus de justification

. t!
1 .
o 7_1/ dt L(q, q)
(¢, tqt) = Dq et Ji

a(t)=q
q(t')=q’

(1.12)

La mesure d’intégration sur les chemins est notée Dq. Elle inclut le produit des facteurs de
normalisation. On notera dans la suite

t/
1. o) = [ dtiia.d (1.13)
t
l'action du systéme le long du chemin ¢, avec les contraintes ¢(t) = q et ¢(t') = ¢'.
Remarques importantes:

e la formulation que nous avons obtenue de la mécanique quantique en terme d’intégrale
de chemin satisfait au principe de superposition :

/qué*’(t'*” - /dq(t")/qui”t”t”)/DQe?%I(t"’t)

qui est ’analogue du principe de Huygens.

e La limite classique correspond a i — 0. D’apreés la relation (1.12), en utilisant la méthode
de la phase stationnaire, on déduit que la trajectoire est donnée par celle correspondant a
une action extrémale (sur toute la trajectoire de ¢t a ', et non plus sur chaque trajectoire
infiniment petite de 75, & 711).

En particulier, si la trajectoire classique de ¢ a ¢’ est unique, en notant I (f, i) I'action
classique sur cette trajectoire,

(fl3) hd e fet. (1) (& une normalisation prés)
—

!Mathématiquement, I’espace des fonctions ¢(t) sur lequel on intégre est constitué des fonctions Lip-
schitziennes d’ordre 3, ie. |q(t') — q(t)] < C|t' — t|'/2, en accord avec 'étalement typique de Pamplitude
infinitésimale discutée plus haut.
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La mécanique quantique correspond donc a tenir compte des fluctuations autour de la tra-
jectoire classique.

1.1.5 Eléments de matrice d’opérateurs

Nous allons maintenant généraliser la discussion précédente au cas des éléments de matrice
d’un opérateur, noté O. Le passage de la représentation d’Heisenberg a la représentation de
Schrodinger permet d’écrire

(s, trlOW)aits) = (gsle”™ 700 HE0]g;)

En insérant I'identité et en utilisant la représentation (1.12) des amplitudes en termes d’in-
tégrales de chemin, on obtient

(g7, tr|O)|qi, ti) = /dq’dq” ﬁ(tf)—qf Dyq elaptya”t) ~ ¢"|0|¢) ﬁ(t.)_q. Dy (@ tairti)
q(t)=q" q(t)=q¢'

Supposons pour le moment que O est diagonal dans la représentation ¢ :

(¢"|0|q") = 0(¢")o(qd" — ¢')

ou O(¢') est la valeur propre correspondante de O. Alors

(a0t = [, Daet0((w)

q(t;)=aq;

Cette écriture est symbolique : ¢(t) est la valeur de ¢ sur la “tranche” ¢. En réalité O(q(t))
ne dépend pas de t, sauf si 'opérateur O(¢) a une dépendance explicite en t.

Plus généralement, si t; > to > --- alors

(a5, t7]O1(t1)Oa(ta) - - - i, ti) = /Dq e TN, [q(t1)]Oag(t2)] - - -

Dans le membre de gauche de cette relation, I’ordonancement en ¢ est essentiel, alors qu’il ne
joue aucun role dans le membre de droite. D’ou la généralisation :

(g7, t|T(O1(t1) Oa(ta) -+ )|qis ts) = /Dq e"ID0;[q(t)]Oxlq(t2)] - - (1.14)

ou T est le produit ordonné dans le temps habituel.
Remarques itmportantes:

e dans 'expression précédente, les O; sont des opérateurs alors que les O;[q(t;)] sont des
nombres.
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e insistons sur le fait que les trajectoires sur lesquelles on intégre ne satisfont pas les
équations du mouvement : a priori,

d6Ljg, 4l oL
dt  dq 0q

[q,q] # 0

ou de maniére équivalente,

6H(q(7),p(T)]
oq(T)

En revanche, la relation ¢ = ‘;—I; est satisfaite dans cette formulation Lagrangienne.

p(7) + #0

Variation de ’action

On peut varier I'action de maniére infinitésimale durant la dynamique entre ¢; et ¢4.
Exemples:

e si ’on varie le potentiel, on peut construite une fonctionnelle génératrice pour les fonc-
tions de corrélation.

e par variation des conditions aux limites : d’apreés la seconde variation de I'action de la
mécanique analytique qui consiste a effectuer des variations t et ¢ de la forme t/(t) = t+0t(¢) et
¢ (t'") = q(t)+dq(t), on obtient pour I’action la variation correspondante 6/ = [P §q— H 5t]if ,
qui ne dépend que des variations aux limites.

Dans tous les cas, on obtient immeédiatement

l

i i i .
6as, tylgits) = ﬁ/quhl(f’)M(f,z)

Notons que 61 peut en particulier dépendre d’un temps intermédiaire ¢.
L’équation de Schrédinger s’obtient comme cas particulier du résultat précédent : a la
variation ty — ¢ + 0ty correspond 01 = —H 6ty soit
i
h
qui est bien I’équation de Schrédinger pour amplitude (gr,tf|q;t;) :

oqr telai ti) = —{qp, te|H(ts)lqi ti) 6ty

)
P gl ) = a1 H (8| )

1.1.6 Formule générale pour l’'intégrale de chemin
Expression de ’amplitude

Dans le cas général ou H n’est pas quadratique en p, 'intégrale

i
——HAT+i(q —
(or+ Arjg,r) = [ TRISTHAT O
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n’est plus gaussienne. Partant de

(¢'.t']|q,t) :Nli_{ﬂm/dql"'dQN<q/7t/\QN,TN)(QN,TN|QN—1,TN—1>

~Aq1, 1ilg, )
on a, d’aprés ’expression (1.8),

;N1
7 Z(Qk — Q1) Pr—1 — H(qr, pr—1) AT

(¢ ¥]g,t) = lim /HkoHdpk
k=1

ol qo = q et gy = ¢. On introduit maintenant des fonctions ¢(7) et p(7) qui interpolent les
points qx et px, avec pour contraintes q(7x) = qi et p(mx) = px, d’ou écriture formelle :

l

! / G(r)p(r) — H(q(r),p(r)))dr

(¢ t)q,t) = /()_ Dg Dp el J: (1.16)
q%t’);g’
avec
al dpy,
Dg= 1l d t Dp=1
q ,NHEb!;E r © P= EQSI]:QWH

Notons que dans cette formulation, aucune des équations d’Hamilton n’est satisfaite : a priori,

7é 0
P
P+ G 7
Eléments de matrice

On écrit O(P(t), Q(t)) avec les opérateurs P a gauche et () a droite (convention contraire
a celle utilisée pour H). Alors

(¢, 7 +dr|O(P(t), Q(1)]q,7)

dp -1 T T))dt
:/%@/’ﬂe HQM:PE) | 2y (1 7| O(P(7), Q(7)|g, )

dp iH(q',p)dr+i(q' —q)p
— (3 T11 O .
I (v,9)

La derniére écriture est rendue nécessaire par le fait que O n’est pas a priori diagonal en q.
I1 suffit maintenant d’écrire, en supposant t' > 7,1 > t; > 17, > t,

(¢, t'|O(P(t1),Q(t1))|q, t)
= /ko+1ko<q,>t,|Qk+1>7—k+l><Qk+laTk+1|O(P(t1)>Q(tl)|QkaTk><Qk>Tk|Qat>

et d’utiliser le résultat précédent, combiné avec ’expression des amplitudes de probabilité
(1.16) pour obtenir :

= /tt lgp— H(q,p)ldr

(¢, U|O(P(t1),Q(t1))]q,t >= /q DqDpe h O(p(t1),q(t1))
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et plus généralement

— /tt lgp— H(q,p)ldr

<q',t'\T01(t1)o2(t2).-.|q,t>:/ Dq Dp el O1(t1)Os(ts) - - -

(1.17)
Nous avons formulé l'intégrale dans le cas le plus général. Il est instructif de retrouver la
formulation lagrangienne dans le cas d’un hamiltonien quadratique en P, avec un oeil éclairé.
Considérons donc un hamiltonien de la forme

1p?
H= §—+pF(q)+V(q). (1.18)
Rappelons qu’a priori I’équation ¢ = ‘5—1; (o p est I'inconnue) n’est pas satisfaite. Notons p la
H _ p

solution de cette équation. Dans le cas de notre exemple, 3 = £ + F(q) donc ¢ = % + F(q)

soit p =m(q — F(q)).

Calculons de fagon pédestre I'intégrale de chemin. En partant de la formulation de I’am-
plitude de probabilité en terme d’intégrale de chemin, en complétant le carré par rapport a
chaque pj intermédiaire et en intégrant chaque gaussienne correspondante, on obtient

(¢ ¥|g,t) = lim /HkoHdpk
=1

. N+1

% Z {(Qk — Qk—1) Pr—1 + {—%% — pre—1F(qr) — V(Qk)] AT}
xe k=1
N et 1O [ — F@) - V)] AT
= / gqu (hzmr) =
Or pr—1 = m(dx — F(qx)) donc
=mg(q— F(q)) — %m(q — F(q))* —m(¢— F(¢))F(q) — V(q)
= gm(i—F(@) ~ V(g)

soit L(qk, d) = 3m(dr — F(qr))* — V(qx). On retrouve donc bien la relation

Ce n’est pas miraculeux : lorsque ’on calcule une intégrale gaussienne, on change de variable
pour intégrer autour du point selle de 'intégrand. Le résultat de I'intégrale, au préfacteur pres,
est égal a ’exponentielle de I'intégrand calculé au point selle. Ici, en chaque 73 intermédiaire,
le point selle de p¢ — H(q, p) est donné par

0H

LR _ L. oH
5p[pq (,p)] =0 soit ¢ 5
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dont la solution en tant qu’équation pour I'inconnue p est par définition I'impulsion canonique
p. La valeur de l'intégrand en ce point est

[pg — H(q,p)l,—; = P4 — H(q,p) = L(q,q) .

Notons que I’équation de point selle est a résoudre en chaque 73 intermédiaire, ce qui permet
de définir une fonction p(7) par interpolation des points p(7y).

1.1.7 Généralisation : théoréme de Wick

Dans cette partie, nous allons nous intéresser, de maniére purement algébrique, au calcul
d’intégrales gaussiennes (ou presque gaussiennes) a plusieurs dimensions, généralisant ainsi
le type d’intégrale que nous venons de rencontrer. La justification d’un tel intérét se trouvera
naturellement donné dans la partie qui suivra.

Intégrales gaussiennes multidimensionnelles

Considérons la fonction génératrice

n 1 n
n — Z il’iAijxj + Z bZZL'Z
(A,b) = / [[doie = = (1.19)
i=1

ol A est une matrice n X n symétrique non dégénérée et b est un vecteur a n composantes.
On note \; les valeurs propres de A, et l'on supposera que Re();) > 0. Le calcul explicite
de (1.19) est immeédiat en généralisant la technique du point selle rappelée plus haut. Les
équations de point selle s’écrivent

d (1 -

soit encore
n
E Az = by
i=1

puisque A est symétrique.
La solution des équations de point selle est donnée par

Ti = Z (A_l)ij bj -
J

On effectue donc le changement de variable x; = Z; + y;. Alors
S ib (A1) b =3 Ly Ay
I(A)b) = cid ( )” ’ /dei e w2

Une matrice symétrique pouvant se diagonaliser par une transformation orthogonale, qui ne
change pas I’élément d’intégration, on obtient finalement

I(A,b) = (27)2 e b : (1.20)
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Notons que dans I'exemple unidimensionel examiné plus haut, A se réduisait & +. Si lon
’ m

pose
-3 sxidijz;

) =N [T
7

en fixant N = I(A,0)™' = (2r)™™2y/det A pour que < 1 >= 1, on peut calculer aisément
cette moyenne gaussienne par différentiation de I(A,b) par rapport au générateur b :

o d

= 2n)"*Vdet A— - —1I(Ab 1.21

< Tkt T 2 (2m) ¢ Oby,, by, (4,5) b=0 (21
) 8 Tabi(aT)b

_ . j 1.22

Bbr, by, - (122)

I(A,b) est donc une fonction génératrice des valeurs moyennes gaussiennes. De 'expression
(1.21), on déduit immédiatement le théoréme de Wick pour les intégrales gaussiennes :

-1 -1 .
Tpy " Tky) = E A A { pair). 1.23
P1 VP2 Pe—1"Pe
(Thy ke Epy kp, 1k (¢ pair) ( )
tous les
appariements par
paires de kyp---ky

Les valeurs moyennes définies précédemment sont bien sir nulles pour ¢ impair.

Développement perturbatif

Dans le cas ou les intégrales a évaluer ne sont pas gaussiennes, il n’est plus possible
en général de les calculer exactement. Cependant, lorsque l’'exposant est voisin d’une forme
quadratique, au sens ou la correction est multiple d’un petit parameétre A, il est possible
de donner un développement perturbatif systématique par rapport a A. Considérons donc

I'intégrale générique
n 1
[TLan e B0
= xT; e 7
i=1

ou V(z) est un polynome en x. On tire, en développant en série par rapport a A,

(- [T B G
k=0

qui se calcule ordre par ordre grace au théoréeme de Wick.

—-AV

Variables bosoniques complexes

Dans le cas ot les variables sont complexes (ex. : bosons chargés), on se raméne au cas
réel en posant
2 = zi+iy;
z = xi;%yi

Dans ces variables, dz;dz; = dx;dy; , et le produit scalaire bidimensionnel s’écrit

N

(4, yi) - (1’;7 y;) = Ii + Yi Z/; =2;Z; + 2252-
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On peut alors écrire, en supposant A hermitienne,

_ 1 1
ZiAiij = §l’iAijLL’j —+ §y2Awy] .
L’intégrale générique, en introduisant des générateurs complexes, est donc (z; et z; sont

maintenant indépendants)

=3 ZiAij 2+ bizitbizi
7

I(A’ b’ B) = /Hdzz dii e Wi
i=1

En effectuant comme ci-dessus un changement de variable pour centrer I'intégrale sur le point

selle,
25 = z{+ 3 (A7)ib;

i
Zi=z+ 3 bi(A);
J

on obtient, en revenant aux variables “réelles” (x, y.) et en intégrant les gaussiennes corres-

pondantes,
7 Zl;i(Ail)i'b-
[(Av b, b) - (QW)n(det A)_l e i 7

En définissant les valeurs moyennes par

n —
-2 ZiAijz
< Zz-lzjl cee ziann >= (27T)_n det A / H ddeZZ Zz-lzjl cee zianne bJ .
i=1
la normalisation étant choisie pour que < 1 >= 1, on déduit alors le théoréme de Wick pour
des variables complexes :

- - _ —1 4-1 -1
(Ziy2jy *** ZinZj,) = E AjplilAjp2i2 o 'Ajpnz‘n . (1.24)
permutations P
de{jy,+sin}

Pour que les valeurs moyennes ci-dessus soit non nulles, les z et z doivent étre en nombres
égaux.

1.1.8 Intégration fonctionnelle sur les fermions
Variables de Grassmann

La formule de I'intégrale de chemin développée plus haut s’applique au cas des systémes
qui obéissent aux relations de commutation

[Qi, Pl =i  [QiQ;]=0 [P, P]=0.

Nous allons & présent généraliser cette approche au cas ou P et () anticommutent. On
introduit pour cela des nombres anticommutant (nombres ou variables de Grassmann), qui
satisfont
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Conséquences immédiates :
e 02 =0
o [, 0] =6nd —00n=—00'n+00'n=0

Addition et multiplication par un scalaire obéissent aux régles ordinaires. Le point essen-
tiel nécessaire pour la généralisation de l'intégrale de chemin est de construire l'intégrale
fonctionnelle sur ces variables. Considérons donc les intégrales du type

/m do f(6). (1.25)

o0
Nous allons voir que le caractére anticommutant des variables de Grassman suffit a fixer la
valeur de ces intégrales.
Tout d’abord, puisque le développement en série de f(f) s’arréte a 'ordre 1 a cause de
6? = 0, Pétude des intégrales (1.25) se rameéne a celle des intégrales

/_m d0(A + B).

o0

La linéarité de l'intégration par rapport a f implique la linéarité du résultat par rapport a
Aet B, donc

/d@(A+B€):aA+ﬁB.

L’intégration doit étre invariante lorsque 1’on translate la variable d’intégration par une cons-
tante. Cette propriété est cruciale comme on I’a vu plus haut lors de I’évaluation des intégrales
gaussiennes dans le cas bosonique.

On impose donc la propriété :

/de(A + Bo) = /de((A + Bn) + BY).
La linéarité du résultat par rapport & A et B impose donc qu’il s’écrive
aA+ (B =«a(A+ Bn)+ 6B,

d’ott @ = 0. Par convention on choisit § = 1. Ainsi (Berezin 1966)

/ d0(A + BY) = B. (1.26)

Dans le cas d’intégrations multiples, comme 6105 = —60,0;, on fixe le signe arbitraire par

la convention :
/d92 {/ d9191} 0, = +1

en suivant l'ordre des intégrations de l'intérieur vers ’extérieur de l’expression. Dans le cas
du champ de Dirac, on aura a manipuler des champs complexes. Il est plus pratique de dé-

finir la conjugaison complexe dans l'ordre inverse d’écriture : (00")* = §*0* = —0*0"*. De
maniére a définir I'intégration sur des variables de Grassmann complexes, on pose 6 = %,

0" = %, d’ou df, df, = dO* df. 0 et 6* peuvent alors étre traitées comme des variables
grassmanniennes indépendantes.
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Intégration Gaussienne

/de* do e = /de* do(1—6"b0) = /de* do (1 + 60*b)
= /d@*d@@@*b =b.
Dans le cas habituel d’un nombre complexe, on aurait obtenu

/d@ do* 6_9%9 = /d@l d‘92 6_(91)2% e_(€2)2% — 2%

A Tordre suivant (calcul utile pour I’évaluation des fonctions de Green),
/dé’* do 00 e = /d@* df 69" =1

que l'on peut écrire % b, & comparer a % . 27” dans le cas bosonique. Dans les deux cas, le

facteur 1/b s’obtient grace au théoréme de Wick (1.24).

Intégration Gaussienne multidimensionnelle

Dans le cas général de 'intégration d’'une Gaussienne de dimension n, il nous faut diago-
naliser la matrice B. Notons tout d’abord que la transformation unitaire correspondante ne
change pas I’¢lément d’intégration.

Preuve:

Soit U la transformation unitaire qui diagonalise B.

0 = Uyb

0, = ! aing! gl 0, = ! wingy 9 U, ;. 6
10 = e 00, 6, = et Ui Ui,
(2

En réordonnant les 6;, on obtient

H 6 = %Eil‘“inUiljl o Ui j €070y 0, = det U H 0, = H 0;

i

Considérons maintenant [] [ d;db; f(6). Lorsque l'on développe f, la seule contribution pro-
i

n n

vient du terme proportionnel a [] 6; [] 6, donc un changement de variable unitaire multi-
i=1 =1

pliera le résultat par det U det U* qui vaut 1.
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Si B est une matrice n x n de valeurs propres b;, alors

/H(d@:d@i)e_G;Bijej — /H(dejdel)e_;gszez
= H b; =det B

(27.‘.)’”
det B *

a comparer au cas bosonique

Le calcul des valeurs moyennes s’effectue de la méme maniére, et donne

/ H(d@:d@z) 9k9;6_9?3ij€j = det B(B_l)kg . (1.27)

Fonction génératrice

Posons

— 3 Bi;0;0;
< 0,07 0,0, >= (detB)™ /H(dﬁjd& )0, - 0.0, ¢ , (1.28)

[V Ik ()1
la normalisation étant choisie de sorte que < 1 >= 1.
Nous allons définir une fonction génératrice pour ces fonctions de corrélation. Pour cela,
introduisons les variables de Grassmann 7; et 1 (qui jouent ici le role de générateurs) et

posons
X By 05+ i 040
Za(n,n™) = [[(dbudo7) e 5 : (1.29)

Zq se calcule aisément en centrant 'intégration sur le point selle, suivant
0; = 0; + > (B ymy
j
‘9:( = 9/2( + ZUJ(B_l)]Z ’
J

d’ou lon tire

Sonr(B™Y)ism;

Za(n, n*) =det B e . (1.30)
La dérivée de Zg(n, n*) par rapport a n s’écrit

0Zc(n, ") . RS AT SR
on;, = —(detB) /U(d‘gi do;) 05, e : (1.31)
On notera le signe — provenant du fait que 8%9*77 = ——779* = —@* . La dérivée par rapport
a n* donne alors
0*Z, . =5 Byl 05 S 0O

=2 Big070;+ 3 n7 0i+07m:

= /Hdé’d@* )0} Oy e
ZBUG*G +Zm€ +0Fn;

= /H (d6;d6;) 0, 07, e

(1.33)
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ce qui montre plus généralement que

0
_8—%' produit un facteur 0; (1.34)

0

+a—m produit un facteur 6;

J

ces régles devant étre comprise comme produisant le facteur correspondant a gauche lorsque
la dérivée correspondante agit sur une expression donnée. On en déduit donc la relation
cherchée :

1 0o 0 0o 0

<005 -0, 00 >=—— (—=1)* Za(n, n* 1.35
1771 k7 Jk Z(;(0,0) ( ) 8’/]; anjl 87722 877jk G(n n ) - ( )
En utilisant (1.30), on obtient donc
o 0 0 0 XuB Y

<O, 05 -0, 07 >= (—1)F e , 1.36
1771 k7 Jk ( ) 877:(1 anjl anjk an]k S ( )

d’ou I'on déduit le théoréme de Wick pour les fermions
<005 0,07 >= 3 e(P)(B )0 (B0 (1.37)

Permutations P
de {j1--jn}

ou £(P) est la signature de la permutation P. Notons que k et la dimension de B sont bien
entendu indépendants.

1.2 Intégrale de chemin en théorie quantique des champs

1.2.1 Corrélateurs en formulation fonctionnelle
De la mécanique quantique a la théorie quantique des champs

Le passage de la mécanique quantique a la théorie quantique des champs correspond, dans
la formulation basée sur l'intégrale de chemin, a remplacer les coordonnées par des champs
classiques :

Qi — ¢(7)
P, — 7(7) (1.38)

Les champs et leurs impulsions portent éventuellement des indices de Lorentz pour des champs
non scalaires, et des indices d’espéce. Sauf mention explicite, nous garderons les notations
génériques des champs scalaires dans ce qui suit.

Ce passage peut se faire en se placant dans un volume fini V' et en divisant ’espace en
N cellules de volume v : V = Nwv. On passe a la limite N — oo, puis a la limite V' — oo.
De méme, on discrétise le temps, comme on ’a fait plus haut en mécanique quantique. On
obtient ainsi

t/
Z/ d*z(rp — H)
< op(Z), t'|po (X =

O (Z), ' |pa(Z), t > ¢(i’t):¢a(f)D¢D7re t
$(F,t) =, (7)

(1.39)
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ol ‘H est la densité hamiltonienne. Cette expression est la généralisation de (1.16) pour la
théorie quantique des champs.
Quelques exemples

Dans le cas habituel ou H ne dépend pas explicitement du temps,
< O(E),|a(D), t >=< ¢y (T)]e” D |y (T) > .

En général ‘H sera quadratique en 7, et on pourra alors se ramener a la formulation la-
grangienne par intégration sur .

Remarque:

cette intégration sur m peut parfois réserver des surprises. Considérons par exemple le cas du
modeéle o non linéaire, dont le lagrangien est donné par

L= 50,006 15,; + Uy(6)] ~ V(0)

qui donne

H = omi (14 U(9))5' w5 + 5 Vi Voy(1+ U(9))y + V(6)
—_—

)

dépend de ¢

Dans ce cas 'intégration gaussienne sur 7; donne un préfacteur du type (det A)~"/2, ou A est
Vopérateur A;;(z,y) = [1+U(¢(x))]i_j15(x—y) . Notons que A;;(z,y) est & comprendre comme
> log A;

une matrice A;; ;,. En notant ); les valeurs propres de A, det A = [[\; = €~ = ¢Ir(log B)
va donc donner des contributions supplémentaires au lagrangien.
Considérons a présent le cas plus simple d’'un champ scalaire réel
L, 1 2
H = 57 T §(V¢) + V(o).
On obtient alors
! 1
<@, 16u(@)t>= [ Do EN on L= (0,0) ~V(9). (1.40)
T, t)=¢a (T
(7, =0y (7)

Symétries et anomalies

Dans cette formulation du corrélateur (en dehors de ¢ et ¢ qui brisent 'invariance de
Lorentz), I'expression obtenue est entiérement invariante de Lorentz (en pratique on fera
t — —oo et t' — 400).
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En outre, si 'action ftt Ldt est invariante sous une symétrie, alors < ¢y (Z), t'|pq(Z),t > Vest
aussl.

Exception notable : si le jacobien correspondant a cette transformation de symétrie n’est
pas égal a 1, D¢ n’est pas invariant : c’est le probléme des anomalies qui apparaissent au
niveau quantique pour des symétries exactes au niveau classique.

Expression générale d’un corrélateur par l’intégrale de chemin

Nous pouvons maintenant établir le résultat central suivant :

UT¢w(x1)Pn(x2) - - - O () [S2) o
_ lim fD¢ d(x1)9(x2) - - '¢($Cn)€zf*Td vL
T—oo(1—ie) IDQb eifTT d*z L

(1.41)

(par intégrale de chemin) .

ot €2 est le vide physique, i.e. le fondamental de I’hamiltonien complet H. Cette formule est le
point de départ de la théorie des perturbations dans le formalisme de 'intégrale fonctionnelle.
Il suffit en effet d’écrire

L=Ly—V(9)

ou V est un polynome en ¢, dont les coefficients sont paramétriquement petits, et de déve-
lopper en puissance de V jusqu’a l'ordre souhaité.
Cette relation est a mettre en paralléle avec la relation

< QT¢u(zy) - du(x,)|Q > T
N 0T (¢ (1) (w2) - - () e =2 #HI0)|0 >

formulation canonique) ,
T—o00(1—ig) < O|Te_iﬁT dtHz(t)|O > ( que)

(1.42)
qui est le point de départ de la théorie des perturbations dans la formulation canonique.
Dans l'expression (1.41), le membre de droite ne fait apparaitre que des champs clas-
siques ¢(x). En revanche le membre de droite de I'expression (1.42) fait intervenir les opé-
rateurs ¢;(x) de la représentation d’interaction, et le vide |0 > de ’hamiltonien non perturbé
Hy. Rappelons que les champs ¢; sont définis par

b1(t, T) = eHolt=t0) g (1 7) e=iHolt=to) (1.43)

Ce sont des champs qui ont une expression identique a celle de champs libres en (¢, ), ce qui
fait tout leur intérét, en particulier pour les calculs pertubatifs.

Preuve de (1.41) :

Il suffit d’adapter la relation établie dans la formulation par l'intégrale de chemin de la
mécanique quantique. De la relation (1.14) on tire

(@, U1T(Qis (1) - Qi ()l 8) = / D e g (1) g (1)

q(t)=qa
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qui se traduit en théorie quantique des champs par la relation

t/

() 1T Gn(0) - Ou@)ou(@.t) = [ Do B w) o)
ot T) =y ()

avec xy = (ty, Zx). Il nous reste a faire apparaitre le vide physique [2). En développant sur
les états propres |n) de H, d’énergies E,, on obtient

0a(2),1) = €a(E)) = ¢ n)(n]du())
= D n)(n|ga(7)) .

Posons

avec T' — oo(1 — ig). Alors

iEnt —iEpoo(1—ie) —iFEn,00  FEgeoco 6—(En—Eo)aoo

(& — € ~ € €

ou Ey est I'énergie du vide |Q2). Le dernier facteur est un terme d’amortissement exponentiel
pour E,, > Ey. En résumé, on peut donc écrire :

6u(),~T > = (Qlog(@)e =000,

—>oo(1—i€)

De méme
(Go(D),T| = {p(D)|Q)e o= (q).

T—oo(1—ig)

En divisant par (¢y(Z),t'|¢q(Z),t), on se débarrasse de ces termes. Or ce corrélateur s’écrit
encore, d’aprés ce qui précede,

(p(T), |00l @), 1) = (Qa(@)) (dp(T)|Q)(Q Q) e~ 2E0(LEE)
= /DQb €ifTT£d4x’ (144)

ce qui achéve la preuve, puisque (Q|Q) = 1.

Remarque:

Dans le membre de droite de I'expression (1.41), la contrainte sur I'intégrale sur ¢ a disparu
puisque quels que soient |¢,(T)) et (¢p(Z)|, tout se passe comme si 'on avait considéré |Q) et
(Q|, & une phase (horrible!) prés qui disparait entre numérateur et dénominateur de (1.41).
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1.2.2 Fonctionnelle génératrice

Nous sommes maintenant (presque) préts a calculer les fonctions de corrélation en théorie
de perturbation, et en particulier & formuler les régles de Feynman.

Il nous reste avant cela a adapter la machinerie de l'intégrale gaussienne dans le cas
des champs, i.e. & définir I'analogue de I(A,b,b) et Zg(n,7) que nous avons définies plus
haut (voir (1.19) et (1.19)) pour la mécanique quantique. On parlera alors de fonctionnelle
génératrice. Cette terminologie est liée au fait que les fonctions de corrélation seront ob-
tenues par dérivation par rapport a une fonction courant J(z) (et non plus par rapport a
un paramétre, qu’il soit bosonique ou fermionique) d’une fonctionnelle de ce courant. La no-
tion de dérivée fonctionnelle, habituelle en théorie classique des champs (exemple : équation
d’Euler-Lagrange), est basée sur les relations

) )
Sty a o [dawe) - o
dont on déduit, par exemple 'identité
) )
i [ IV =g [ iwev)

par intégration par partie. En posant, de maniére analogue a (1.19),

/ Dy ¢ HErI@ola)

Tsource

on déduit immédiatement que

< QT d(1) - - ()| Q >= Zlo (—i5J?x1>> (-zw(‘ln)) Z1J]

Le facteur Z, = Z[J = 0] est proportionnel aux contributions vide-vide. On peut montrer que
ces contributions se compensent exactement entre numérateur et dénominateur de (1.45).

Nous allons & présent examiner en détails quelques théories des champs typiques rencon-
trées en physique subatomique.

(1.45)

J=0

1.2.3 Meéthode perturbative
L’approche perturbative est basée sur la décomposition
L=Ly+ Lins - (1.46)

Dans cette décomposition, Ly est quadratique en ¢ et L;,; est un polynome en ¢. La fonc-
tionnelle libre

Zivrel J] = / Dy ¢t/ da Lo+ 0000
peut donc étre calculée exactement.
En effectuant le développement en série de e’ d'e Lint on constate que le calcul des corréla-
teurs (1.45) s’exprime perturbativement a I’aide des dérivées fonctionnelles de la fonctionnelle

génératrice libre Zy,.[J] en 0, c’est-a-dire en terme des corrélateurs de la théorie libre. Les
dérivées de Zjpe|J] se calculent elles-méme aisément a 1'aide du théoréme de Wick (1.23).
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1.2.4 Théorie scalaire

Dans le cas d’une théorie scalaire libre de type Klein-Gordon,

Lo= 500~ V(9) avee V(9)= gm*e?,
Le. ]
£0 = §¢(—82 —m2)¢

Nous devons donc calculer

1
[ d? {—gb —9—m2 4 ¢+J¢}
ZiiprelJ] = /ng 62/ 13 ( m” + ig)

Le terme ¢ est introduit pour assurer la convergence de l'intégrale sur ¢. La fonctionnelle
génératrice libre peut s’écrire sous la forme gaussienne

o] — /% ) —/d4x B¢[—¢(—82 —m? +ie)|p — iJ(b}

ce qui permet, en identifiant A = —i(—90? — m? +ig) et b = iJ, et en utilisant nos résultats
sur l'intégration gaussienne, d’obtenir

Y

1
—— [ d*zd*yJ(z)Dp(x — y)J(y)
Zlibre[J] = Zo € 2 / Y »y ! " (147)

—0% —m? +ie

avec Dp(z—y) =AY z,y) ="

C’est le propagateur de Feynman, avec la prescription +ie, en accord avec la formulation
canonique de la théorie des champs.

Les notations précédentes peuvent paraitre obscures, et méritent d’étre précisées. En
écrivant ’action de A sous la forme

o(x) [=i (07 —m? +ie)] o(x) = ¢(x) [—i (=02 —m® +ie) 0*(z — y)] ¢(y)

on peut identifier dans le membre de droite le terme entre crochets avec A, ,. Ainsi I'inverse
A=Y (z,y) satisfait par définition I’équation
—i (=02 —m* +ig) 6*(x — ) AN, y) = 6 (z — )

ou le membre de droite est & comprendre matriciellement comme 1,,. On en déduit donc
que —i (—0% —m? +ie) A7 (x,y) = §*(x —y), ce qui définit bien le propagateur de Feynman
Dr(z —y).

On obtient ainsi, par application immédiate du théoréme de Wick, la fonction de corré-
lation a deux points

< QT é(x1)p(w2)[Q2 >

_ (_Z, ) ) (_, 5 )e—;/d4$d4yJ(JL’)DF(aj—y)J(y)

57(x1) ) \ 5T (x)
= DF(Il - I2)
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On notera la présence du facteur combinatoire 2.% =1, le 2 provenant des deux possibilités
d’action des dérivées fonctionnelles (x1 = z, o = y) et (x1 =y, 1o = ).

Lorsque I'on utilise le théoréme de Wick, chaque appariement entre champs fait apparaitre
un propagateur. En pratique, il est plus aisé de traduire le thoréme de Wick sous forme de
régles dites de Feynman. Examinons le cas de la théorie ¢, dont le lagrangien est donné par

A
;C:;C(]—E 4.

Le développement perturbatif correspondant s’écrit
pifdiat _ jifd'wLo (1 —i/d4x%¢4+-~-)

D’apreés le théoréme de Wick démontré plus haut, il faut examiner, pour une corrélation
< Q|T¢1 - pn| Q> calculée & un ordre \* donné, toutes les contractions des ¢; - - - ¢,, avec
chaque terme —i%¢*(z). Pour un choix donné des 4 champs a contracter avec ¢*(z), il y a
4! possibilités de le faire.

On en déduit que le vertex correspondant au terme de couplage est —u\.

1.2.5 Théorie fermionique et propagateur de Dirac

La généralisation au cas des champs fermionique s’effectue en utilisant la technique des
intégrales gaussiennes sur des variables grassmaniennes développée plus haut et en passant
des fonctions aux fonctionnelles génératrices. On définit donc la fonctionnelle

i/d4xlﬁ(i$—m+i€)¢+ﬁ¢+d—m

AN /D@Dd}e (1.48)

Le facteur ic est introduit comme plus haut afin d’assurer la convergence.

Remarque:

On sait bien, dans la théorie de Dirac, que 1) n’est pas le complexe conjugué de 1 : P =yPta0.
Cela ne change cependant rien d’intégrer sur ¥* ou sur v, puisque la mesure est la méme.

Dans le cas général, par extension immédiate au cas fonctionnel des régles (1.34) avec le
remplacement

)

n—n
0t —

on obtient

< QTY ()P () - (@)W (yn) |2 >

- 7 <_i5ﬁ((sfv1)) (H&,fyl)) (‘%ﬁfm) (*iénfym) i

(1.49)
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Dans le cas o n > 1, ces corrélateurs seront disconnectés pour la théorie libre correspondant
a la fonctionnelle (1.48). Dans une théorie avec des fermions en interactions, des connections
peuvent apparaitre par I'intermédiaire des vextex.

Le calcul explicite de la fonctionnelle Z[n, 7] est immédiat par intégration gaussienne et
donne

— / d'zd'y i(z)Sr(x — y)n(y)

Zn.n)=Zy e (1.50)
avec :
i
SF(xl - 352) = m (1.51)
En particulier, on déduit de (1.49) que
n )
QT Q>=5 —Iy)=——. 1.52
< QT (1) (22)|Q > F(z1 — 22)  Jp— (1.52)

1.3 Quantification du champ électromagnétique

Le lagrangien du champ électromagnétique libre s’écrit

Considérons l'intégrale fonctionnelle
/ DA A (1.53)

avec
1

Sl =~ / diz (F)? = % / d'e A, (x) (g™ — 00") A (a),

qui s’écrit encore, par transformée de Fourier,

S[A] = % / %Ku(/ﬂ) (k2™ + k) A, (k).

Si l'on suit la procédure d’intégration gaussienne développée plus haut, il nous faut inverser
Iopérateur 9%g"* — O*9”, ce qui est impossible sous cette forme. En effet,

[0°g" — 0"0”] O,(z) =0, V a(z)

ce qui montre que J,a(x) appartient au noyau de cet opérateur, qui n’a donc pas d’inverse.
Ceci est directement lié & I'invariance de jauge de S sous les transformations de jauge

A (x) — Ay(x) + % dua(z).

En effet, celles-ci ne modifient pas F},, et laissent donc £ et S invariant.
d,0a(z) est appelé champ de pure jauge, au sens ot il peut étre ramené a 0 par transformation
de jauge. En passant a I'image de Fourier, on obtient le point de vue équivalent

[—k2" + k*E] kya(k) = 0, Y a(k).
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En terme d’intégration fonctionnelle, 'impossibilité de donner un sens a (1.53) est due
au fait que 'on ne doit pas intégrer sur toutes les configurations A : on a intégré ici sur des
configurations équivalentes de jauge, et le fait d’avoir pris un espace de phase trop grand
fait diverger l'intégrale fonctionnelle. Il faudrait donc n’intégrer que sur les représentants des
configurations distinctes physiquement : c’est 1'idée mise en oeuvre par Faddeev et Popov
(1967).

Fixons la jauge par une condition du type G, i.e. imposons

G(A) =0 (ie. Vuz G(Ax))=0),
ou G est une fonction.
Ezemple : jauge covariante G(A) = J, A" .
L’idée est maintenant d’insérer (G (A)) dans 'intégrale fonctionnelle, en partant de I'iden-

" - / Da(x) 5(G(A)) det {5@5(;10)] (1.54)

avec A%(x) = A,(z) + 19,a(x)

Preuve:

La relation précédente est I’analogue fonctionnel de

dgi
1= /Hdak 6 (§(@)) det [8%} (1.55)

ol ¢ et @ sont des vecteurs a n dimensions. Justifions cette identité (1.55). A une dimension,
on a la relation

x)) = ; m d(x —x;), avec x; solution de f(z;) =0.

Dans la relation (1.55), on suppose que l'équation g(@) = 0 posséde une solution unique d.
La généralisation a partir de

1
|f"(o)]

est alors immeédiate en choisissant une base pour que g soit diagonale.

o(f(x)) = 6(z — o)

Dans la jauge de Lorentz, G(A*) = 0" A, + 19%a donc

0 [FEG] _ e [2]

oo e

qui est indépendant de A. Ce déterminant ne joue donc pas de role dans I'intégrale fonc-
tionnelle. Dans les théories de jauge non abéliennes, cette propriété ne sera pas satisfaite en
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général (sauf pour les jauges dites physiques, non covariantes). Ce point sera discuté en détail
dans le chapitre 3.
Nous pouvons a présent réécrire 'intégrale fonctionnelle sous la forme

det {5@(/1&)] / Da / DA PU§(G(AY)).

Effectuons maintenant le changement de variable A — A®. Cela ne change pas ’élément
d’intégration : DA = DA®. L'invariance de jauge implique S[A] = S[A®]. Finalement on a

donc
/DA e = det {%] /Da /DA e*I5(G(A)).

Le facteur [ Da est infini mais n’a pas de conséquence physique. Le dernier facteur est
maintenant fini : & présent on intégre uniquement sur les configurations physiquement in-
équivalentes.

Nous sommes & mi-chemin : il nous reste a interpréter le terme 6(G(A)) comme une
contribution & S[A]. L’idée est de '’exponentier comme un terme gaussien, en introduisant une
fonction auxiliaire w(x) : au lieu de G(A) = 9*A,(x), on considére G(A) = O*A, () — w(x).
Alors

/DA e = det [182] /DQ/DA eSS (OF A, — w(x))
e

Cette identité est indépendante du choix de w. On peut donc intégrer sur w (avec un poids
gaussien) !

Remarque:
L’identité

SG(A%) P

da e

n’est pas modifiée par cette fonction auxilaire w.

On a alors

o fou S [ f) for s
— N(€) det 0_2: (/Da) /DA JS[A] /d x—g(a“A W)

= N(§) det 8—2: (/Da)/DAei/d% [ﬁ_i(awl

Si l'on considére a présent un opérateur O(A) invariant de jauge, on pourra donc écrire, en
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utilisant toute la construction qui précéde :

/DA o). i /_ Z d'e {c = %(amu)?}

<QTOMA)2> = lim (1.56)

T
—oo(1—i 1
T (1—ie) Z/ dre |:£__(8MAM)2:|
/ DAe J-T 2
En particulier, dans le cas ou £ = Ly = —i(FW)z, I'intégration, gaussienne en A, est main-

tenant possible, et permet d’obtenir 'expression de la fonction de corrélation libre a deux

points. L’action libre

5=3 / d'e A, (2) (02" — 0°9”) A, (x)

Se= 5 / d'z A () <82g“l’ _ oo <1 _ %)) A ()

aprés intégration par partie, et ’équation

est remplacée par

1 -
{—kzgw + (1 - E) k‘uku} Dy (k) = io!, (1.57)
a pour solution
% _ —1 wo _ kHEkY
Dy'(k) = 13 s (g (1 =83 ) (1.58)

Il est d’usage d’appeler jauge de Landau le cas £ = 0 et jauge de Feynman le cas £ = 1.
Preuve:

Pour obtenir la solution il suffit d’introduire le projecteur transverse

- Kk,

/u/:g;w_?

et le projecteur longitudinal

On vérifie que
T,k =0, Lk =k
et que
T, 7" =T/ et L,L" =LY,

ce qui justifie les noms donnés a 7}, et L,,. Enfin, ces deux projecteurs fournissent une
décomposition complete de I'identité : T, + L, = 0,,.
L’équation a résoudre

[—kzg,w + (1 - %) k:uk,,} Dy =is,f
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s’écrit donc encore

k.k, 1k,k,| ~, .
k2 lgw— ’];2 +E 22 ]DFP:MHP’
~——— ——
T, L,,

soit . _
NV —Z
<TW + gLW) Dy = 4,0,
Ecrivons DY sous la forme DY = AT + BL"". Alors

1 —i
AT+ <BL}=— (T, + L))

é‘ k2 1%
d’ou )
—1 —1
Ainsi
~ —1
DY (k) = T L™ 1.59
() = e (1 €1 (1.59)

forme équivalente a la relation (1.58).

Nous verrons plus loin que les corrections radiatives modifient uniquement la partie trans-
verse du propagateur.

Nous pouvons a présent écrire le lagrangien complet de QED et écrire les régles de Feyn-
man correspondantes :

'CQED - 'C’y + ‘Cfixation de jauge + ‘CDirac
1 1 -, .
= 71 (F;w)2 T % (auAu)z + () —m)y D, =0, +ieA,
1 1 - _
=~ (F)’ = 5 (0"A)*+ 96D — m)y, —epr'd,
cf. (1.58) cf. (1.51) terme d’interaction
= Ly— 6157“1014#

Les régles de l'intégration gaussienne (& la fois sur les champs bosoniques A et sur les champs
fermioniques 1 et 1) permettent d’évaluer perturbativement les fonctions de corrélations
formées a partir de

eifd‘*mEQED — eifd4:c£o |:1 _ ie/d%L’lE”Y“TpAu I

I

On en déduit le vertex 4—§—e = —iey".
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Le lagrangien ci-dessus correspond au cas de ’électron, de charge e = —|e|. Dans le cas
d’une particule de charge Qle| (Q = —1 pour l'électron), en partant de la dérivée covariante
D, =0,+1iQle|A,, (1.60)

on en déduit que le vertex d’interaction s’écrit

1

4—§—e = —iQle|y* .

Remarque:

Les notations peuvent parfois préter a confusion. Ainsi Peskin, Schroeder et [tzykson, Zuber
notent e = —|e| la charge de l'électron, tandis que Muta note e = |e| I'unité de charge
positive !
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Chapitre 2

Théories de Yang-Mills

Le principe qui guide la construction des théories de Yang-Mills est le suivant : en rendant
locales les symétries globales, on peut engendrer la dynamique du systeéme. Ce principe sera
le fil conducteur de ce chapitre!, et des suivants, puisqu’il fournit de I'information tant au
niveau classique qu’au niveau quantique.

En QED, Aj produit des états de norme négative. Grace a l'identité de Ward, qui découle
de l'invariance de jauge locale, on montre que ces états de norme négative sont exactement
compensés par les modes longitudinaux. Il ne reste alors que deux degrés de liberté physique,
correspondant aux états de polarisation transverse.

La méme propriété est valable pour les théories de jauge non abéliennes. Les identités de
Ward associées sont alors plus complexes, mais la conclusion sera la méme. L’existence de
cette symétrie permet également de montrer que la théorie est renormalisable, i.e. que les
contre-termes sont invariants de jauge (et qu’en particulier le photon et le gluon sont bien
des particules de masse nulle, & tous les ordres en perturbation).

2.1 Theéorie de jauge abélienne

Nous allons effectuer un petit retour sur QED, en montrant que c’est la seule théorie, en
partant du lagrangien de Dirac libre, qui puisse étre obtenue si I’on impose l'invariance de
jauge locale et la renormalisabilité, ainsi bien entendu que l'invariance de Lorentz.

Considérons donc le lagrangien de 1’électron libre

Lo = () ("0, — m) P(x)
Il est invariant sous la transformation globale U(1) suivante :

Y(@) = e () (a réel)

! Ce chapitre utilise des notions élémentaires de théorie des groupes et algébres de Lie, rappelées briévement.
Elle ne sont pas indispensables pour la suite du cours et peuvent étre sautées en premiére lecture

31
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Construisons une théorie qui soit invariante de jauge locale, i.e. laissée invariante par

¥/(@) = e ii(z)
5o = il

—
—

Q. ®

)-

Alors

=
8
tQD
=
5/
€|
I
<
|

B, (e ()
= Y(x)0,¢(x) —i(x) Opa(x) w(xz

g

terme non compensé !

Introduisons une dérivée covariante D,,, construite & partir de J,,, de maniére a compenser le
terme en trop : D, = 0, +7

Le terme & ajouter doit porter un indice de Lorentz : ¢’est donc un champ vectoriel (champ
car il doit dépendre de = puisque J,a(x) dépend de z. On le choisit réel, et on pose donc

D=0, FicA,. (2.1)

e est ici un paramétre arbitraire (ce sera la charge électrique). Si
1
Au(w) = A (w) = Au(2) + = Gual(w)
sous une transformation de jauge, alors
D,(x) — [Dyp(x)] = [(0, +ied,) w(x)] = [0, +ieA, +id,a(x)] e @y (x)
= ) (9, + ieA,) b(x) = ) D, (x)

Donc

Db(z) — [Dyb(z)] = e7 @D (), (2.2)

i.e. D,(z) posséde la méme loi de transformation que ¢ (z)

A présent le terme () D, (z) est invariant de jauge

Le lagrangien £{ = ¢ iy* (0, +ieA,) ¥ — m1 ¢ est donc invariant de jauge.

Ce champ de jauge n’est pas dynamique. En effet, le lagrangien ne posséde pas de terme
dérivatif en 9yA*, donc le moment conjugué de A* est nul. Nous devons donc modifier le
lagrangien.

Résultat préliminaire :

F,., = 0,A, — 0,A, est invariant de jauge. (2.3)

Preuves:

e directement : le résultat est immédiat d’aprés la loi de transformation de A,

o (D,D, — D,D,)) = ieF 1
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Comme D,y — [D,) = e @D (i.e. D,y se transforme comme 1 comme nous
’avons vu en (2.2)), on en déduit que (D, D, )Y = D,(D,) se transforme comme D,1), donc

(DD, = e @D, Db,

d’ou
(D,D, — D,D,)¢] = e *®)(D,D, — D,D,)¢(x)
qui s’écrit encore
[Fut) = F 0" = e @ F,0 = (Fu)e ™
d’ou
F,=F

[

Le terme le plus simple qui soit de dimension inférieure ou égale a 4 (critére de renormalisa-
bilité qui sera justifié dans les chapitres suivants), scalaire de Lorentz et invariant de jauge

est
1
L= _ZFWFW (2 une divergence totale prés)

Le facteur 1/4 est conventionnel. Il est la pour assurer que les équations du mouvement
obtenues sont bien les équations de Maxwell correctement normalisées. Le lagrangien de
QED s’écrit donc finalement :

EQED:@ify”(aquieAu)z/z—mle—iFWFW. (24)

Remarques:
e le photon est de masse nulle car un terme en A, A" n’est pas invariant de jauge

e le couplage du photon a la matiére est complétement déterminé par 1’exigence d’avoir
une théorie de jauge locale (ce couplage apparait lors du remplacement 0, — D,,). Un cou-
plage non minimal du type @waF‘“’ n’est pas possible car il briserait la renormalisabilité
(seuls les termes de dimension < 4 sont permis). Un tel terme de couplage est cependant inté-
ressant pour décrire, a basse énergie, un couplage phénoménologique au proton ou au neutron
(pour décrire le moment magnétique qui est différent de celui de la théorie de Dirac corrigée
par QED par exemple). On parle alors de théorie effective, au sens ou, si I'on introduit une
coupure UV a la main, il devient licite de considérer un lagrangien non renormalisable.

e rien n’oblige a ce que la charge électrique élémentaire soit la méme pour toutes les par-
ticules chargées. Ceci est di au fait que le groupe de jauge est U(1). Comme les constantes
de structure du groupe sont nulles, il n’y a pas de relation entre les différentes charges des
particules de matiére couplées au champ de jauge.

e le lagrangien ne comporte pas de terme d’interaction du boson de jauge avec lui-méme :
le photon ne posséde pas de charge U(1). Donc sans matiére, QED est une théorie libre.

Les deux premiéres remarques restent valables pour les théories de jauge non abélienne.
En revanche, comme une théorie de jauge abélienne est non linéaire (a cause de la structure
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du groupe), les deux derniéres remarques sont susceptibles d’étre modifiées.

Le principe que vous venons de mettre en oeuvre pour I’électromagétisme a été généralisé
en 1954 par Yang et Mills pour le groupe SU(2) d’isospin. Nous allons examiner ici plus
généralement le cas d'un groupe de jauge G dont I'algébre de Lie est la somme directe de
sous-algébres de Lie simples compactes et de sous algeébres U(1). Commengons par donner
quelques éléments utiles de théorie des groupes et de leur représentations.

2.2 Quelques éléments de théorie des groupes

2.2.1 Algebre de Lie

Pour un groupe de Lie donné, I'algébre de Lie s’obtient par différentiation au voisinage
de l'identité, suivant toutes les directions indépendantes. On note alors n la dimension du
groupe, qui est le nombre de générateurs de sa R-algébre de Lie. Par exemple n = N? — 1
pour SU(N). L’algébre de Lie est simplement 1'ensemble des combinaisons linéaires de ces
générateurs (sur R si on parle de la R-algébre de Lie, sur € si on parle de la C—algébre de
Lie), muni d’un crochet de Lie (c’est le commutateur dans le cas des algébres de matrices).
Les éléments de 1’algebre de Lie vérifient I'identité de Jacobi

XY 2+ Y (2, X))+ [2, (X, Y] = 0, (2:5)

X,Y, Z étant 3 combinaisons linéaires arbitraires des générateurs.
Nous noterons conventionnellement par 7% (a = 1,---n) les générateurs de l'algébre de
Lie. Ces générateurs vérifient la relation

[Ta7 Tb] =1 abcT07 (26)

ou f,, ¢ sont les constantes de structure du groupe. Dans le cas qui nous interessera des groupes
de Lie compacts semi-simples (voir ci-dessous), la covariance des indices sur le groupe ne joue

aucun role et on pourra écrire fu. = f,,¢, et donc

[Taa Tb] = z.fabc Tc . (27)

2.2.2 Représentations
Représentation d’un groupe

Soit V' un espace vectoriel sur R ou €, de dimension d.
Une représentation linéaire d’'un groupe G dans V' est un homomorphisme D de G dans le
groupe GL(d) des opérateurs linéaires et inversibles de V. On a donc

v g1, 92 € G7 D(gl g2) = D(gl)D(g2) .

En particulier D(e) =1 et D(g7') = D(g9)™!,
ou e et 1 sont les éléments neutres de G et de GL(d).
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V est appelé espace de représentation, et d = dim V est la dimension de la représentation.
D(g) s’écrit donc comme une matrice d X d. Il ne faut surtout pas confondre cette dimension
avec celle du groupe. De fagon générale, un groupe donné posséde plusieurs représentations,
de dimensions différentes. On ne confondra pas cette dimension avec celle de la représentation
du groupe ou de son algébre de Lie (les dimensions sont égales dans le cas de la représentation
adjointe).

Représentation d’une algébre de Lie ¢

Soit V' un espace vectoriel sur R ou €. On dit que D est une représentation linéaire de g
dans ’espace vectoriel V' si

[D(A), D(B)] = D([A, B])
D(aA+ BB) = aD(A) + D(B)

Théoréme :

Une représentation Dg d’un groupe G induit par différentiation une représentation D4
de son algébre de Lie. Cela signifie que l'on passe d’un représentation du groupe a une
représentation de son algeébre de Lie exactement comme on passe du groupe a son algebre de
Lie.

Représentations unitaires

SiV g€ G, les opérateurs D(g) sont unitaires, la représentation est dite unitaire.

Représentations équivalentes

Deux représentations D et D’ sont dites équivalentes si et seulement si il existe un opé-
rateur S inversible t.q.

VgeG,,D'(g)=S"D(g)S.

S est appelé opérateur d’entrelacement.

Quelques représentations utiles

Représentation fondamentale :

C’est la représentation la plus simple (en dehors de la représensation "triviale" pour
laquelle T'(g) = 1). Elle consiste simplement & représenter chaque élément du groupe par
lui-méme. Ainsi un champ de matiére ¢) appartenant a I’espace de représentation de la re-
présentation fondamentale de G, se transforme suivant

v S P =Us; UeG  (U: matrice N x N pour SU(N))

soit localement :

Y S Y = — et T
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(ou ¢ = ¢ 4 ia®T*1 si l'on préfére cette paramétrisation) qui doit se comprendre comme
Vi = i — i T, (2.8)

ol av posséde n composantes : l'indice a est une étiquette pour le a-iéme générateur tandis
que 7 et j sont des indices matriciels pour la représentation de ce générateur agissant sur le
vecteurs ¢; a N composantes.

La relation de transformation (2.8) fait intervenir la matrice U avec ses coefficients U;;.
Nous n’avons pas utilisé la notation covariante pour la représentation fondamentale pour
simplifier la discussion. C’est néanmoins utile (et indispensable!) dans le cas ot les représen-
tations fondamentales complexes conjuguées ne sont pas équivalentes. Ainsi, dans le cas de
SU(N), dés que N > 2, les représentations conjuguées ne sont pas équivalentes. Par exemple,
3 et 3 ne sont pas équivalentes sous SU(3). On écrira alors 1)* pour une représentation (conven-
tionnellement, c’est celle correspondant aux quarks) et ¥;(= ¥*') pour sa complexe conjuguée
(c’est celle des antiquarks) avec

o TTE g i matriciellement :
v o TaZ D v = Uy
wi - Y wj i ( )ij w*l — Ud}*

Comme pour les fermions on utilise U = WUiy0 plutot que ¥*, il est utile d’écrire la loi de
transformation de ¥ sous le groupe. Partant de

w*l — Uw*

on déduit que
7\pT/ — t\I’* tU — t\I]* UT

et donc, puisque U n’agit que sur les indices du groupe (et non sur les indices spinoriels),
U =vUr.

Ainsi, en résumé, pour des fermions (cas des quarks)

Vo= Uy

Vo= QU

(2.9)

Représentation adjointe :

Une représentation particuliére joue un role important dans la construction de Yang-
Mills : il s’agit de la représentation adjointe. Elle est définie de la facon suivante.

* sur le groupe :
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Sur le groupe G, l'application g — ad g définie par ad g(h) = ghg™" est une représentation
de G sur lui-méme.

Preuve:

Vg1, .92 € G,Yh € Gad(g192)(h) = (g192) h (91 92)"" = g1 (g2hg3") g7
= adgl(adg(h))

ce qui prouve que l’on a bien construit un morphisme.

* sur l'algébre :

A cette représentation sur le groupe correspond la représentation X — adX définie par
adX(Y)=[X,Y].

Ceci signifie que les générateurs jouent deux roles simultanément : celui de générateur et
celui de vecteur de base sur lesquels agissent les générateurs. La dimension de la représenta-
tion adjointe est donc égale a celle du groupe.

Preuve:

Il suffit de différentier exp(—itT, )T, exp(it1,) en t = 0 pour en déduire 'expression de
la représentation adjointe sur l'algébre de Lie. En utilisant le théoréme qui assure qu’une
représentation d’un groupe induit par différentiation une représentation de son algébre de
Lie, ceci achéve la preuve. Il est cependant instructif de le vérifier directement de deux fagons
différentes :

— de maniére intrinséque, il faut montrer que [adX;, adXs] = ad[ X1, X5].

VY € g, [aXm, ang](Y) = CLXm adX2(Y) — adX2 CLXm (Y)
= [le [X27 Y]] - [X27 [le Y]] = [le [X27 Y]] + [X27 [K Xl]] = _[Yv [X17X2]]
soit encore [adXy, adXs|(Y) = [[X1, Xa], Y], ce qui prouve le résultat.

— matriciellement, en utilisant les constantes de structure (2.7) on peut construire cette
représentation par les n matrices T (A comme adjointe) de coefficients

(T;‘)cb = 'é.fabc . (210)
Cette définition est bien cohérente puisque
Ta(Tb) = [Tm Tb] = ifabc T (21].)

et donc par identification du coefficient ¢ de I'image de T}, par T;, on en tire bien (2.10).
Ceci se visualise sous la forme

I/

Y ID(T,)]|aT. = image du vecteur Tj

C
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Sous cette forme, il suffit donc de vérifier que [D(T3), D(1})]ap = D([T4, Th))ap pour
ce convaincre que 1’on a bien une représentation, ce qui se vérifie grace a l'identité de
Jacobi.

Remarque:

La dimension de la représentation adjointe est égale a la dimension du groupe. En revanche
les générateurs T, peuvent étre dans une représentation complétement arbitraire. La seule
chose qui compte finalement est que leur nombre soit la dimension du groupe (qu’il ne faut
surtout pas confondre avec la dimension d de la représentation des générateurs 7T, (i.e. les T,
sont des matrices d x d)). On obtient ainsi différentes formes isomorphes de la représentation
adjointe.

Ezemple : SU(2)

—

7
représentation fondamentale : matrices 5 (3 matrices 2 x 2)

représentation adjointe : c’est la représentation vectorielle que ’on peut aussi fabriquer a
partir des rotations infinitésimales (J;);; = —ieg;; = —ie;, (3 matrices 3 x 3).

En tant que matrice, T agit comme une matrice n x n (n — dimension du groupe). En
revanche si ’'on décide de décrire T} comme un opérateur construit a partir d’une représen-
tation donnée (en général la représentation fondamentale) de dimension d, alors

TAT,) = [T,, Ty T, : pour a fixé, c’est une matrice d x d
. n indices possibles

Notations usuelles dans la littérature : ad < T4 < T pour 'adjointe
T/ < t pour la fondamentale

Dans la suite nous utiliserons 7' pour I'adjointe et ¢ pour la(les) fondamentale(s).
Il est assez usuel d’utiliser les indices i, j, k pour les coefficients des générateurs de la (des)
représentation(s) fondamentale(s), et a, b, ¢ pour les coefficients des générateurs de la repré-
sentation adjointe.

2.2.3 Compacité, simplicité et semi-simplicité
Compacité

On dit qu'un groupe est compact si le domaine dans lequel vivent les n paramétres du
groupe est compact. Ainsi le groupe des rotations est compact, mais le groupe de Lorentz ne
lest pas, a cause des boosts qui sont codés par des rapidités? variant de —oo a +o00. Notons
dans ce dernier cas que l'on pourrait avoir la (fausse) impression qu’un boost pouvant étre

2Rappelons que la rapidité ¢ est reliée aux paramétres d’un boost de Lorentz par les relations ch¢ = ~y et

she =~ .
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codé par une vitesse variant de —c a +c, cette notion de compacité est toute relative. Il n’en
est rien, car c’est bien le codage en terme des rapidités qui permet d’obtenir une structure
de groupe de Lie.

Simplicité

La notion d’algébre simple (et semi-simple) est importante en mathématique d’un point de
vue de classification. Pour nous, elle joue un role important puisqu’elle assurera la positivité
de I’énergie associée au lagrangien ainsi construit (voir commentaire page 43).

Pour la définir, on introduit la notion d’idéal : ¢’est un sous-espace Z de 'algébre g stable
par multiplication (au sens du crochet de Lie). Cela signifie que [Z, g] C Z, c’est-a-dire que
le commutateur de n’importe quel élément de Z avec un élément quelconque de g appartient
a Z. Ceci étant dit, un idéal est abélien si tous les éléments de Z commutent entre eux.

Nous pouvons maintenant définir la notion d’algebre de Lie simple : ¢’est une algébre qui
n’a pas d’autre idéal que {0} . Une algébre est semi-simple si elle n’a pas d’autre idéal abélien
que {0} (ce qui n’interdit pas qu’elle posséde d’autre idéal, d’ou 'appelation semi-simple).
Exemple : I'algébre de Lie du groupe SO(4), que 'on note so(4), peut s’écrire sous la forme
so(4) = so(3) @ so(3) (ceci se vérifie en partant des générateurs de so(4) et en les combinant
astucieusement. Ceci permet de montrer que so(4) n’est pas simple, bien que semi-simple (on
ne peut isoler de générateur abélien dans so(4)).

On montre (Cartan) que toute algébre de Lie semi-simple est somme directe d’algebres
de Lie simple. Les algébres de Lie simple sont complétement classifiées (classification due a
Cartan).

Dans la composante connexe de l'identité, on peut écrire, le groupe étant compact,
U(a) = e7®"T" Ceci n’est possible pour un groupe de Lie arbitraire (i.e. qui n’est pas for-
cément compact) que dans un voisinage de 'identité, alors que la compacité permet d’avoir
accés a toute la composante connexe de l'identité, qui est par définition I’ensemble des élé-
ments du groupe que ’on peut obtenir a partir de I'identité en faisant varier continiment les
parameétres.

Pour un groupe compact, on démontre que toute représentation irréductible est de di-
mension finie et équivalente a une représentation unitaire. Cette hypothése étant suppo-
sée ici vérifiée, on considérera donc dans toute la suite que les matrices U sont unitaires :

UU =U'U =1 et donc U~! = UT.

2.3 Théories de jauge non abéliennes

2.3.1 Principe de jauge et couplage matiére-champ de jauge

Examinons le terme cinétique 1(x)d,1(z). En utilisant (2.9), on obtient

b@)d(e) = @0 (0) = d2)d)
+ 9@V (@) [0 ()] () -

'

terme non compensé
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Nous allons suivre la méme procédure que pour QED :
e on ajoute & d, un champ de jauge

e comme U | "v 1 —ia*T* , 0,U~ —id,a%(z)T"
a1

a® porte un indice de la représentation adjointe (N2 — 1 indices pour SU(N)), donc le
champ de jauge doit obligatoirement étre choisi dans la représentation adjointe (indépen-
damment du choix de la représentation 7, en principe la fondamentale). On pose donc

D, =0, —igT* A%, (2.12)

que I'on peut comparer & D, = 0, + teA, en QED : dans ce cas trivial, le générateur
de la représentation adjointe (comme de la représentation fondamentale) est simplement le
nombre 1 (on peut difficilement faire plus simple comme matrice 1 x 1 hermitienne!!). No-
ter que les signes devant les parties faisant intervenir les champs de jauge sont conventionnels.

Nous allons maintenant exiger la loi de transformation

D,y — (D) = U(a)Dy (2.13)

analogue de (D,1)" = e=*®) D 4 pour QED. Alors
(0, — z'gT“A’Z) (U(a)y) =U(a) (9, — z'gT“AZ) WP

soit
[0,U () —igT* AU ()] o = —igU ()T ASia)

d’ou finalement

ToA = U(a)T* AU () — £ [9,U(a)] U~} (). (2.14)

_ i
g

Dans le cas d’une transformation de jauge globale, a® = constante, et cette relation se simplifie
en

TA" = U()T AU (av) (2.15)

qui n’est autre que la représentation adjointe du groupe G sur son algébre de Lie.
Si l’on développe (2.14) autour de l'identité, on obtient, en partant de U(«) ~ 1 —ia®T?,

a : 1
TAA" = T A% —ia A5 [T°, T¢] — T Oua”

Or [T°,T¢] = if*T. Donc puisque f%¢ est complétement antisymétrique, on en déduit que

A/Z _ Az + fabCOébAZ _ %aﬂaa . (216)

Si l'on considére a nouveau le cas particulier d’une transformation de jauge globale a® =
constante, on obtient
1@ Aa abc b pc
A, = AL+ [’ A
qui est bien la loi de transformation de la représentation adjointe de 1’algébre de Lie de G.
C’est bien sir la version locale de (2.15).
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Remarque:

On comparera utilement cette écriture avec la définition habituelle d’une représentation ad-
jointe d’une algébre de Lie : ici on a écrit la représentation sur les coordonnées (les Af) plutot
que sur les vecteurs de base de 'algébre de Lie (les 7%). C’est bien str équivalent (on dit
dual en mathématiques).

Pour s’en convaincre il suffit d’écrire

Ala _ <6—io¢CTcA> Ab
p o
= DA(U) dans la représentation adjointe

La relation (2.14) s’écrit alors, pour une transformation de jauge globale,

T (0ap —ice (TJY) ) AL = (1 —iaT?) T*A% (1 + ia®T")
~ ~ ——
développement de DA(U) développement de D (U)

au voisinage de U =1 au voisinage de U =1

qui donne, en égalant les coefficients de Aj,

T (T8, = [T° 1] (2.17)

N—_— —
image du vecteur de base T par T

qui est bien la représentation adjointe connue. Noter (ce n’est pas une erreur d’écriture)
la position des indices : I'indice courant est & gauche de la matrice 7% (comme dans tout
changement de base).

En écrivant [T¢, T% = i fuae T on a bien sir (T4)yq = —ifea. Au risque de se répéter,
(2.17) peut étre vue de deux fagons : comme une identité matricielle (membre de gauche),
avec une matrice agissant sur ’espace constitué des générateurs de la représentation consi-
dérée, ou comme une identité opératorielle (membre de droite), avec cette fois un calcul
de commutateurs qui fait donc intervenir des produits de matrices avec des indices dans la
représentation considérée :

e [1°, T est une matrice dans la représentation des champs de matiére (en général c’est
la représentation fondamentale, mais ce n’est pas obligatoire) :

[T, Ty = T Ty, — T Ty, ou i, j sont des indices de la représentation des champs de
matiére (4,7 = 1--- N pour une représentation fondamentale de SU(N)).

o (T)yq est un élément de matrice de la représentation adjointe (a,a’ = 1---n o n est

la dimension du groupe).
Notons que la relation (2.16) peut encore s’écrire

Ay = As — 2 (Dya)’ (2.18)

ot D, agit ici dans la représentation adjointe, que I'on notera aussi (D,),, (la lettre A signifie
adjointe).
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Preuves:

e c’est immeédiat en écrivant 'action de (D4), , qui est une matrice n xn (n étant la dimension
du groupe), sur « (vecteur & n composantes) :

(Dua)" = 90" — ig(T5) A
avec (T5)ap = =1 fean -
e le méme résultat peut bien sir s’obtenir directement en utilisant la définition de (Da4), ,
(DA)Zb = 8u5ab - Zg(fo)abA; = au(sab - gfabcA; )
ce dernier point de vue faisant resortir le fait que D, dépend de la représentation sur laquelle

elle agit.

Notation:

on écrira

A, = AST®, (2.19)

qui est donc un champ appartenant a la représentation adjointe de ’algébre de Lie de G.
Comme A, ne porte plus explicitement d’indice de la représentation du groupe, il ne faut
pas se laisser abuser par la notation! (ainsi dans le plan euclidien habituel, V= €, + Y€, ne
porte pas non plus d’indice, mais on y est plus habitué!).

2.3.2 Dynamique du champ de jauge

Il nous reste maintenant a déterminer la dynamique du champ de jauge, c’est-a-dire a
déterminer I'équivalent de F,, = 0,4, — 0,A, pour QED. Comme nous l'avons fait pour
QED, considérons donc (D,D, — D, D) :

DD, —D,D, = (9,—igT"A%) (0, —igT"A}) — (u < v)
= —igl0, A} —igT* A0, — ng“TbAZAfj
+igT*0, A% + igT*AL0, + g*T'T* A% A
= —igT* (QLA,CJ — 8,,AZ) — g%’fabcAZAch
qui est donc un objet se transformant suivant la représentation adjointe, puisqu’il a la méme

structure (par rapport au groupe de jauge) qu’un champ tel que A*. Nous fixerons les coor-
données de cet objet dans la base T en posant D, D, — D, D), = —igT"F}, .

Alors

Fi, = 0,4, — 0,A% + g fane A A (2.20)

On notera la présence d’un terme supplémentaire non linéaire par rapport au cas abélien.
Comme D1 et 1 se transforment de la méme fagon sous le groupe de jauge, on en déduit

que
(D,D,—D,D,) 1/1]/ =U(a) (DD, — D,D,).
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Or
[(DuD, — D,D,)¢)" = —igT*F" ' = —igT*F"} ,U(a)i),

d’otl par comparaison

TeF', = U(a)T*F%U(a)"". (2.21)

qui traduit bien le fait attendu que F}, se transforme suivant la représentation adjointe. Si
I’on développe autour de o = 0, on aura bien sir F’ZV = I}, + fae Fy,, y compris si la

transformation de jauge est locale (pas de terme en J,a® comme pour A,').

Nous pouvons a présent, écrire la seule quantité scalaire, invariante de jauge et de dimen-
sion 4 disponible pour compléter le lagrangien (& une constante multiplicative prés) :

Tr(T*F,2)(T°F,)) est invariant de jauge. (2.22)

Preuves:

e directement :

TFSTYFY, S U(a)T*FU () U (a)TPFY, U a) ™!

=U(a)T*F3,T°F),U ()"
Par invariance de la trace par permutation cyclique, on en déduit le résultat.

e mathématiquement, Tr7T%T"? est une métrique invariante, proportionnelle a la métrique
de Cartan-Killing TrT4T4. Donc si 'on examine la loi de transformation de (2.22) de maniére
duale par rapport au groupe de jauge (i.e. on interpréte la transformation de jauge comme
un changement de repére affectant les vecteurs de base T* de la représentation (point de
vue passif) plutot quen terme d’un changement des coordonnées F, 2 (point de vue actif), le
résultat est immédiat.

Dans tout théorie physiquement raisonnable, la positivité de I'énergie doit étre satisfaite
(non pas au sens strict, le signe absolu de ’énergie n’ayant pas de sens puisque 1’énergie est
toujours définie & une consante prés) : 1'adjonction d’'un mode physique supplémentaire a
un état donné doit augmenter I’énergie. C’est aussi la raison pour laquelle, dans une théorie
scalaire par exemple, le terme cinétique est de la forme %Z@Mgb@“gb — %m2¢2, ou Z est
strictement positif (on choisit en général Z = 1 pour la théorie non renormalisée). C’est la
raison pour laquelle on exige que TrT%T? soit une métrique définie positive. On démontre
alors que ceci est équivalent a choisir pour groupe de jauge un groupe de Lie dont l'algébre
de Lie soit la somme directe de sous-algébres de Lie simples compactes et de sous algebres
U(1).

En outre, ce résultat permet de montrer que TrTT? est proportionnelle & 5 .

Nous pouvons maintenant écrire le lagrangien complet de Yang-Mills

1 -
L= _EFSI/F(IMV + Y (iv" D, — m)y
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Développons ce lagrangien pour comprendre sa structure. Pour simplifier, on suppose que
Palgébre de Lie du groupe G est simple, ce qui évite d’introduire plusieurs types de charge.
Ceci s’applique donc directement au cas G = SU(N) :

L =iy, —m) terme cinétique (quark) ——=—

—1 (0,48 — 9,A%) (9" A™ — 9" A)  terme cinétique (gluon) T T T

1
+gA‘ZLlE*y”t“w couplage quark-gluon i
p)y’é}}} (2.23)
— fabeO, A% AP A couplage a 3 gluons
— 19 fabe fade A, LA L AU A couplage a 4 gluons 33
Remarques:

e le terme cinétique des gluons n’a pas de sens pour le moment, car la composante A° ne
se propage pas. Nous étudierons la solution de ce probléeme, lié¢ a l'invariance de jauge, dans
le chapitre suivant.

e les bosons de jauge sont de masse nulle

e les interactions ont été fixées complétement par le fait d’imposer 'invariance de jauge
locale.

e on retrouve le méme couplage g pour la matiére et pour les interactions entre bosons de
jauge : lorsque le groupe de jauge est simple (comme pour QCD), il n’y a aucune liberté. La
contrainte vient de la non-linéarité des relations de commutation de I’algébre de Lie : ayant
fixé une échelle g pour définir D), cette échelle réapparait dans 'expression de Fp, (lors du
calcul de D, D, — D, D,,, on a explicitement utilisé les constantes de structure), et donc dans
le lagrangien. Si le groupe est simple, ce choix implicite de la forme de la transformation de
jauge pour les bosons A,,, valable pour tout le groupe, interdit un autre choix pour d’autres
particules de matiére.

Dans le cas du modéle standard, G = SU(2) x U(1) x SU(3), qui n’est pas simple. Les
couplages sont indépendants suivant chaque sous-groupe.

e méme sans matiere, la théorie de Yang-Mills n’est pas libre. Par exemple, des états dits
"boules de glue" (glueballs en anglais) pourraient exister en QCD, comme états liés purement
gluoniques.

e le terme _ZFS”FWV correspond a l’action la plus générale pour la partie de Yang-
Mills & condition d’imposer la conservation de la parité P ou du produit C'P. Sinon, on peut

1
également inclure dans le lagrangien le terme —§9abe””p”F/fVF;U. On peut montrer que ce
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terme est une dérivée totale, de sorte qu’il ne contribue ni aux équations du mouvement
ni aux régles de Feynman. En revanche, en tant que terme topologique (son unique effet
vient des termes de bord dans l'intégration de cette dérivée totale, et peut dépendre de la
topologie a l'infini), il peut avoir des effets quantiques. QCD est une théorie qui conserve P
et C'P dans les limites expérimentales actuelles, ce qui fournit des contraintes sur ’ordre de
grandeur de ce terme supplémentaire, en particulier par la mesure du moment dipolaire du
neutron (qui est plus petit que 107?°¢ cm). Une possibilité de violation de P et de C'P par
la présence d’un tel terme reste cependant possible. Elle peut étre décrite a ’aide d’un degré
de liberté supplémentaire scalaire, appelé azion, qui est I'un des candidats possibles pour
la matiére noire. Ce mécanisme donnant lieu a ’apparition d’une violation de P et de C'P
en QCD (qui ne se manifesterait qu’a grande énergie) est basé sur un mécanisme de brisure
spontanée de symétrie U(1) : a basse énergie, le champ axionique ¢ est dans un minimum
de potentiel qui respecte les symétries P et de C'P. Un terme supplémentaire provient d’un
terme dit d’anomalie (on parle d’anomalie lorsqu’une symétrie vérifiée au niveau classique
ne l'est plus au niveau quantique). A grande énergie (de l'ordre d’une échelle de brisure M
trés grande par rapport aux énergie actuelles), cette symétrie est spontanément brisée, et
combinée au terme d’anomalie, elle fait apparaitre une phase dans la matrice de masse (ainsi
que des termes de couplage entre axion et hadrons), de fagon semblable au mécanisme donnant
lieu a des termes de violation de C'P dans le secteur electro-faible a cause de D'existence
d’une troisiéme génération qui rend impossible de choisir la matrice de Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa purement réelle (pour le secteur électrofaible, un deuxiéme mécanisme existe, basé
sur Pexistence de plusieurs doublets de Higgs). Notons que dans le cas du secteur électro-
faible, la violation de P n’est pas liée a 1’échelle d’énergie, contrairement a celle de C'P. En
revanche, dans le mécanisme envisagé ici pour QCD, une telle violation de P et de C'P ne
peut apparaitre qu’a trés grande énergie.
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Chapitre 3

Quantification des théories de jauge non
abéliennes

3.1 Terme de fixation de jauge et propagateur bosonique

Considérons tout d’abord le cas d’une théorie de pure jauge. Il s’agit donc de donner un
sens a l'intégrale

qui diverge.

La premiére étape est la méme que pour I’électrodynamique, pour laquelle nous avions
identifié le probléme comme étant di a un sur-comptage des degrés de liberté. Il s’agit donc
de fixer la jauge, par une condition G*(A) = 0 en chaque point x. On utilise ensuite la
représentation suivante de l'identité :

5GG(AQ)} (pour chaque a) (3.1)

1=|D 0 (G*(A%))det | —————
[ pataysicran) e | EL
ot A est défini comme le transformé de jauge de A :

l

TeAS = U(a)T* AU (a) g[@uU(a)] Ul a) (voir (2.14))

—3 a . . , .
avec U(a) = e dans un voisinage de 1, que I'on écrira localement

aa a abc c 1 a a 1 a :
A=Al + f b O‘bAu — gaﬂa = A} — 7 (Dya)®  (voir (2.18))

ou D, est dans la représentation adjointe.

Remarques:

0G(A%)
da

. Le déterminant est pris sur cette espace.

e (% porte un indice adjoint, tout comme o’ . Ainsi est une matrice de type adjoint,
5Ga(A%)

d’¢éléments de matrice =53
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5Ga(A%)
Sab

e la relation (2.18) montre que dans le cas ot la fonction G est linéaire, ne dépend

pas de a.

La mesure [][]dAf n’est pas changée sous la transformation de jauge A — A® (i.e.
T a,u

DA = DA%). D’autre part, le lagrangien est invariant de jauge. Ainsi comme pour QED on

peut écrire
/ DA = / Da / DASS[G(A)] det [5G (4 )] : (3.2)

oab

L’introduction de la condition de jauge de Lorentz généralisée
GY(A) = 0"A [ (x) — w*(x)

conduit alors au propagateur (voir page 27) :

'k —i k. k ,
A® Ab — _ —(1— [ ab ,—ik(z—y)

le cas particulier £ = 1 correspondant a la jauge de Feynman-’t Hooft.

3.2 Fantomes de Faddeev-Popov

La nouveauté de expression de (3.2) par rapport a QED réside dans 'existence du
déterminant det &fla) qui dépend en général du champ A (ce determinant était présent
également en électrodynamique, mais ne contenait aucune dynamique). Ainsi, dans le cas de

la jauge de Lorentz, I'expression

0G(A%) 1.,
= ——0"D
Yo’ ga .

fait explicitement intervenir D, qui agit dans la représentation adjointe, et dépend donc de
A.

L’astuce de Faddev et Popov consiste a représenter ce déterminant a 1’aide d’une intégrale
sur des variables de Grassmann se transformant suivant la représentation adjointe :

1 z/ d%é@“Duc
det (—ga”Du) = /Dc Dc e

(on a absorbé le facteur é dans la normalisation de c et ¢).

c et ¢ sont donc des fermions, qui se comportent comme des scalaires sous le
groupe de Lorentz. Ils violent donc le théoréme spin-statistique! On les appelle
fantomes de Faddeev-Popov car ils ne peuvent apparaitre comme champs externes, mais
seulement dans des boucles fermées a l'intérieur des diagrammes de Feynman. Dans le cas
d’une jauge arbitraire, G(A), on obtient, en écrivant

0G*

May(z,y) = Sony)

[A%(2)], (3-3)
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Mab(flf, y) =

5Ga SA%(z)  6Ge ( 1

oy — = cb T (4) T — .
5Ai(z)[ @) ) SA (7) g> D)0 (x—y)  (34)

d’ou

_ch

| st [ ave [ 0] )
/DAe’SW = /Da/DA Dc Dé e z : (3.5)

Dans le cas général, comme Dﬁb dépend du champ de jauge, on aura donc un couplage entre
les fantomes et le champ de jauge.

Dans le cas particulier des jauges non covariantes du type G*(A) = n - A ot n est un
vecteur constant, alors M, devient indépendant de A, et les fantomes se découplent. Ce genre
de jauge est trés pratique dans de nombreuses situations physiques (exemple : obtention des
équations DGLAP du modéle des partons amélioré). On perd la covariance au profit du fait
que seuls les degrés de liberté physiques des bosons de jauge se propagent.

Nous nous limitons ici aux régles de Feynman dans la jauge covariante. Dans le cas d'un
groupe dont 1’algebre de Lie est simple, le lagrangien complet peut se décomposer suivant,

L =(iytd, — m)p terme cinétique (quark) —_

_%1 (0uA3 — 9, AL) (OHA™ — " A™) terme cinétique (gluon) ERARES
2
— 2 (9,A")
+g ALYyt couplage quark-gluon i
—§ fabe O A", AP A couplage a 3 gluons ‘y)}é’\»
—i92fabcfadeAMbAfAd“ AV couplage a 4 gluons g
+cle terme cinétique (fantome) — ..........
_[ oG _ A E
C|l=——D,|c—clc couplage fantome-gluon ... 17....
dA,

(pour G = SU(N) par exemple)
(3.6)
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Les régles de Feynman s’en déduisent aisément. Elle s’écrivent :

p
? J 5,’j
p—m
D .
ERERED —1 Pubv ab
e 5
¢ b p? +ie g = (1 =€) k2
b - sab
........ —10
a0 5
a, i p* +e
iij ign"te,
a, 1
| K (3.7)
k’z 7 ~ k3
b, v ¢, vy gfe 9" (ky — ko)™ 4 0728 (ky — k3)"t + 0V (kg — k1))
—Zg fabefcde ( I/1V3gV2V4 o gulu4guzu3)
+facefbde ( 1/11/29113114 _ gl/11/4gI/2V3)
fadefbce( V12 1/31/4 - ngngV2V4)]
a, p
p —gfept

L’obtention des régles précédentes est immédiate pour ce qui concerne les propagateurs.
En ce qui concerne les vertex :

le couplage a 3 gluons s’obtient en étudiant toutes les facons de contracter 3 gluons externes
au terme —ig f%°0,A$ AP AX¢ | les conventions pour les impulsions externes, les indices de Lo-
rentz et de couleur étant fixés par la figure ci-dessus. Considérons par exemple la contraction
de 9,A% avec le gluon d’impulsion k;, de A?® avec le gluon d’impulsion &y et de A*¢ avec le
gluon d’impulsion k3. On obtient alors

_z'gfabc (_Z'k,iz)gulug — gfabcgulu;;(_kl)uz

Au total il y a 3! possibilités, dont la somme correspond & 'expression donnée ci-dessus.
Cette somme s’obtient sans erreur en utilisant le fait que le terme de couplage dans le la-
grangien est symétrique dans les permutations de (a, ki,v4), (b, ke, 1), (c, ks, v3) (ceci tra-
duit le caractére bosonique des gluons), c’est-a-dire antisymétrique sous les permutations de



3.2. FANTOMES DE FADDEEV-POPOV ol

(k1,v1), (ka,va), (k3,vs) puisque f€ est antisymétrique. Le résultat final pour le vertex doit
donc satisfaire cette propriété.

couplage a 4 gluons : un exemple de contribution est donné par

_£g2feabfecdg1/1y3gygu4

L’ensemble des 4! contractions possibles donne finalement le résultat attendu. De méme, ce
résultat s’obtient par symétrisation sur les indices (a, 1), (b,1s), (c,v3), (d,vy) (ici le terme
de couplage ne fait pas intervenir les impulsions).

couplage gluon-fantéme :
icO"D,c = ig, 8”focc = iG, (8”8,451’0 —qg 8”fbcaAZ) Ce

ce qui donne pour le terme de vertex : z'g@“ébfbcaAch, soit encore g(—p*) foea = —gP" fabe -
En effet

lﬁ(x) :/ A3k 1 [b;-(k;)a(a)(k)eikm —i—da(l{:)@(a)(k) e—ikx:|

@) 25,

donc l'action de 70" donne un facteur —k* pour le fermion sortant u(k).
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Chapitre 4

Petit mémento

4.1 Reégles de Feynman pour QED et QCD en jauge co-
variante

Les régles de Feynman!. énoncées ci-dessous permettent d’évaluer iM, ou M est 'am-
plitude de diffusion d’un processus donné. Par définition, c’est un élément de matrice de?
S—1=4T ie.

(2m)*6"(Pr — P) Mg = (f|T3). (4.1)

Nous noterons dans toute la suite par e la charge de ’électron (i.e. ’électron est de charge
e = —|e| dans ce systéme de notations)?.

4.1.1 QED

Nous écrivons la dérivée covariante sous la forme
D, =0, +ieA, (4.2)

Le lagrangien de Yang-Mills abélien s’écrit alors, en jauge covariante,

‘CQED = ‘C'y + 'Cfi:cation de jauge + 'CDirac
(4.3)
2 2 oy
= L(FLP - @A)+ O —my

soit encore

1 5 1 9 _ . _
L = —— (Fn)" —=(0"'A + 1P —m + —)eyy'pA

= prop. du photon = prop. de I’électron terme d’interaction

!Dans ’ensemble de ce cours, nous utilisons les conventions de Peskin-Schroeder. Elles sont identiques &
celles utilisées dans Itzykson-Zuber pour QED ; pour QCD, elles différent uniquement par le changement de
signe pour gs

2Cette définition est & peu prés universelle. Cependant, on pourra rencontrer dans la littérature la définition
S =1+T (A. H. Mueller, par exemple dans son modéle des dipdles en physique & petits zp;), ou encore
S=1-4iT (PDQG).

3Les notations peuvent parfois préter & confusion. Ainsi Peskin, Schroeder et Itzykson, Zuber notent
e = —le| la charge de 1’électron, tandis que Muta note e = |e| 'unité de charge positive !

53
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Les régles de I'intégration gaussienne (a la fois sur les champs bosoniques A et sur les champs
fermioniques 1 et 1) permettent d’évaluer perturbativement les fonctions de corrélations
formeées a partir de

eifd4mEQED _ ez‘fd4acﬁo |:1 _ Z’e/dzlx@;”y‘uwflu + -

On en déduit le vertex

i
4—§—e — ey’ (4.5)

Le lagrangien ci-dessus correspond au cas de 1’électron, de charge e = —|e|. Dans le cas d’une

particule de charge Q|e| (@ = —1 pour I’électron), en partant de la dérivée covariante
D,=0,+iQlelA,, (4.6)

on en déduit que le vertex d’interaction s’écrit
1

4—§—e —iQ |e|y*. (4.7)

Les propagateurs de 1’électron et du photon s’écrivent respectivement :

p ! 4.8
—< = (4.8)
H v —i Pub
NN — g — (1 — &)= 4.9

S - 1- 922 (19

Il est d’usage d’appeler jauge de Landau le cas £ = 0 et jauge de Feynman le cas £ = 1.

4.1.2 QCD

Résumons en quelques lignes la structure du lagrangien de QCD. On introduit les géné-
rateurs hermitiens ¢* de la représentation fondamentale de SU(N,) (N, = 3), qui sont au
nombre de N2 — 1 = 8 (étiquetés par a). Ce sont des matrices N. X N, hermitiennes et de
trace nulle. Les quarks se transforment sous l'action des générateurs t* et les antiquarks?
sous I’action des générateurs (t%)*. Ceci signifie que les quarks et les antiquarks sont du point
de vue de la couleur des vecteurs a N, composantes (notées conventionnellement ¢ et !
(t=1---N,). Par définition, ces matrices vérifient la relation

[t 1] = ¢ fabete (4.10)

oil les constantes de structure f%¢ sont complétement antisymétriques®.

“Pour N. > 3 les représentations engendrées par t% et (t%)* ne sont pas équivalentes : on doit donc
distinguer couleur et anticouleur.
5La connaissance d’une réalisation explicite de t® et f?° ne joue en pratique aucun role.
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Le champ gluonique posséde N2 — 1 couleurs possibles. Du point de vue de la couleur,
c’est donc un vecteur a N? — 1 composantes®. Chacune de ces composantes est notée A®
(a=1---N?—1). La dynamique du champ de jauge est alors définie a I’aide du tenseur

F;ilu = 8HA$ - aVAZ +g fabcAZA,C/ . (411)

Le couplage au champ de matiére est défini a I'aide de la dérivée covariante

D, =0, —igT* Az (4.12)

Pour quantifier la théorie, il est nécessaire de fixer la jauge. En jauge covariante, ceci impose
d’introduire des fantomes de Faddeev-Popov (notés c), qui se transforment du point de vue
de la couleur comme les gluons. Ces champs violent le théoréme spin-statistique (ce sont des
fermions qui se comportent comme des scalaires sous le groupe de Lorentz). Ils ne peuvent
apparaitre comme champs externes, mais seulement dans des boucles fermées a l'intérieur
des diagrammes de Feynman'.

Le lagrangien complet de Yang-Mills s’écrit alors

1 - _ _ a
L=~ F™ 4 §(iDy — m) + e0e + g0 fua Al

Les régles de Feynman s’en déduisent aisément. Elle s’écrivent :

p
—_— .
) . 7
¢ J (Sz'j
p—m
p .
EERRRS —1 Dulv | cab
_ ,— (1 =&)—1|9
a b p2 +’l€ gu ( 5) p2
p + cab
........ —10
a < b 27
a, p +e
1 J z'gy”t?j
a,
i k1
k2 ;3)))’ ~ k3
b, vy c, vz gfoe g2 (ky — ko) + 6723 (kg — kz)"* 4 6173 (ks — ky)"?]

50n dit qu’il se transforme suivant la représentation adjointe.

"Physiquement (argument dt & Feynman), un gluon physique, de masse nulle, posséde deux polarisations,
comme le photon. Lorsqu’il apparait dans une contribution virtuelle (boucle), il posséde 4 polarisations
possibles. L’unitarité impose que les deux polarisations non physique disparaissent, ce qui est exactement le
role du fantome et Ianti-fantome. Voir par exemple Cheng-Li p.268.
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a, 1
d’ 1/4 b7 V2
¢ us —292 [fabefcde (gV1V3gV2V4 _ gV1V4gV2V3)
_|_facefbde (guluzgu31/4 _ gV1V4gV2V3)
+fadefbce (guluggu3U4 _ gl/1l/sgl/2l/4)} (413)
a,
p —gfept

4.1.3 Lignes externes

fermion entrant

fermion sortant

antifermion entrant

(4.14)

antifermion sortant

XEX

photon entrant

photon sortant

'Bi/t

4.2 Des amplitudes aux sections efficaces
Considérons un processus

(pl J1)+(p2,J1) - (kljl) +"'(knjn)= (4'15)
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ol p; et py sont les impulsions des particules initiales, de spins respectifs J; et Jp, et
ky, ko - - -k, sont les impulsions des n particules finales, de spins respectifs j; - - - .

La section efficace du processus s’écrit alors, en notant \; et Ay les hélicités des particules
incidentes, et i1, po - - -, les hélicités des particules sortantes,

1
o= 7/dﬂn\M(p1 A,y D2 Xa — Ky g, K )| (4.16)

2K(s)
2K (s) est le facteur de flux, défini comme le produit de la densité de particules de la cible
et du flux de particules incidentes, et dIl, est 'espace des phases. Nous allons détailler ces
deux quantités ci-apres.

Dans le cas ou l'on ne mesure pas la polarisation des états finals, la section efficace
s’obtient en sommant sur toutes ces polarisations. Si en outre les états initiaux ne sont pas
polarisés, on doit moyenner la section efficace sur ces polarisations. La section efficace du
processus s’écrit alors

1 1
nonpol. — dHn >\’ A k ’,_,7]{;” n2-
Tt T K (s) 20+ D2 + 1) Z/ MprAs, p2da =k fin)

(4.17)

4.2.1 Facteur de flux

K() = y/\(s. m3, m3) = /4{(pr - p)? = mi 3] (1.18)

Cette derniére relation est valable pour un processus faisant intervenir un état virtuel de
virtualité arbitraire. Les “masses” carrées m? et m3 sont alors remplacées par les virtualités
correspondantes. En particulier elles peuvent étre négative, comme dans le cas de la diffusion
~v*P avec un photon virtuel de genre espace.

Nous écrivons K (s) comme fonction de la variable de Mandelstam s = (p; +p2)? , puisque
p1-p2 = (s —m?2 —m3)/2. Dans le cas habituel ol les masses m; et msy sont positives, on

peut encore écrire

On montre® que

)‘(Sv mf, m%) = 4[(171 'p2)2 - mf mg] = [2(171 'p2) - 2m1m2][2(p1 'p2) + 2m1m2]

= [s—m] —m3 — 2mymy][s — m3 —m3 + 2mymy)] (4.19)

soit?

A(s, m3, m2) = [s — (my + mo)?|[s — (m1 — my)?]. (4.20)

Deux cas particuliers sont utiles :

A(s, 0, M) = (s— M?)? : une des masses est nulle
(4.21)
A(s,0,0) = s? : les deux masses sont nulles.

8La notation \ est standard dans la littérature.

La fonction A(s, m?, m3) ne dépend que de s et du carré des masses, fait qui est caché dans Iécriture

du membre de droite de (4.19). On notera que la fonction A(s, m?, m3) est bien symétrique en m? < m3,

comme attendu.
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Dans le référentiel du centre de masse, le facteur de flux posséde une expression particuliére-
ment simple!®, trés utile en pratique!! :

2K = 4pr W~ (4.22)

ou W* = E} + EJ est 'énergie totale dans le centre de masse.
Preuve:

Partant de ) ) )
{ ET2 - pf2 = m%
E5" —pi= =m;

avec p; = p] = p;, on tire

2K = 4 [(B] By +p%)° — (B = p2) (B — o) P = 4 [(Br + B3] = 4 (B[ +E5)pi

4.2.2 FEspace des phases
dIl,, est ’espace des phases, dont la forme invariante relativiste est donnée par
dll zlﬁlﬂ(%r)ﬁ‘é4 zn:k:-—p —p (4.23)
" j=1 (271')32 k? j=1 ’ ' ) .

Considérons a présent la réaction 2 corps — 2 corps

(p1 1) + (P2 J2) — (p3 J3) + (pa Ju) (4.24)

pour laquelle

d*ps d’py
(2m)32 p§ (2m)32 pf
L’espace des phases, qui fait intervenir 6 variables, se réduit a une intégration sur 2 variables
indépendantes a cause de la conservation globale d’énergie-impulsion. En intégrant sur py , il
se déduit donc a'?

dll, = (2m)* 6" (ps + pa — p1 — p2) - (4.25)

dH2 p2 dpg dzﬁ
d? =_13 21) §(W — Es(ps) — Eq(p: 4.26
/ PP T 2B, 2E4( ™ol P) — HalPa)) (4.26)
avec!?
E3(ps) = py = \/273? +m2 et Ey(ps) =p) = \/D2(Ps) +m2,  ou pu(ph) = pi+ P — P -

(4.27)

10F]le reste valable y compris dans le cas ou les états initiaux sont virtuels, en particulier de virtualité
négative.

"' Nous adoptons la notation suivant laquelle une quantité surmontée de * est mesurée dans le référentiel
du centre de masse.

120n note p3 = |p3|, que 'on ne confondra pas dans ce contexte avec le quadrivecteur ps.

13Les parameétres cinématiques externes fixant complétement I'impulsion totale ) + P et ’énergie totale W
(qui dépendent du référentiel), on a bien un espace des phases qui ne dépend que de 2 variables indépendantes.
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d*I1, peut donc s’écrire en fonction de d*() uniquement.
Dans le référentiel du centre de masse, cet espace des phases posséde une expression
particuliérement simple :

dH2 p*
dp; d’ = 2. 4.28
Ps & P4 d3pydp;  16m2W* (4.28)
Preuve:
Partant de . 2 g
Ppy ot = P B (W — E3(55) — B35 4.29
[ ot = e B OV = B ) - Ei()) (1.29)
nous pouvons écrire,'* en utilisant (4.27) dans le cas ot pj + Py = 0 et en posant
p3(E5) =/ E5? —m3, (4.30)
dIl, psdps | d[B(55) + B )]
d3 :d2Q* 3 3 3 \’3 4\l’3 ) X (EE
/ L dp, 1672E; B dp; (ps = p3(E3))
52 dp;; 1
_ 20+ _P3 4P3 * (T
= d*Q) 16m2E; E; ﬁ n g_;ié(pza p3(E3))
4
. P3dpy *(
= d’Q 5 E3)) . 4.31
1672 * (5 — p3(E3)) (4.31)
La section efficace différentielle s’écrit donc
d*o 1 D4
= M(py, )%, 4.32
B~ 2R () 16mee VP P P 2a) (432)
soit encore, d’aprés (4.22), et en notant p} = p3 et p; = pj,
do py 1 )
= 4.33
d2Q* p;k 647T28 ‘M(p17p2ﬁp37p4)‘ ) ( )

puisque s = W*2. Notons que p} et p} s’expriment sous forme invariante relativiste de fagon
trés simple : en effet, d’aprés (4.22), pour toute réaction 2 corps — n corps

. V/Als, mi, m3)
pi - 2\/§ )

et dans le cas de la réaction 2 corps — 2 corps, nous avons en outre

(4.34)

f Qﬁ . .
On peut noter qu’'un choc élastique, correspondant par définition a m; = mg et my = my (ou
my = my et my = mg3) donne bien pf = p}, comme en mécanique classique.

4Rappelons que §(f(z)) = Z e (x 3 d(x — x;) ou x; sont les racines de f(z) =0.
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4.2.3 Variables de Mandelstam
La réaction a 2 corps — 2 corps

(p1J1) + (2 J2) = (p3 J3) + (pa Ja) (4.36)

5

est complétement caractérisée'® par les variables de Mandelstam définies par

s = (p+p2)? = (p3+pa)?

t = (p—p3)® = (p2—pa)? (4.37)

u = (pl—p4)2 = (p2—p3)2,

les expressions équivalentes découlant de la conservation de 1’énergie-impulsion. Ces variables
sont illustrées sur la figure 4.1. Chacune des variables peut étre considérée comme une variable

2 » 4
F1G. 4.1 — Variables de Mandelstam pour un processus 2 corps — 2 corps.

“s” pour un processus croisé :

variable “ s 7 wvariable ” t “ wvariable “ u”
voies: 1+2—3+4 S t U
voiet: 1+3—2+4 t s u (4.38)
voieu: 1+4—3+2 U t s

En effet, une particule ¢ d’impulsion p; avec p° > 0 doit étre considérée comme son antipar-
ticule 4, d’impulsion —p; lorsque p° < 0. La méme amplitude M(s, t, u) décrit donc ces 3
réactions, ainsi que toutes les réactions de désintégration 1 corps — 3 corps (par exemple
1 — 2+ 3+4) et toutes les réactions inverses (par exemple 3+ 4 — 1+ 2), par prolongement
analytique sur les variables s, ¢, u.

On tire immédiatement de la conservation de I’énergie impulsion la relation

s+t+u=>y m?. (4.39)

Preuve:

15Gi I’on ne prend pas en compte des effets de spin.
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Il suffit de calculer 2(s + ¢ + u) en sommant les 6 termes de (4.37) et d’utiliser ensuite la
conservation de 1’énergie impulsion :

2(5+t+u) = 327"%24‘2291'P2+2P3'P4—2P1'P3—2P2'P4—2P1'p4—2P2'p3

(2

= 3 mi+2pi-pa+2ps-pa—2(pi+p2) - (ps+pa)

= BZm?%—(s—m%—mg)jL(s—mg—mZ)—2$:2Zm?.

En conséquence, 'amplitude diffusion ne dépend que de deux variables indépendantes. On
choisit conventionnellement d’écrire

M= M(s, t).

Dans le référentiel du centre de masse, un calcul élémentaire'® montre que

s+ mj—m3
2\/s ’

2

s+ mi—m3
2¢/s ’
2

2 2
oo s+ m5; —mj o s+ my —m3
2 ) 4 — .

2/ 25

En utilisant les relations (4.34) et (4.35) (ainsi que les expressions analogues pour les voies
croisées : pour la voie ¢ on considére A(t, m?, m3) et A\(¢,m3, m3) et pour la voie u on considére
Mu,m?, m?) et Mu,m3,m3)) et les expressions précédentes des énergies dans le centre de
masse (et les expressions correspondantes pour les réactions croisées), on déduit les conditions
de seuils suivantes!'” :

Ef = E; =

(4.40)

voies: 1+4+2—3+4: s> (my+m)? et (m3+my)?

voiet: 14+3—2+4: t> (m1 + m3)2 et (m2 + m4)2 (441)

voieu: 1+4+4—34+2: u>(my+my)? et (my+ms)?

Il est souvent utile d’exprimer la section efficace différentielle (4.33) en terme des invariants
relativistes. Pour cela, exprimons I'angle de diffusion'® @ de la réaction en voie s :

t= (pl —p3)2 :m% +m§ - 2])1 *P3 = m% +m§ —2FE; E3 +2|ﬁl\|ﬁ3\cose. (442)

soit
t—m% —m§+2E1E3

2 |p1l|ps]

cosf = (4.43)

16Par exemple pour exprimer Ej, il suffit de combiner (4.34) et E}? = 572 + m3.

"La condition & écrire est que p} et p; doivent étre positives, et que les énergies E; doivent étre toutes
positives.

18Noté 013 ou 05 dans la litérature : c’est I'angle de diffusion entre les particules 1 et 3, ¢’est-a-dire angle
de la diffusion en voie s.
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En terme de la variable u, 'angle diffusion s’écrit

mi—mi—s—u+2FE F;

- 4.44
2 |P1||p3| ( )

cosf =

Dans un référentiel arbitraire, pour s et E; fixés, F3 et |p3| ,dépendent de cosf, ce qui rend
la discussion délicate. Dans le référentiel du centre de masse, nous pouvons écrire

t—mi—m3+2EE;

cos@* = 4.45
2pip; (4.45)
2 2 _ _ 2 E*E*
cosft = 2 * S* *u+ = (4.46)
2pips

expressions dans lesquelles £}, E3, p} et pj sont fixées pour s donné par (4.40) et (4.34, 4.35).
On constate alors sur les expressions (4.45) et (4.46) que

réaction vers Pavant (§* =0) <= valeur maximale' (en valeur algébrique) de ¢

réaction vers l'arriére (0* = m) <= valeur maximale (en valeur algébrique) de u
(4.47)

Dans ce référentiel du centre de masse, on déduit donc de (4.45, 4.46) et de (4.34, 4.35,
4.40) que l'angle 6* peut étre exprimé dans ces variables invariantes :

cos 0" = t—mi—mj+ 2 BiE - s? 4 5(2t —mi —m3 — m3 —mj) + (m} — m3)(m3 — mj)
2p1 p3 VA(s,m?,m3) A(s, m2,m?)
s(t —u) + (mf — m3)(m3 — mj) (4.48)
VA(s,m3, m3) (s, m3, m3)
Remarque:

On constate sur cette relation que dans la limite de haute énergie ou s > —t, m?, appelée
limite de Regge, 0* — 0 puisque \(s,m?) ~ s? : dans cette limite, la diffusion vers I'avant
régit le comportement de I’amplitude.

Pour un s donné, la contrainte —1 < cosf < 1 détermine la région physique en ¢t :

t-<t<t" avec (4.49)

1
£ = md i — (s + md = md)(s 4 md — md) F /M, mb,md) A, mdmd)} . (4.50)

La discussion est plus éclairante dans le cas ou toutes les masses sont égales (m? = m?). On
a alors A\(s, m?, m?) = s(s — 4m?) et
2t

=14+ —. 4.51
cos + P ( )

YNotée en général |t|,,in dans la littérature, car elle est en général proche de 0, donc ¢ est pratiquement
quasiment toujours négatif, et |¢| est alors en général supérieur a cette valeur [t|,in. On a [t]min = [t7], avec
t* défini par (4.50).
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Le domaine physique de la réaction est alors donné par les conditions

s > 4m? et tm=4m? —s<t<tt=0. (4.52)
On vérifie alors que
— 4m?
u = —%(1—1—0039)
— 4m?
t = —%(1—6089),

et on retrouve le fait que
e t négatif, petit en valeur absolue, correspond & 6* petit (avant),
e u négatif, petit en valeur absolue, correspond a m — 6* petit (arriére).

Revenons maintenant a notre probléme consistant & exprimer la section efficace différen-
tielle (4.33) en terme des invariants relativistes. De (4.45) on tire

dt
dcos0" = ——. (4.53)
2pips
et donc, puisque d?Q* = d¢* d cos0*, et en utilisant (4.33),
do do 1
| M(s,t,0)]*. (4.54)

dtde”  2pipi 2 12872sp

Dans le cas ou la réaction étudiée est symétrique par rapport a l’axe de collision, on peut
intégrer sur ¢* et donc

do 1

& = i MG (4.55)

Il est souvent utile en pratique d’exprimer la section efficace dans le référentiel du laboratoire,
dans lequel la cible est au repos. Plutot que d’expliciter le boost permettant de relier un
référentiel a ’autre, il est plus simple de passer par 'invariant relativiste . Posons

q=p1—DP3=DpPs— D2 (4.56)
Alors
t=q¢"= (p1 —p3)> =mi+mj —2E B+ 2|p1||ps| cos 6. (4.57)
La relation py = py + ¢ permet d’écrire

mi =ms+2q-ps+q°

et donc
t=q*=—2q-ps+m2—mi=—2my(E, — Es) +m? —m? (4.58)

dans le référentiel du laboratoire ou la particule 2 est au repos. On tire donc de (4.57) et

(4.58), puisque |p3| = \/E3 —m3,

EsdEs
dt :_2E1dE3+2|p1| |—»|

cos + 2 |p1||ps|d cos @ = 2ms dEs , (4.59)
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d’ou finalement, aprés élimination de dFs,

2mo |pi| |p5)?

dt = 2 4
(mao + Ev)|ps| — B3 [p1] cosd

dcost. (4.60)

Dans la limite ou m, et mg3 sont négligeable devant E; et E5, cette expression se simplifie en

dt — 2m2 E1 E3

= B (1 —cos e)dcose.

En utilisant (4.57) et (4.58), on obtient
2 Ey E3(1 — cos 0) = 2my(Ey — E3) +m3 —m3

d’otu finalement
2 E?
dt = ——2—dcosf. (4.61)
1+ may—my

mo Eq
Dans la limite ot ’énergie E; est grande devant m3, m?, on écrira

dt =2 E3dcosf. (4.62)
De l'identité

d*Q dcosf
d2Q*  dcos*

(4.63)

et en égalant les deux expressions (4.53) et (4.60) obtenues pour dt, on déduit dans la limite
oumi; =msz=0et my =my, que
*Q _ pi?
20 B2

(4.64)

Il nous reste a évaluer pj, qui vaut, d’aprés (4.34) et en utilisant (4.21),

. s—mj  myE

p1:2\/§_\/§

puisque s = (py + p2)? = my + 2my E; . et 'on obtient finalement

d*Q m3 E}
20 s B3

(4.65)

En combinant ce résultat avec 'expression (4.33), nous obtenons donc finalement la relation

do  E3 1
d2Q  m3 E? 6472

|M(s,1)]? (réf. du lab.). (4.66)
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4.2.4 Somme sur les spins

Rappelons tout d’abord que les bispineurs u®(p) et v*(p) sont solution de 1'équation de
Dirac, et que les bispineurs sont solutions de I’équation conjuguée, i.e.

(p—m)u(p) = w(p)(p—m)=0
(p+m)v°(p) = v(p)(p+m)=0. (4.67)
Les bispineurs sont normalisés suivant?’
#0) 0 (p) = 2mET )7 () = —2m s (1.65)

et sont orthogonaux entre eux :

@ (p) v*' (p) = 0°(p) u” (p) = 0. (4.69)

Dans de nombreuses situations, il est utile de pouvoir sommer sur les polarisations des fer-
mions. Dans ce cas, les relations suivantes sont particuliérement utiles :

S wi(p)a(p) = p+m. (4.70)

et

Y V) v(p) =p—m. (4.71)

4.2.5 Calcul des traces : un peu de y-gymnastique

Le calcul des sections efficaces, une fois les différentes topologies de diagrammes énumérées
et traduites algébriquement, se rameéne, lorsque des contributions fermioniques entrent dans
ces diagrammes, & un calcul de trace?! de produit de matrices de Dirac. Cette partie du calcul
est rapidement trés pénible, dés que les diagrammes se compliquent.

Nous donnons ici quelques identités utiles??. Rappelons tout d’abord que la matrice 7°,
qui permet de définir I’hélicité d’un fermion, s’écrit

Y == (4.72)
C’est donc le produit d’un nombre pair de matrices . La matrice o est définie?® par
/i v
= 50" (4.73)

L’ensemble des 16 matrices I, v#, o™, 7° o, ~° forme une base des matrices de Dirac. Elles
vérifient les propriétés suivantes :

ot

{7 = 29" (4.74)

o= 1 (4.75)
(", =0 (4.76)
[, o] = 0. (4.77)

2ONormalisation de Peskin-Schroeder. Dans Itzykson-Zuber, la normalisation est choisie sans facteur 2m .

21 Dans la littérature russe, on utilise fréquemment la notation Sp pour la trace, abréviation de I’allemand
“Spur”. Les matrices du type p sont quant a elles en général notées p.

22Démontrées et discutées en détail dans Peskin-Schroeder ou Itzykson-Zuber par exemple.

23Cette notation est standard. Exception notable : dans Théorie Quantique Relativiste de Lifchitz et Pi-
tayevski (série des Landau), on pose o/ = £[y*, v].



66 CHAPITRE 4. PETIT MEMENTO

Nous donnons ici les principales formules permettant de mener a bien les calculs de traces :

Tl = 4 (4.78)

Try* = 0 (4.79)

Tro® = 0 (4.80)

Tr (nombre impair de matricesy) = 0 (4.81)
Tryty" = 4g" (4.82)

Tty = 4(g"g” — 9" 9" +g"7g"") (4.83)

Try° = 0 (4.84)

Try# y"y° = 0 (4.85)

Ty Y yPy7y° = —4ieP (4.86)

oll €77 est le tenseur complétement anti-symétrique de Levi-Civita, avec?! %123 = 41 et
€MP? = —€p0 -
Le calcul des traces se fait en pratique, dés que les diagrammes se compliquent, a ’aide

de calculateurs algébriques?.

4.3 Théoréme optique

Toute théorie quantique définie de fagon cohérente doit étre unitaire. Ceci signifie que
partant d’une situation physique donnée (par exemple un état constitué de deux hadrons),
la somme sur toutes les probabilités d’obtenir tous les états physiques final doit étre égale a
1. Ceci s’écrit

S-ST=8".9=1. (4.87)

Réécrivons cette derniére identité a I'aide de la matrice de diffusion 7" : de S = 1447 on tire
(1—iTH(1+4iT)=1

soit
T'T = —i(T —T")

soit encore matriciellement
(T g Ty = —i(T — T ;. (4.88)
Ceci s’écrit?®

> M My (21)'6% (P, — P) = —i(Myi — M) (4.89)

Dans le cas particulier ot i = f (état initial et état final identiques), cette identité se réduit
a

24Cette convention dépend des auteurs. La convention choisie ici est celle de Peskin-Schroeder et Itzykson-
Zuber.
250n peut citer par exemple FeynCalc sous Mathematica.
*De fagon équivalente, partant de S-ST =1, on obtient Y M, M}, (2m)*6* (P, — Pi) = —i(My;i — M) .
n
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soit encore

et donc

> IMil? (2m) 6% (P, — P) = 2Im M. (4.91)

La section efficace totale d'un processus ¢ — X s’écrit

Otot =

> @r)'t (P — P) (Ml (4.92)

1
24/ A(s, mi, mg) 5

soit encore, compte tenu de (4.91),

1
Otor = Im M;;(s,t =0). (4.93)
A(s, myi, mo)

C’est le théoreme optique, qui relie la section efficace totale du processus a la partie imaginaire
de 'amplitude élastique vers 'avant. Dans le cas ot les masses sont nulles ou négligeables,
ce théoréme se déduit a

1
Otor = ;Im M;i(s,t=0). (4.94)

4.4 Décomposition de Fierz

En dimension 4, les matrices de Dirac sont au nombre de 16 :

I's ry Y ' I'p
‘ (4.95)
I o =gyt iy
On pose?”
I,= Tt (4.96)
On peut alors vérifier que
(7“)_1 =Yu = FVM 5 (O.,uu)—l = Ouw = FT/U/?
(4.97)

(V) =79 =Ta,, (¥°)'=—-iy*=T5".

On sait que le conjugué hermitique des matrices I'* s’obtient par entrelacement avec la
matrice 70 :
() =1

d’ott on déduit que toutes les quantités du type WI'®W sont hermitiennes.

Preuve:

-1 _

2TPour les matrices y* , ceci est compatible avec le fait que (y#)~! = vu (au sens du calcul covariant avec

le tenseur métrique gu,,).
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[BTU]T = Wt (W0 = W07 000 = U 0Ty = UT*y

Partant de (4.97), on en déduit immeédiatement que
T[T = 455 . (4.98)

Toute matrice 4 x 4 peut se décomposer dans la base des matrices I'*, et I'identité précédente
permet d’exprimer facilement les coefficients de cette décomposition :

1 1
X = 2T = T Tr (XTo) = 1T Tr (XT?). (4.99)

L’élément de matrice Xj; vérifie donc
1

bz = 0 0aaXoa = 7T ata Xoa Ty (4.100)
et donc, aprés identification du coefficient de X3, ,
045 0aa = 5L aba L » (4.101)

qui est la décomposition de Fierz de I'identité pour les bispineurs. Cette identité est illustrée
dans la Fig.4.4.

b b b b
_1
i (n) ()
_ a a
a a

4.5 Kaléidoscope : un peu de couleur

Dans cette partie, nous allons développer un langage graphique tres pratique pour calculer
les facteurs de couleur.
Une représentation graphique des générateurs de l'algébre de Lie dans la représentation

fondamentale ti; est donnée par
j_e = a
; . t; -

? 7
(4.102)
Les lignes fondamentales portent une fléche pour distinguer les représentations N et N qui
ne sont pas équivalentes pour N > 3.
La représentation graphique du générateur (¢*)7; est donnée par

L. = (Y5

1 7 - v
(4.103)
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Comme t* est hermitienne,

) = N o= j*

J i 1 J
(4.104)
On peut bien str, en tournant le dessin de m, écrire
i
j i ?) j
a
(4.105)
donc 'hermiticité (4.104) a pour conséquence que
i
i i zT
a
(4.106)

Ces régles étant établies, un produit successif de générateurs s’écrit en remontant les fleches,
comme pour les matrices v de Dirac.
Les générateurs sont normalisés de facon conventionnelle par la relation?®

Tr (t¢") = 0. (4.107)

Cette relation, similaire a (4.98), permet de démontrer 'identité de Fierz

N

1 1
tijthe =5 (52'5 Ojk — ~70ij 5kz) : (4.108)

Preuve:

L’idée de la preuve est identique a celle utilisée pour le cas des spineurs :
Iett* (a=1,---, N*—1) forment une base des matrices hermitiennes N x N. Pour une
matrice hermitienne A arbitraire, on peut donc écrire

A= T+t (4.109)

En utilisant (4.107), on en déduit 'expression des coefficients de la décomposition (4.109),
sous la forme TeA
&0 = IT et = 2Ti[t" A]. (4.110)

On peut donc écrire (4.109) sous la forme, en considérant le coefficient ij,

TrA
Téij + 2 tZz Agk t;l] - Aij

Z8(Ce choix est bien stir compatible avec la relation (4.10).
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soit encore, pour tout Ay,
1 a a
Agy N(Skz 0ij +2 i the — i 01| =0

ce qui achéve la preuve par identification du coefficient de Ay, .

Cette identité de Fierz peut se visualiser graphiquement :
i 14 i l i 14
AU = [ i)
j Eo2\i”7 Nk NS '

Calculons a présent quelques facteurs de couleur typiques, que nous rencontrerons fré-
quemment.
De (4.108) on tire facilement®

a 4a a y4a 1 1 1 1 N2 _1
(t t )ij =ty tpe = Xk: ) (5ij5kk - Néik 5kj) = 2 (N - N) 57;]' = Wéij’

dont on peut donner une preuve graphique :

R ISR AN b ANV AW W

Ainsi
1 a1
). = 0;; = Cpd;; i.e. . =C 4.112
( )zg 2N J F Uij l.e Y i Fj i ( )
Montrons a présent que
b b
1 1
) = ——th e = ——— : 4.113
00) ==yt e 5 @i 2N J i (4.113)
Preuve:

En utilisant 'identité de Fierz on obtient

1 1 1
a 1b a __qa 4b a __ b _ b

29Ce résultat est mathématiquement prévisible : 17t est un Casimir de SU(N), donc d’apreés le lemme de

Schur c¢’est un multiple de Iidentité. Pour trouver ce facteur multiplicatif Cp, il suffit de calculer la trace
2

de t*t*, qui vaut Cp N (TrI = N). Or Tr(t%%) = 16%¢ = =1 (nombre de générateurs— N? — 1), d’ot

9 2
Cp = N271.
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puisque t?,j, = 0 (les générateurs sont de trace nulle).

T
[

Graphiquement :

A

i
NS

I DR

1
N

ou 'on a utilisé le fait que =Trtt =0.

Des régles graphiques peuvent également étre établie afin de calculer les facteurs de couleur
des diagrammes non abéliens. Nous nous contenterons de montrer algébriquement ’identité
suivante :

facd fbcd — Néab = CA 5ab ie. %b = — CA awmb (4114)

Preuve:
Tr ([t ¢ [t°, t]) = Tr (i fotdi ft)
1
— _facd fbce TI'(td te) — _5 facd Jcbcd7 (4115)
donc
facd fbcd - 97Ty ([ta7 tc] [tb, tc])
= —2Tr (¢t 8" ottt — Ot — 1)
= —2Tr (28"t — (t°¢" + ") t°¢°) (4.116)

ou l'on a utilisé 'invariance de la trace par permutation cyclique, ce qui finalement donne,
en utilisant les relations (4.112) et (4.113), ainsi que la normalisation (4.107),

1 N% —
facd fbcd — 97Ty (__ o tb

1
ot h ) = 2N T (4% = N 6%, 4.11
v N tt) r(t9tY) = N § (4.117)
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Chapitre 5

Représentation spectrale de
Kallén-Lehmann et renormalisation des
champs en formulation canonique

Dans ce chapitre, comme préambule a la renormalisation, nous allons tenter de donner
un sens aux limites

plx) — 7% pi()

To——00
(limites adiabatiques) (5.1)
QO(JJ)IO:_OOZID Soout(x>
dans un sens faible, c’est-a-dire que ces limites sont & comprendre comme limite des éléments
de matrice correspondants. Rappelons que ©;,ur) sont des champs libres décrivant les états
a une particule. Ces champs permettent de représenter un systéme longtemps avant (aprés)
un processus de diffusion.

©in(2)]0) ne peut contenir que des états & une particule, alors que ¢(z)[0) est constitué
d’états avec un nombre quelconque de particule. La normalisation de ¢(z) et de @;,(x),

Yout(z) impose donc intuitivement que 0 < Z < 1.

5.1 Propagateur scalaire complet

Nous nous proposons d’étudier la fonction de corrélation (Q|p(x)d(y)|S2) (on suppose que
¢ est un champ scalaire), ot |Q2) est le vide physique, ¢’est-a-dire le niveau fondamental.

5.1.1 Deécomposition sur I'identité

On inseére la relation de complétude sur I'espace de Hilbert

dp 1
11901+ Y s e 52

ou la somme porte sur tous les états |\g) d’impulsion nulle, I’état |\z) étant obtenu par boost
de Pétat |\g).

73
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|Ao) n’est pas un état & une particule a priori, mais un état quelconque, d’énergie m, dans
le référentiel ou I'impulsion totale de cet état est nulle.

On pose Ez(\) = +/[p]>+m3 (analogue de Ez = \/|p]*> + m? pour un état a une
particule de masse m).

Ainsi

(©l(x) - % [ s s o) (st (53)
Flota) ><m¢< oy, (54)

Le terme (5.4) est constant, & cause de 'invariance du vide par translation. Par symétrie du
lagrangien, on peut généralement le considérer nul. Dans tous les cas ou ¢ serait non scalaire,
il est nul par invariance de |{2) sous le groupe de Lorentz.

En utilisant le fait que le champ ¢(z) est dans la représentation d’Heisenberg, on a

Qo)A = (@leP3(0)e )
= (O e 7|,

puisque le vide est invariant par translation. Soit U I'opérateur qui réalise le boost amenant
|Az) sur |Ao), i.e. UlAz) = |Ao). Alors

(Qo(2)z) = (QUTTHO)UU|Az)e™™| (5.5)

pV=Ey

En utilisant 'invariance du vide |2) et du champ scalaire ¢(0) sous le groupe de Lorentz, ce
qui se traduit pour ce dernier par Up(0)U~* = ¢(0), on tire

Qo)A = (SO e = (Q(0) Ao} e~

avec pg = L,
Ainsi, en supposant que le terme constant (5.4) est nul,

(Qo(x)o(y)|2) = Z / e e—w—w

x [(Q]6(0)[Xo)*. (5.6)

pV=Ey

5.1.2 Représentation en terme du propagateur de Feynman

Considérons a présent le propagateur de Feynman défini par

d'p . i
DF(x—y,m?\):/(QW)4e pe( y)m, (5.7)

Examinons l'intégration en p®, qui suit axe réel. Ecrivant

P> —m3 +ie = (p” + /P2 +m3 —ie)(p° — /P2 +m3 +ig), (5.8)

on constate que l'intégrand posséde deux poles dans cette variable, en p° = F1/p? + m3 +ie,
comme indiqué sur la figure ci-dessous.
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P2+ m3 +ic

®x0<y0

20 > ¢° @
\/m—ié

Pour 2° > 4°, on peut refermer le contour d’intégration en py vers —ioo et on obtient le

résultat . . .
/ d’p e~ (z—y) ¢ — / d’p 1 e~ (@)
(2m)* p? —m3 +ie (2m)3 2E5(\)

ce qui permet de donner une représentation du corrélateur (5.6) en terme du propagateur de
Feynman Dg(z —y,m3).

Si 2° < %, pour évaluer (5.7) on peut refermer le contour d’intégration en py vers +ioo et
on obtient le résultat

4 ; 3
/—d P —ip-(@—y) 722 — = / dp L e~ (@Y
(2m)* p? —mj5 +ic (2m)3 2E5(\)

Or en échangeant x et y, et en remplagant p par —p, 'expression (5.6) s’écrit encore

Y

pO=Ey

p=—Ej

d p 1 —ip-(z—y)

(Qo(y)o(2)|2) =

x [(Q2]¢(0)| M) %,

pO=—Ej

ce qui conduit & une représentation en terme du méme propagateur de Feynman Dp(z —
y,m3).

5.1.3 Représentation spectrale de Kallén-Lehman

Représentation en espace réel

Les deux résultats précédents peuvent donc se combiner sous la forme

s =3 [ Gk CPENQSODIE. (9)

4 p? —m + 1€

On obtient ainsi la représentation spectrale de Kéllén-Lehman :

* dM?

2

(QUTH(x)d(y)|) = / p(M?)Dp(a — y, M?)

(5.10)

avec  p(M?) = (2m)8 (M* —m3) [(2]6(0)Ao)
By

la densité spectrale (elle est positive)

La structure typique de la densité spectrale est illustrée ci-dessous.
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p(M?) état & une particule états liés

états a deux particules ou plus

Un état a une particule correspond a

p(M?) = 276(M? — m?)Z + rien avant le seuil M? = (2m)?

(ou avant Mg, §'il existe des états liés a 2 particules)
avec Z le facteur de renormalisation du champ :

Z = |(Xo|#(0)|Q)|* <1 (cest une probabilité).

m est la masse physique de la particule (accessible a I'expérience), qui est a priori différente
de la masse nue mq apparaissant dans le lagrangien.
Représentation en espace des moments

Par transformée de Fourier, on déduit de (5.10)

4 ipx > dM2 2 4
d'z e < QT'¢()p(0)[Q2 >= . or p(M )m

17 < dM? i
== M)—
p2—m2—|—i€+A2 2m o )p2—M2+i6

m

+ poles éventuels s’il y a des états liés

La structure analytique de cette fonction a deux points est illustrée ci-dessous.

plan p?

: M

pole isolé  poles dus a des états liés coupure
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Cas de la théorie libre

Dans le cas libre, le vide physique |(2) et le vide perturbatif |0) sont identiques. On a alors
/ d' " (QITo(2)9(0)]0) = ——

p2—m? +ie’

Dans ce cas simple, Z = |(A\o|¢(0)Q2)|* = 1 puisque dans la théorie libre ¢(0) ne peut créer a
partir de |[©2) = |0) que des états & une particule.

Plus généralement, les poles en p?, dans la théorie en interaction ne peuvent provenir
que des états a une particule (en plus du pole en p?> = m?, il peut y avoir d’autres poles
distincts de celui-ci a cause de 'existence d’états hes). Au vmsmage de p* = m?, le seul effet
de I'interaction est de faire apparaitre le facteur Z dans le propagateur, i.e. un facteur Z'/2
par champ.

5.2 Généralisation aux champs de spin arbitraire

L’analyse précédente s’étend aux particules correspondant & une représentation non sca-
laire du groupe de Lorentz.

Ezemple: particule de Dirac

Counsidérons le corrélateur )
(QUTY(x)¥(0)[€2) (5.11)

ou nous allons insérer une relation de complétude analogue a (5.2). Soit

255 b3 (7)[0)

un état a un électron d’impulsion p, de polarisation o. Cet état est normalisé en accord avec

W(x) = / @k 1 [ba(k‘) ul® (k) e*® 4 dt (k) v @ (k) e““} (5.12)

(2m)* \/2E;
{ba (k). b} (p)} = (27)°8°(k — §)dag
{da(k), d5(p)} = (27)%6° (K — P)dag
u® ﬁ—2m§°‘5 7P = 2m 6

S ) =g m. S W) =p-m,

La décomposition analogue a (5.3) fait intervenir les éléments de matrice

5.13
5.14
5.15

)
)
)
5.16)

(
(
(
(

(Q[(0) Az, 0) e = (QUTTU (M) (0) U (AU (A)[Ap, ) e 7"
out A est le boost transformant 77 en 0. ¢)(z) étant un champ fermionique,

UA)(x)UH(A) = S(A) ' p(Ax) .
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S(A) est la matrice de la représentation bispinorielle du groupe de Lorentz (et plus géné-
ralement de la représentation du groupe de Lorentz correspondant au champ considéré, qui
pourrait étre de spin plus élevé). Cela donne ici

U(N)$(0) U (A) = S(A)~'4(0).
L’action du boost A, codé par U(A) pour son action sur les états, conduit a
UN)| Mg, 0) =10,0).

Dans le cas ou l'état intermédiaire |[\;) est un état a un électron, la loi de transforma-
tion de (]¢(0)|0,¢) sous Paction de S(A)~! est la méme que celle de (0]thipre(0)]0, 0). Or
(0]1136re(0)]0, &) est identique a u?(m,0) et devient u’(p°, p) = u’(p) par boost (rappelons
qu’avec notre choix de notation, A=! est le boost qui améne 0 en D).

Le terme en facteur sera absorbé dans Z21/2. On peut donc écrire, en utilisant (5.16),

d'z P (QTP(2)y(0)[9)
_il(p-m) (5.17)

p?—m?+ic S————
coupure multiparticulaire, états liés

avec (Q(0)|p, s) = v/Z> u®(p). On retrouve donc la méme structure que dans le cas d’un
champ scalaire.



Chapitre 6

Formule de réduction et corrections
radiatives

Le but de ce chapitre est de préparer I’étude des corrections radiatives apparaissant dans le
calcul des observables physiques dés que 1’on dépasse ’ordre des arbres en perturbation. Pour
cela, on relie d’une part le calcul des éléments de matrice S a celui des fonctions de corrélation
vide-vide de la théorie, que nous savons calculer systématiquement en perturbation, grace
au théoreme de Wick appliqué aux intégrales gaussienne de la formulation par l'intégrale de
chemin des théories quantique des champs (voir chapitre 1). D’autre part, on systématise
la prise en compte des corrections radiatives sur les pattes externes d’une amplitude, ce
qui permettra dans les chapitres ultérieurs de se focaliser sur les divergences internes aux
diagrammes rencontrés.

6.1 Formule de réduction

Nous allons énoncer sans démonstration la formule de réduction en tenant compte des
corrections radiatives. Dans un souci de simplification, nous nous limiterons au cas des par-
ticules scalaires. La preuve est basée sur des arguments trés similaires a ceux utilisés dans le
chapitre précédent!.

Elle permet de ramener le calcul des éléments de matrice S au calcul des fonctions de
corrélation vide-vide, ce qui justifie 'intérét pour ces fonctions de corrélation dans le chapitre
1, ot nous avons montré comment évaluer ces fonctions de corrélation en terme d’intégrale
de chemin, et dans les chapitres ultérieurs, notamment lors de la discussion de la renormali-
sation en théorie des champs qui sera effectuée essentiellement au niveau de ces fonctions de
corrélation (nous reviendrons aux éléments de matrice S lorsque nous discuterons du groupe

Woir par exemple Peskin-Schroeder (chapitre 7), ou Itzykson-Zuber (chapitre 5) qui utilise les propriétés
des opérateurs de création sur lesquels les champs asymtotiques se décomposent.

79



80 CHAPITRE 6. FORMULE DE REDUCTION ET CORRECTIONS RADIATIVES

de renormalisation). Cette formule s’écrit

[T [ ataers ] [ e o < QIToten) - ola)otm) +-olm)io >
i=1 Jj=1

] (6.1)
~ <P PulSlkr -k > 4 disc.
Vi,p?ﬁEﬁ.g —m2+251j[1]{;]2_m2+25 D1 Pl STk

ou disc. symbolise des termes disconnectés sans importance.

Ezxemple:
Considérons le cas d’une fonction de corrélation a 4 points, illustrée par le diagramme
suivant

ky y4i

k?g D2 (62)

_ 11 / d4xieipivmi]:{ / Ay < QIT{(x1)p(22)d(3) o) Q> . (6.3)

Nous allons revenir sur cet exemple dans la suite.
Les formules de réduction se généralisent au cas des champs de spin arbitraire?. Ainsi,

dans le cas de photons externes,

II/&xww{I/fny%<QWU@ﬁ @) € i) e ) - enl >
~ H Zs i H Zs3 1) pl,e’l-~-ﬁn,e;|5|El,el~-~Em,em> + disc. .
Vi, p?HEﬁi i=1 j=1
Vi, k) — Ey
64)

2Voir par exemple Itzykson-Zuber chapitre 5.
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6.2 Corrections radiatives et développement du propaga-
teur complet

Notons

= —iM?(p?)
(6.5)

la fonction de corrélation a deux champs une particule irréductible (i.e. que l'on ne peut
séparer en 2 parties non connectées). En QED, on introduira de fagon similaire —i3(p?),
auto-énergie de I'électron. Considérons par exemple le cas de la théorie ¢*. En effectuant un
développement perturbatif, on pourra donc écrire graphiquement

: O ' 84+ O T (6.6)

tad — pole

Les diagrammes appelés tad-poles n’apparaissent pas si ’on a pris soin de partir d’'un lagran-
gien avec couplage : %qﬁ‘l ., ou si 'on utilise la régularisation dimensionnelle (voir la partie
7.5.1).

Connaissant la fonction de corrélation 1-particule irréductible (quelle que soit la fagon
dont elle est calculée, perturbativement ou non, peu importe), on peut écrire le propagateur
exact sous la forme

@

- —iM?) ] L (—iM?)
0

i

= (somme d’une série géométrique) (6.7)
p* —m — M>(p?)
A
pO:Eﬁ m + termes réguliers (68)

Nous avons ainsi obtenu un propagateur qui a exactement la structure attendue d’apres
I’étude faite au chapitre 5.

La masse physique correspondant a ce propagateur est définie par la position du pole, ce qui
s’écrit

= = M) s = 0 (69

p2=m2

soit

m? = m2 + M?*(m?). (6.10)
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Cette équation peut se résoudre perturbativement, ce qui donne une méthode systématique
pour calculer la masse physique en terme de la masse nue. Notons que si M? > 0, alors la
correction a m? est positive.

Au voisinage du pole p? = m?

, on peut écrire

dM?
dp?

p* —mg — M*(p?) ~ [1 -

] -(p* —m?).

p2=m?2

Comme le résidu du pole du propagateur est égal & Z au voisinage de p?> = m?, on en déduit
que

dM?

Zl=1-
dp?

(6.11)

p2=m?2

Nous pouvons & présent revenir a I’étude du corrélateur a 4 points (6.2). Nous connaissons
maintenant la structure des propagateurs au voisinage de la couche de masse qui interviennent
dans les pattes externes lorsque 1’on applique la formule de réduction (6.1). On peut donc
écrire

k1 P1
174 07
14 17
k3 —m? p3 — m?
ks D2
NZ W Z  iwWZ i Z e
TR —m? K —m? pE—m? pi— m? < PLpa|Slk ks > (6.12)
d’ou l'on déduit :
Ky p1
< ISy > = (VZ)* ,
ko P2
et plus généralement
k1 P1
<P PulSlkiks > = (VZ)"+? b (6.13)

k2 Dn
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6.3 Esquise d’une approche systématique : le cas du fac-
teur de forme de 1’électron

L’élément de matrice S de diffusion d’un électron dans un champ externe s’écrit en terme
du vertex eey sous la forme générale (p (p’) est 'impulsion entrante (sortante) et ¢ = p’ — p)

! / ZO_MV v
(V Z2)? = ZyTM(p,p) = v Fi(¢°) + 2mq 5 (q%) (6.14)

I

ou Fy et F; sont les facteurs de forme de I’électron. A l'ordre dominant, F; = 1 (charge de
’électron en unité de e) et Fy = 0.

Remarques:

e le terme Z, I'* comporte un facteur (v/Z5)? en accord avec le fait que I’élément de ma-
trice S calculé ici fait intervenir deux lignes éléctroniques externes. En revanche, on n’a pas
introduit la partie de self-énergie du photon, car on suppose ici que le champ électromagné-
tique est un champ extérieur, ce qui signifie qu’il est non quantifié (et qu’il n’est donc pas
sujet & des corrections radiatives).

e La décomposition qui apparait dans le membre de droite de I'équation (6.14) correspond
a la facon la plus générale de paramétrer une fonction de corrélation a 3 points eey qui respecte
I’invariance par parité, ce qui interdit la présence d’une matrice ~s.

Plus généralement, ’étude des facteurs de forme des hadrons est extrémement utile pour
étudier leur structure interne. On consultera les cours de M. Davier ou D. Lhuillier pour plus
de détail concernant cette phénoménologie.

Analysons perturbativement la partie amputée du facteur de forme de 1’électron. On note

_ ia’“”qu _
I (p',p) = v Fi(q®) + B (q) .
Son développement perturbatif peut s’écrire
\ = + T (6.15)
m
1 v oI+

Nous ne donnerons aucun détail ici sur ce calcul, que ’on trouvera dans Itzykson-Zuber ou
Peskin-Schroeder. Intéressons nous simplement a la structure du résultat, comme avant-goit
du chapitre qui va suivre :
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e [5(q?) est IR et UV fini. A 'ordre dominant, il est donné par

— «

e [1(q?) posséde des divergences IR. On rajoute a la main une masse 1 au photon pour
les régulariser (le probléme des divergences IR apparait dans toutes les théories de jauge.
Nous ne I'aborderons pas dans ce cours faute de temps). Il est également divergent UV.

Le fait de calculer correctement ZoI' (et non I'*) corrige ce probléme UV : en explicitant
les corrections radiatives par rapport aux termes libres, on peut écrire formellement

ZoTH = (14 0Zy) (W 4 oTH) = 4# + TH + 4402, .

A Tordre 1 en perturbation par rapport au couplage «, on calcule d’une part le diagramme
amputé I'* i.e. la correction 6I'* d’ordre 1 par rapport au couplage nu v*, et d’autre part le
diagramme de self-énergie de 1’électron, ce qui permet de connaitre 675 a 'ordre 1, suivant
la méthode expliquée en (6.11) pour le cas scalaire.

En comparant les deux résultats, aprés avoir exprimé 6I'* en terme de 6 F(¢?), on constate
que 6T*(q = 0) = y* 6 F1(0) vérifie, assez miraculeusement (c’est le résultat du calcul!)

SF(0) = —62,.
On en déduit donc que

Ainsi les divergences UV de 6F}(¢?) sont compensées par celle de 6F;(0), et la quantité
physique F(q?) est finie, a 'ordre o. En particulier, on obtient

Fi(0) = 1.

Ce dernier résultat, qui correspond au fait que la charge de I’électron est conservée et vaut
—lel|, est en fait valable & tous les ordres.
Si 'on introduit un facteur Z; pour tenir compte des corrections radiatives de vertex, de
sorte que
(g =0)=Z;'y",
~v* correspondant au vertex nu, alors

ZyTH(q=0) = Zy Zy '4 = Fi (0" = o*

qui doit étre satisfaite. Effectivement, I'identité de Ward, qui est liée a 'invariance de jauge
de QED, implique que Z; = Zs, non seulement & ’ordre «, mais aussi a tous les ordres en
perturbation. Ceci fera 'objet du chapitre 9.

En résumé, bien que ce calcul fasse intervenir des diagrammes de Feynman divergents
UV, par une compensation subtile de ces divergences les quantités physiques restent finies.
L’étude systématique de ces effets va occuper une bonne partie de la suite de ce cours.

donne



Chapitre 7

Renormalisation

En QED, les trois diagrammes suivant divergent dans I'ultra-violet.

!

Ces divergences ont pour origine l'intégration sur les impulsions circulant dans les boucles.
Nous avons vu sur I'exemple du facteur de forme de 1’électron esquissé a la fin du chapitre 6
que la prise en compte simultanée du premier et du troisiéme diagramme ci-dessus permet de
rendre fini le calcul de cette quantité physique, a 'ordre des corrections a une boucle. L’objet
de ce chapitre est de systématiser cette étude. Nous commencerons par une étude générale
du degré de divergence d’un diagramme donné en QED, en exploitant notamment les consé-
quences de la symétrie de jauge. Nous en déduirons les critéres de renormalisabilité d’une
théorie des champs quelconque. Nous décrirons ensuite les deux algorithmes permettant d’ef-
fectuer la renormalisation en théorie des perturbations, a savoir d’une part la renormalisation
en théorie des perturbation nue (qui consiste a éliminer ordre par ordre la dépendance des
observables physiques dans les paramétres nus du lagrangien, en exprimant ordre par ordre
ces parameétres nus en terme des paramétres physiques) et d’autre part la théorie des pertur-
bations renormalisée (appelée aussi méthode des contre-termes). On illustrera cette derniére
méthode sur le cas de la théorie scalaire ¢* et sur le cas de QED. Les outils techniques
concernant les méthodes de régularisation dimensionnelle et de calcul des intégrales sur les
impulsions circulant dans les boucles (méthode des paramétres de Feynman) sont décrites en
fin de chapitre.

7.1 Comptage de puissance

7.1.1 Diagrammes superficiellement divergents

Nous souhaitons examiner le comportement d'un diagramme de Feynman arbitraire lorsque
les impulsions qui circulent dans les boucles internes sur lesquelles portent les intégrations

85
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deviennent toutes grandes. Nous allons commencer par I'exemple spécifique de QED. Dans
I’espace des impulsions, tout diagramme posséde une structure du type

Ay - d'ky
A= / T . (7.1)

i—m) ke k2

Introduisons les notations suivantes :

E. : nombre de lignes électroniques externes

E, : nombre de lignes photoniques externes

: nombre de propagateurs électroniques (lignes internes)

: nombre de propagateurs photoniques (lignes internes)

: nombre de vertex

: nombre de boucles (7.2)

ks

De la relation (7.1) on tire immédiatement

D = degré superficiel de divergence d’un diagramme
= puissance de k au numérateur - puissance de k au dénominateur (7.3)
=4L -1, - 21,

En principe, si 'on introduit une coupure U.V notée A,
esi D >0, alors A ~ AP diverge
e si D=0, alors A ~ log A diverge logarithmiquement
e si D <0, alors A converge.

Cette analyse n’est pas toujours juste. Il y a trois situations typiques pour lesquelles le comp-
tage de puissance précédent, parfois appelé "naif," n’est pas correct :

1) A peut contenir un sous-diagramme divergent : alors la divergence est pire que celle
attendue

Exemple: D = —2 mais A ~ log A

2) Il existe une certaine symétrie (exemple : symétrie de jauge qui donne lieu a
des identités de Ward) : certains termes se compensent et la situation est meilleure que
celle attendue

Ezxemple: M@Nw D =2 mais A ~ log A

3) Diagramme sans propagateur et sans boucle : D = 0 mais pas de divergence puis-
qu’il n’y a aucune impulsion sur laquelle intégrer.
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Les quantités (7.2) ne sont pas indépendantes. Elles sont reliées par deux relations :

e la conservation globale de 1’énergie-impulsion contraint le nombre d’intégrations indé-
pendantes

L = I. + I, — \‘L + \1/_/
nombre d’in- nombre de contrainte  globale (7.4)
tégrations contraintes a (conservation de
chaque vertex I’énergie impulsion)

Le nombre réel de contraintes est donc égal a V' — 1.

e contrainte topologique :

1
V = 21, + E, = B (21 + E.)
v . v . N~~~
] ¢ ) une ligne extérieure doubl
p1:op\aga eur es st relice 8 exac- ouble 'comptage (7.5)
relié a 2 vertex si 'on raisonne en
; ¢ tement un vertex de i e
exactemen (pas de double terme de ligne d’e
comptage)

d’ou, en utilisant la définition (7.3) de D,
D=4(I.+1,—V+1)— I, — 2L, = 31, + 2, — 4V + 4

soit, par élimination de I, et I, a l'aide de (7.5),

D=4—-E —3E,. (7.6)

On constate que
e D est indépendant de V : il ne dépend que du nombre de lignes externes

e D devient négatif pour £, et E. assez grands : le nombre de diagrammes
superficiellement divergent est fini

On en déduit qu’il y a dans le cas de QED 7 possibilités d’obtenir D > 0, classifiées
ci-dessous par ordre croissant de E,. et de E. :
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D=4 D=3
E,=E. =0 E,=1, E, =0
D=1
E, =3, E.=0
D=0 D=1
E,=4, E. =0 E, =0, E, =2
D=0
E,=1, E, =2
(7.7)

Remarque:
e On ne considére que les diagrammes 1-particule irréductibles. Par définition, un
diagramme 1-particule irréductible est un diagramme qui ne peut étre scindé en deux dia-

gramme disconnectés en coupant une seule ligne.

e En particulier, on se limite donc aux diagrammes amputés (les divergences dues aux
corrections radiatives sur les pattes externes sont aisément isolables et traitées séparément )

Ezemple:

Les diagrammes suivants ne sont pas l-particule irréductibles :

0
TR

Un diagramme réductible est constitué de diagrammes 1-particule irréductibles reliés entre
eux par une structure en arbre. L’étude du degré de divergence de tout diagramme se raméne
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a celle de ses sous-diagrammes 1-particule irréductibles, puisque ces sous-diagrammes sont
reliés par des lignes sur lesquelles on n’intégre pas.

Ainsi les diagrammes divergents de QED contiennent forcément 'un des 7 diagrammes
divergents ci-dessus comme sous-partie.

Les 7 structures superficiellement divergentes (7.7) doivent donc étre com-
prises comme des contributions I-particule irréductibles (donc amputées)

7.1.2 Analyse des degrés de divergence

Nous allons a présent montrer que parmi ces 7 structures, seules 3 doivent étre considérées.
Examinons chacun des diagrammes (7.7) :

est divergent, mais ne peut produire qu'un déplacement non (7.8)
observable de I’énergie du vide. '
q q
‘Ai _ w _ —ie/d"‘x e < QT (2)Q >
= 0 (invariance de Lorentz du vide) (7.9)

Autre argument : comme QED respecte la symétrie de conjugaison de charge C,
ClI2>= Q> .
Or C j*(x)CT = —j#(x), d’ou 'on déduit

< QITj*(x)|Q2 > = < QITCTCj*(x)CTCIA > = — < QTj"(2)|Q >
=0

Cet argument permet plus généralement de montrer que la valeur moyenne d’un nombre
impair de courant électromagnétique est nul. En particulier

= 0. (7.10)

Remarque:

Ceci peut se montrer perturbativement. On obtient alors le

Théoréme de Furry : Tout diagramme comportant une boucle de fermions avec
un nombre impair de vertex est nul.

(7.11)
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Preuve:

sont de signe opposés

Montrons en effet que " et . .
lorsque s est impair.

Gl Gl

Rappelons que ces deux diagrammes sont bien a prendre en compte séparément lorsqu’une
boucle de fermions intervient dans un diagramme, et qu’ils doivent étre ajoutés.

G =t (7, SE(21, 25) Ve SF (255 Zs—1Vs—1 = Vs SF (22, 21)]

Or la matrice C' qui permet de définir la conjugaison de charge (C' = i7%9? est solution)
permet d’écrire
CSF(xa y)C_l = S};(?h $> )

puisque Cv,C~1 = —'yg. En insérant CC~! entre chaque propagateur, on obtient

Gi = (=1)tr [y, S5 (25, 20)70, 50 (Zs1, 26) 7, 1+ Yy ST (21, 22) ]
= (_1)str ['7#151[7(217 22)'7#2 te '%LSSF(z& Zl)] = (_1>SG2 ’

ce qui prouve le résultat.

Il nous reste donc 4 diagrammes a évaluer. Pour poursuivre ’analyse, nous allons maintenant
supposer que ces diagrammes n’ont aucun sous-diagrammes superficiellement divergents (i.e.
que les éventuelles sous-divergences ont été traitées par ailleurs). On s’intéresse donc a la
divergence globale correspondant a avoir toutes les impulsions grandes a l'intérieur d’un
diagramme donné. Cette hypothése permet de s’assurer que la seule source de modification
du degré de divergence du diagramme par rapport au degré superficiel de divergence D ne
peut trouver sa source que dans une éventuelle symétrie (voir remarque 2 page 86).

La méthode pour évaluer le comportement UV de ces diagrammes consiste a effectuer un
développement de Taylor par rapport aux impulsions externes.

p
1) ’ = Ao+ Aip+ Asp® + -+
avec
n p
An = id—n
n! dp

p=0
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On suppose qu’un régulateur IR a été introduit, chaque A, étant IR divergent.

Il est facile de voir que la dépendance en p provient des propagateurs électroniques. En effet
la ligne entrante et la ligne sortante sont connectées par une ligne fermionique qui traverse
tout le diagramme : on peut donc toujours indexer les impulsions de sorte que p n’intervienne
que dans cette ligne.

Ezemple:
Dans cette exemple, le propagateur de la ligne élec-
k tronique d’impulsion p+k fait donc intervenir p+£,
et les autres lignes sont indépendantes de p.
D p+k

De fagon générale, le calcul de A, fait intervenir des différentiations du type

d%(m) :_m’

ol Mg est la masse nue qui intervient dans le lagrangien.

Chaque dérivée par rapport a I'impulsion extérieure p baisse donc la divergence
de une unité, puisque la puissance en k£ du dénominateur augmente de une unité

(7.12)

Comme Ay diverge superficiellement linéairement (puisque D = 1), A; ne peut donc avoir
qu’une divergence logarithmique, et A, >, est fini. Ceci serait faux si la divergence provenait
d’une sous-partie du diagramme : en effet I'impulsion qui circule dans les boucles ne serait pas
forcément d’ordre k£ dans chaque propagateur. Par exemple dans le cas du diagramme pré-
cédent, la boucle fermionique est elle-méme divergente, et dériver par rapport a p ne change
rien a cette sous-divergence.

En fait Ay ne diverge pas linéairement, contrairement 4 I’analyse naive, mais
logarithmiquement :

p
—‘— = —i%(p) qui donne un propagateur complet, aprés somme de la
série géomeétrique, égal a m par généralisation immeédiate
o

1 PI du résultat (6.7) obtenu dans le cas scalaire au chapitre 6.

Noter la différence de notations entre les deux chapitres pour les propagateurs : ici, comme
nos ’avons dit plus haut, la contribution envisagée est par définition 1-particule irréductible,
alors que cette notation était utilisée pour le propagateur complet au chapitre 6.

La masse physique est définie par une condition de pole analogue a (6.9) pour le cas
scalaire, qui s’écrit ici

= mo = @)y, = m —mo — Sy, =0,
ce qui donne donc une correction de masse égale a

5m:m—mo:2(215)|]5:mZi(Ao+A1m+A2m2+---) .
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En utilisant 'identité de Ward

~ig’T, (0, p) = —i{[p' — mo — @) = [p — mo — Z(p)]}, (7.13)

qui sera justifiée au chapitre 9 (elle repose sur I'invariance de jauge de QED), et en utilisant
le fait que I' diverge logarithmiquement (voir ci-dessous), on en déduit que ¥(p) diverge lo-
garithmiquement. On a ainsi Ay ~ agmgIn A au pire.

p
Finalement, on a donc —‘— = agmoIn A 4 a1pIn A+ termes finis.

Un calcul explicite & une boucle, dont le résultat est donné dans la partie 7.4, permet de vé-
rifer explicitement cette structure (valable & tous les ordres) dans le cas particulier de 'ordre
1 en perturbation.

2) K La méme méthode de différentiation par rapport a p permet de
conclure que cette amplitude peut s’écrire

—ibpey"In A + termes finis.

D=0

Notons que l'identité de Ward (7.13) conduit &

q
D=2
II" ne peut faire intervenir que g"” et ¢*q”. Or l'identité de Ward (voir chapitre 9) donne
q,11""(q) = 0, donc II* est proportionnel au projecteur transverse :

a; = Zbo (714)

y v g
I ~ TH = g" — —.
q

D’autre part i[1"(q) étant le diagramme 1P1, il ne peut avoir de pole a ¢*> = 0 (ceci corres-
pondrait & avoir un état intermédiaire a une particule, de masse nulle, ce qui est impossible
dans ce diagramme 1P ; en fait ceci est faux a deux dimensions d’espace-temps : dans ce
cas la singularité due a une paire de fermions sans masse est un pole, et non une coupure!).
On peut donc poser

" (q) = (9" — ¢"¢") (q°), (7.15)

avec I1(¢%) régulier en ¢*> = 0.
Ceci est le développement de Taylor que nous cherchions a caractériser : on constate ex-
plicitement que les termes constants et linéaires sont nuls. Donc D = 0.
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p
Le lecteur curieux pourra considérer par exemple
I’exemple du diagramme ci-contre pour comprendre ce
qui arrive par différentiation par rapport a q. —
q
p+q

En conclusion, la seule divergence est contenue dans II(¢?), et elle est logarithmique.

Ceci est bien en accord avec un calcul explicite & une boucle, dont le résultat est donné dans
la partie 7.4.

4) ki ks
AN v £V Cette amplitude est convergente. Son degré de diver-
gence est D = —4, ce qui est bien meilleur que ce que
I’analyse naive laissait supposer.
P/ Nto
ko ky
D=
Preuves:
e On peut partir de l'identité de Ward ci-contre, appli- z \kl kiﬁ/ v
quée a chaque propagateur, et montrer que ’amplitude
est proportionnelle a g""k{ — g"“k} avec un terme de ce KL =0
type par propagateur, ce qui montre que D = —4. p /k k\ .
2 Ry

e Argument équivalent : 'amplitude étant invariante de jauge, elle doit étre constituée a
'aide du tenseur F),,/, un pour chaque champ A, sortant : M = FW/F,,,,/Fpp/FUU/MW'W'/’P"’"'
(M = élément de matrice, i.e. aprés contraction de 'amplitude avec les états extérieurs) avec
E = ke — ke, ete...

Ceci montre de la méme fagon que D = —4.

(Si l'on fait 1 — k; on a bien str F),,; = 0 et donc M = 0, a condition que M lui-méme
n’ait pas de singularité en k? — 0. De méme pour les trois autres photons, donc M est
supposée réguliére).

Ce résultat, directement relié a 'identité de Ward, i.e. & I'invariance de jauge, est impor-
tant : si 'amplitude était divergente, elle nécessiterait une renormalisation par une interaction
en (A,A")? (interaction a quatre photons), qui n’est pas invariante de jauge : la théorie ne
serait plus invariante de jauge aprés avoir soustrait cette divergence, ce qui serait désastreux.

Résumons

Les seules amplitudes primitivement divergentes sont



94 CHAPITRE 7. RENORMALISATION

1) p
‘ = apmo In A + a1pIn A+ termes finis

2) 1t

~ —iey" In A+ termes finis

3)
M“"WV ~ (9"q* — ¢"¢") 11(¢?) avec II(¢*) ~ In A

q

Au total, il y a quatre coefficients divergents dans le développement en puissance de I'im-
pulsion externe, qui peuvent étre absorbés en redéfinissant la masse de 1’électron et la nor-
malisation du champ de 1’électron (amplitude 1)), la charge de 1'électron (amplitude 2)), et
la normalisation du champ du photon (amplitude 3)), sans violer I'invariance de jauge. En
pratique, cela signifie que les termes infinis, en In A, sont absorbés dans les paramétres du
lagrangien, qui deviennent donc formellement divergents (ce qui physiquement n’est pas gé-
nant puisque I’on ne peut pas les mesurer, personne ne pouvant "débrancher" les interactions
pour avoir accés aux parameétres sans corrections radiatives), de fagon a ce que les paramétres
physiques, i.e. mesurables, soient bien finis.

7.1.3 Renormalisabilité d’une théorie des champs

Aprés avoir étudié la structure des divergences de QED, revenons sur la notion de degré
superficiel de divergence qui nous a servi de point de départ dans notre analyse.

La définition naturelle de D en QED, donnée en (7.3) a 4 dimensions d’espace-temps,
s’é¢tend en dimension d arbitraire en tenant compte du changement dans le comptage de
puissance de k£ di a l'intégration sur k, soit

D=dL—1 —2L. (7.16)
Nous avons établi plus haut les égalités (voir (7.4) et (7.5))
L - -[e + ‘[’Y _— V + ]_

et
1
V= 2[7 +E, = 5(2E6+Ee).

On déduit de cette derniére relation que

I.=V -1E,
(7.17)
I, = % - 35,

d’ou, en utilisant (7.4)

D=d(I.+I,-V+1)—L -2, =d+IL(d—1)+L(d—2)—dV,
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qui s’écrit encore, grace a (7.17),

no| <

D:d+<V—%Ee) (d—1)+(——% V) (d—2)—dV,

d’ou finalement

D=d— ﬂ VvV - E E, — g E,
le] Y] [A]

Cette relation généralise le résultat D = 4 — %Ee — I, , qui a été établi a 4 dimensions, et
pour lequel D était indépendant de V. Elle s’écrit simplement en terme des dimensions des
champs et des couplages.

Preuve:
Calculons la dimension de masse du couplage et des champs.

L’action S est reliée au lagrangien par

S:/ddx[,.

S a la dimension de h. Comme on travaille avec & = 1, [S] = 0 donc [£] = d en dimension de
masse.

L -2
Terme glnethue (8“¢)2 donc 2[¢] + 2 = d, soit [¢] = d_
du scalaire :

Terme Clnéthue Z@E@'@D dOHC 2 [¢] ‘l‘ 1 _ d, SOit [¢] _ -
du fermion :

Terme cinétique d—9
du boson vecto- —1F,F* donc2[A]+2=d, soit [A] = ——
riel :

Terme de cou-

plage : —iey, A" donc [e] + 2[¢] + [A] = d, soit [e] = d — 2[¢)] — [A] = 154

Ces dimensions prennent les valeurs suivantes dans le cas particulier d = 4 :

l=1,  [l=3  [A=1  []=0 (7.19)

Généralisation :
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Considérons une théorie des champs avec des vertex du type

L = Z Ag OFe s h1F A4

na

1 symbolise ¥ ou 1. Il faut bien sir respecter la structure de
Lorentz (qui donne des contraintes sur k,, ng, ng, n4).

Le degré superficiel de divergence est donc donné par

D=dL—2Ig—Ip—2I4+» k'V° (7.20)

ou V® est le nombre de vertex de type a, le dernier terme provenant des numeérateurs en
représentation d’impulsion, a cause de la présence de termes dérivatifs dans les vertex. La
conservation de I’énergie-impulsion (7.4) s’écrit maintenant de fagon générale

L:IS+[F+[A—ZV“+1

De méme, les contraintes topologiques (7.5) se généralisent aisément : en donnant un coup
de ciseau au milieu de chaque propagateur et en effectuant le comptage vertex par vertex, on
obtient, pour chaque type de champ

Vg =2Ig+Es, Y V' =2p+Er et Y Vni=2I4+Es. (7.21)

Ezemple:

Considérons le graphe suivant, constitué a partir d’'un lagrangien comportant deux types
de vertex différents.

Viel Bs=2 Ep=4 Eq=1
V2=1 Is=0 I[p=0 I=1
ny=2 nk=2 nly=2

nZ=0 ni=2 ni=1
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On vérifie immédiatement que les relations (7.21) sont bien satisfaites sur cet exemple :

ngV! + ngV? = 2Is + Eg
=~ =~ ~— —~—
2 0 0 2
npVl + niV? = 2Ip + Ep
—— —— ~ ~—
2 2 0 4
7”L114V1 + niv2 = 2[A + EA
—— ~— ~~ ~~

1 2 2 1

Les relations (7.21) permettent d’exprimer le nombre de lignes internes de type donné en
fonction du nombre de vertex faisant intervenir ce type de ligne et du nombre de lignes
externes de ce type. On obtient

1 avra 1
]S: §;nsv _§ES

I o 1
&252)%V—§E:

1 a1
[Azgza:nAV —§EA

ce qui donne pour D, d’apreés (7.20),
D:d<h+4f+Ly—§:Wwﬂ>—QQ—JF—MA+§:WV“

que l'on peut encore écrire sous la forme

" LA=2 o d-1 LAd—2
D = d—ZV (d_nsT_”FT_”A 5 —k:)
—2

d—2 d—1 d
> .y . 7.92
2 F9 4779 (7.22)

Or puisque [£] = d,
[Aa] + £ + n&[o] + ng[¢] + n[A] = d

d’out 'on déduit la dimension de la contante de couplage pour un vertex de type a

Aol = d — k" — ni5[¢] — np[Y] — ni[A]. (7.23)

En combinant ce résultat avec le calcul des dimensions des champs effectué¢ page 95, on
obtient finalement pour D :

D=d—3,V\] — Esl¢| — Ep[t] — E4[A]. (7.24)




98 CHAPITRE 7. RENORMALISATION

QED a quatre dimensions est donc une théorie particuliére pour laquelle [A\] = 0.

De maniére générale, le résultat (7.24) nous améne a distinguer 3 types de
théories, puisque selon le signe de [)\,], lorsque le nombre de vertex augmente le
degré superficiel de divergence peut diminuer ou augmenter :

e théories super-renormalisables : < [\,] >0,V a
Seul un nombre fini de diagrammes de Feynman diverge.
e théories renormalisables : < [\,] =0,V a

Seul un nombre fini d’amplitudes divergent, mais ces divergences apparaissent (7.25)
a tous les ordres en perturbation

e théories non renormalisables : < Ja t. q. [A\] <0

Toutes les amplitudes sont divergentes a un ordre suffisamment élevé en
perturbation

La relation (7.23) permet explicitement de classifier les théories renormalisables : il
suffit d’ajuster k%, n%, n%, n% pour que [A,] = 0.

Ezemple:

Considérons le cas de d = 4. Alors ng < 4 et np < 2 (en fait 0 ou 2 car £ est un scalaire
de Lorentz) et ny < 2.

np=2 k=1 1 0 terme cinétique
ngs=1 VYo théorie de Yukawa
Vs @
na=1 ¢vy,A"Y QED
np=0 k=2 (0"¢)* terme cinétique k=0 ¢ couplage en
ng = 2 ng =4 théorie scalaire

k=2 F,F" terme cinétique k=0 ¢?*A,A" couplage en
ng =2 ng =2 QED scalaire
nag = 2

k=1 ¢0,0A" QED scalaire
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7.1.4 Renormalisation en théorie des perturbations nue

La procédure de renormalisation est la suivante :

e pour obtenir une amplitude donnée, a priori divergente, on calcule les diagrammes cor-
respondant en utilisant un régulateur (Pauli-Villars, régularisation dimensionnelle, ou encore
régularisation sur un réseau; en revanche une régularisation avec une coupure UV n’est pas
adaptée & QED car elle brise I'invariance de jauge)

e les expressions obtenues dépendent des paramétres my (masse de I’e™) et eq (charge de
’e”) du lagrangien, et d’un régulateur UV (symboliquement noté A)

e on calcule la masse physique m et la constante de couplage physique e, toutes ces quan-
tités dépendant de mg, ey et A. Ces calculs doivent étre faits en perturbation jusqu’a un ordre
compatible avec I’ensemble du calcul. Si la quantité que ’on cherche a calculer est un élément
de matrice S, d’aprés la formule de réduction on doit aussi calculer les renormalisations 2
des champs.

e on obtient alors une expression pour I'amplitude ou élément de matrice S considéré, que
I'on exprime, grace a I'étape précédente, en fonction de m et e (en ayant éliminé toute trace
de my et ey qui ont été exprimées en fonction de m et e). Le résultat obtenu est alors fini
dans la limite A — oo (i. e. d — 4 en régularisation dimensionnelle), et préserve les symétries
initiales (locales ou globales, mais sans anomalies) du lagrangien.

La procédure précédente est appelée méthode des perturbations nue.

On démontre que cette procédure est cohérente pour les théories des champs renorma-
lisables : en redéfinissant un nombre fini de paramétres du lagrangien, ordre par ordre en
perturbation, de maniére & absorber dans ces parameétres les divergences logarithmiques ob-
tenues, on obtient une théorie finie. En pratique, cette preuve est plus aisée en suivant une
approche équivalente, discutée dans la partie qui suit.

7.2 Théorie des perturbations renormalisée

7.2.1 Contre-termes

Il existe une approche systématique alternative a 'approche précédente. Comme souvent,
afin de mettre en place la méthode, il est plus simple de commencer par le cas de la théorie
¢* a 4 dimensions, de lagrangien

1 1 A
L=3 (0u)* — §m3¢2 - 4—?¢4- (7.26)

Comme précédemment, on note mg et A\g les paramétres du lagrangien. D’apreés la relation
(7.24), D = 4 — E, ou E est le nombre de pattes externes. Par symétrie ¢ — —¢, les
amplitudes comportant un nombre impair de pattes externes sont nulles.
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Finalement, il reste donc a examiner les amplitudes amputées et 1-particule irréductibles
suivantes :

(7.27)

décalage non physique ~ A?2+4+p?In A+ termes

de I'énergie du vide finis ~ In A+ termes finis

Il s’agit donc d’absorber les trois constantes infinies ci-dessus dans trois parameétres inob-
servables de la théorie : mg, Ag et la renormalisation du champ ¢.

L’idée de la théorie des perturbation renormalisée est en fait de réorganiser
la théorie des perturbations afin de ne pas faire apparaitre explicitement ces
quantités non physiques dans les régles de Feynman. Les quantités physiques
étant évidemment finies, les quantités infinies sont cachées dans mg, \g et Z, mais
comme on ne les voit plus, peu importe!

D’apres la représentation spectrale de Kahlen-Lehmann du propagateur exact,

, A
/d437 < QT¢(x)p(0)|Q > e = ———— + termes réguliers en p* = m?,
p?—m
ol m est la masse physique
On élimine Z en redéfinissant le champ :

o =V7Z ¢p. (7.28)

D’aprés ce que nous avons vu plus tot sur la formule de réduction, ceci revient donc, si I’on
calcule les diagrammes amputés (et connexes si 'on calcule (f|i7']i)) dans la théorie avec
champ ¢g, a enlever les préfacteurs v 72 :

k1 P1
-, " 77 b2
< Pi- Dl Slhiky >= (7.29)
k2 Pn
calculé avec lesvchamps OR, i.e.
fonction de Green pour la théorie
des champs ¢p
Le lagrangien initial (7.26) s’écrit maintenant
1 1 A
L= 57 (0u0n) — gmeZoh — 1 220 (7.30)
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On élimine & présent mg, \g et Z de D'écriture explicite de £ en posant :

oy =2-1 (7.31)
6m = mg Z — m? (7.32)
S =N 22—\, (7.33)
ou m et A sont des quantités physiques.
Alors
1 o 1 55 A, A , )
L = 3 (Ouor)” — 3m OR — E(ﬁR }meme forme que le “lagrangien habituel,”

exprimé en termes des quantités physiques

1 1 Ox
+§5Z (8M¢R)2 — iémqﬁ% — Egbﬁ‘% } contre termes

/
=L+ Ecomtre—termes

(7.34)
Régles de Feynman :
v
p? —m? + e
—iA
(7.35)
—R— l (pzéZ — Om)
—i0)

Les deux derniéres régles proviennent des contre-termes, et sont a considérer comme des nou-
veaux vertex.

Remarques:

e On n’a pas “ajouté” des contre-termes : L est bien le lagrangien initial. Il est simplement
réorganisé différemment.

® 0z, O, Oy sont des quantités infinies non physiques.

Il nous reste a définir les quantités physiques.
Une possibilité est de décider que, d’une part, m? est la position du pole du propagateur
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complet, et d’autre part, que X\ est 'amplitude de diffusion & impulsion nulle :

4.7 = % + termes réguliers en p? = m? (7.36)
p*—m

= —idas=4m’ t=u=0ie pr=ph=ps=py=0. (7.37)

Cette seconde amplitude (qui est par définition amputée), calculée en théorie renormalisée
(i.e. en terme de ¢pg), est un élément de matrixe S comme nous 'avons vu en (7.29).
Les deux conditions (7.36) et (7.37) sont appelées conditions de renormalisation.

Remarques:

e Rappelons, comme nous 'avons déja vu plus haut, que la condition (7.36) contient en
fait deux conditions : une pour la masse, 'autre pour le résidu, donc pour Z.

e [l y a une part d’arbitraire dans ces conditions de renormalisation. On parle de schéma
de renormalisation (on pourrait choisir une condition pour A ailleurs qu’en p) + py = 0 par
exemple) et d’échelle de renormalisation (dépendance, dans un schéma donné, par rapport au
point ou l'on fixe la condition de renormalisation). Cette idée sera développée plus loin dans
la notion de groupe de renormalisation, importante pour comprendre la liberté asymptotique

de QCD.

7.2.2 Renormalisation en théorie des perturbations renormalisée

La procédure de renormalisation en théorie des perturbations renormalisée est la suivante :

e on calcule 'amplitude cherchée comme une somme de tous les diagrammes possibles en
utilisant les régles de Feynman ci-dessus

e pour évaluer les boucles dans les diagrammes, on introduit un régulateur lorsqu’une
divergence apparait

e le résultat dépend de 6z, d,,, 05, qui sont pour le moment arbitraires

e on les ajuste, & l'ordre de perturbation considéré, afin de respecter les conditions de
renormalisation (c’est I’étape de renormalisation)

e le résultat obtenu pour 'amplitude est fini et indépendant du régulateur.

La théorie des perturbations nue et la théorie des perturbations renormalisée sont équi-
valentes. En pratique, la théorie des perturbations renormalisée est plus commode pour les
calculs aux grands ordres, et la théorie des perturbations nue est plus commode pour des
calculs d’amplitudes a une boucle compliqués.
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7.2.3 Renormalisabilité d’une théorie quelconque

Une théorie est renormalisable si

e les fonctions de Green calculées perturbativement a 1’aide du lagrangien £’ (c’est le la-
grangien de départ ou l'on a remplacé les quantités nues (masses, couplages) par les quantités
physiques : voir page 101 le cas de ¢*) deviennent finies ordre par ordre en perturbation en
ajoutant des contre-termes de dimension inférieure ou égale & 4 (sinon on aurait
devant ces contre-termes des constantes de couplage de dimension négative, et ces contre-
termes ne seraient eux-meémes pas renormalisables!)

e dans le cas ou la théorie posséde une symétrie sans anomalie, globale ou locale, les
contre-termes doivent eux-mémes étre invariants sous cette symétrie. Dans ce cas, il
faut prendre garde d’utiliser une méthode de régularisation qui préserve cette symétrie. Ceci
est essentiel dans les théories de jauge, afin de ne pas briser I'invariance de jauge.

Remarque:

Le point de vue énoncé ici est en quelque sorte le complémentaire de la procédure expli-
citée pages 100 et 102. Dans cette approche, nous avions réécrit le lagrangien nu £, par une
redéfinition des champs (on note généralement Lr ce lagrangien (7.30), qui est bien iden-
tique & Ly (7.26)) (mais dont la forme fonctionnelle différe de celle de £y puisqu’ils ne sont
pas fonction des mémes variables : Lo(p, mo, \o) = Lr(¢dr, m,A)) et nous avions séparé ce
lagrangien en

/
ER - E + Ecomtre—termes )

ou L' a la méme forme fonctionnelle que le lagrangien Ly, mais en différe puisqu’il est obtenu
mgo — m
a partir de £y par la transformation | Ay — A
¢ — or
Ici, on regarde la procédure en partant de £, que ’on compléte par des contre-termes L.,
pour le rendre fini. Il nous a semblé utile d’éclairer ces deux points de vue équivalents sur la
théorie des pertubations renormalisée, afin de faciliter la lecture éventuelle des ouvrages sur
le sujet.

On démontre que ’analyse naive des divergences suffit & rendre la théorie finie
a tous les ordres.

La preuve dans le cas des théories scalaires est due a Bogoliubov, Parasiuk, Hepp, Zim-
mermann. On lira avec intérét I'excellent exposé sur ce sujet dans 'ouvrage de Muta. Cette
méthode, connue sous le nom de BPHZ, est mal adaptée au cas des théories de jauge. Nous
discuterons plus loin la renormalisabilité de ces théories de jauge, en suivant une méthode
fonctionnelle basée sur la symétrie BRST. La méthode BPHZ est cependant fort utile en théo-
rie de jauge dans le cadre du développement en produit d’opérateurs (OPE en anglais), outil
formel qui permet de justifier I’approche perturbative de la diffusion profondément inélas-
tique e~ — P par exemple (factorisation entre un terme "dur," calculable perturbativement,
et un élément de matrice non perturbatif). Ce point ne sera pas discuté dans ce cours. Nous
renvoyons au cours de M. Davier pour une approche phénoménologique a ce sujet.
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7.2.4 Structure des contre-termes

Les contre-termes ont automatiquement une structure renormalisable si le la-
grangien renormalisé est lui-méme constitué de termes renormalisables.

Preuve:

On a de maniére générale D = d—>_ V[\,| — Es|¢] — Er[t)] — E4[A]. Un contre-terme donné

a
a pour structure O = OFct @retsqpmet F Aneta

Pour rendre finie une amplitude donnée il faut introduire un contre-terme du

type qui a donc le méme nombre de pattes externes, type par type.

-
-

/
/

Donc Eg = ners, Er = neer, Ea = Nepa-
Ceci permet donc d’écrire

P\ct] = d— kct - nctS[¢] - nctF[w] - nctA[A]
= D+ VA — ke
Si le diagramme divergent se comporte en
P™(pi) = ag+a1p+ayp® + -+ app”

ou les p; sont les impulsions des pattes externes, (a,,p™ est une écriture symbolique pour

V1-Um

a;l " Diywy *** Pimum ), 11 faudra que les contre-termes comportent un nombre de dérivées va-
riant de 0 & D pour compenser chacun de ces termes divergents. Donc k., < D. Ainsi

el =D VA,

la borne inférieure étant atteinte par au moins un contre-terme.

Donc si le lagrangien de départ est super-renormalisable, c’est aussi le cas des
contre-termes.

Si le lagrangien de départ est renormalisable, les contre-termes le sont aussi.

Enfin si le lagrangien n’est pas renormalisable, les contre-termes ne le sont pas
non plus.
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7.3 Renormalisation a une boucle de ¢*

7.3.1 calcul de 9,

Considérons 'amplitude a 4 pattes amputées 1PI :

D1 D3
= iM (p1p2 — p3pa) - (7.38)

D2 2

On introduit les variables de Mandelstam s = (p; + p2)?, t = (p1 — p3)%, u = (p1 — pa)?*. iM
s’écrit, en perturbation,

2<,4 SXOX Q +v® + >X<+ »

ordre \! ordre \?

Calculons le premier diagramme d’ordre A\* du développement (7.39). On pose p = p; + pa,
de sorte que s = p2. On a donc

k
B (—iN)? d*k i i R
;><i><_ 2 /(27r)4k2—m2 (k+p)2 —m? = (=iA)%V (p7),

k+p

le préfacteur 1/2 étant un facteur de symétrie. Le développement jusqu’a l'ordre 2 de iM
s’écrit donc
iM = —i\+ (—iN)2 [iV(s) + iV (t) + iV (u)] — idy .

Condition de renormalisation :

On impose que 'amplitude amputée 1-particule irréductible (7.38) vérifie la condition
(7.36) :

= —idas=4m? t=u=0, i.e. pour p; = ph = p3 = py = 0,

ce qui implique donc que
Sy = =NV (4m?) +2V(0)] a lordre \*. (7.40)

Nous allons a présent calculer V(p?) en régularisation dimensionnelle (voir détail de la mé-
thode dans la partie 7.5.1), qui consiste & éviter le probléme de divergence UV en diminuant
la dimension d’espace-temps : d = 4 devient d =4 — ¢ (¢ > 0).
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La premiére étape consiste a introduire un paramétre de Feynman x, en suivant I’approche
générale discutée dans la partie 7.5.2 :

o 4 [ d% 1
V) = / 12— m2)((k + p)? — )

N / /ddk 1—x<k2—m2>+1x<<k+p> 2 —m?)]?

Dans la seconde étape, on utilise le fait que l'intégrale sur k est quadratique : aprés avoir
complété le carré, on fait une translation de la variable d’intégration, ce qui rameéne 'intégrale
sur I'impulsion & une classe d’intégrale facile a calculer. Ainsi

dk 1
2 _
Vi) = /dx/ iTk2 + 22k - p+ap? — m2]?

/ / ddk 1
[(k+ :Bp) + (1 — 2)p? — m?)?

=/ (on compléte le carré)

/ / e 1
= dx
102 4+ (1 — x)p?> — m?]?

Dans la troisiéme étape, on rameéne l'intégrale sur 'impulsion ¢, qui est dans I’espace de
Minskowski, & une intégration euclidienne, en effectuant une rotation de Wick :
on fait tourner le contour d’intégration sur ¢y de +7/2,
comme indiqué dans le dessin ci-contre, ce qui revient a
faire £y — ify. On pose donc ° = %, (avec (Y% variant

sur | — 00, +00[). Le quadrivecteur (g = (6%, 05 = ¢) pole (0
est donc maintenant une impulsion euclidienne, avec i

(? = —(%. Cette rotation de 'axe d’intégration ne ren- * \

contre pas les poles des propagateurs définis suivant la .
prescription de Feynman. En outre, 'intégrale tend vers ?
zéro le long des deux quarts de cercle de rayons infi- pole

nis situés dans le premier et dans le troisiéme quadrant.
Par application immédiate du théoréme de Cauchy, on

a donc
d 1
2N E
e = / d””“/ B o= 2+ P

_1re- . 1
B 2 (47r)d/2 /0 d [m? — z(1 — z)p?2-4/2

Dans la limite ¢ = d — 4 — 0, ce résultat devient

/01 dx {g — v+ In(47) — In[m? — (1 — if)p2]} : (7.41)
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On en déduit donc, d’aprés la condition (7.40),

5y — EL‘%Z) /1 d 1 n 2
AT (4m)d/2 - [, x [m2 — (1 — 2)4m?2]>=42 " (1n2)2-d/2

2 gl
A / dl’{§ — 3y + 3In(4r) — In[m?* — z(1 — x)4m?] —2lnm2}
0

%
d—4 3272 €

qui est divergent. Notons que la divergence logarithmique en In A se manifeste en régularisa-
tion dimensionnelle par la présence d'un pole en 1/¢.

On obtient donc finalement

iz /1 [ m? — x(1 — x)p? m? —xz(1 —x)t

m? —x(l — x)u
3272 m? — x(1 — x)4dm? In m? i m? } 4,

IM = —i\ —

qui est maintenant finie. L’intégration sur = ne pose pas de difficulté particuliére. De fa-
con générale, pour des diagrammes a plusieurs boucles, cette derniére étape consistant a
intégrer successivement sur plusieurs paramétres de Feynman (un par boucle) est la plus
difficile techniquement. Elle nécessite d’utiliser des techniques de manipulation de fonctions
spéciales assez sophistiquées (les fonctions que l'on obtient typiquement sont des fonctions
hypergéométriques).

7.3.2 Calcul de 6, et 9,

Notons comme en (6.5) = —iM?(p?) lasomme de toutes les contributions 1-PI

au propagateur. En suivant la méme démarche qu’en (6.6), on constate que le propagateur
complet peut s’écrire comme une série géométrique de raison —iM?(p?) :

@

i (—iM?) oty o (i M) ey (i M?)

p2—m2 P2 mz p P2-m?  pZom P2 m2 p 2z

l
= . 42
P m? = D) 74

On notera que I'équation (7.42) fait intervenir la masse physique m, contrairement au déve-
loppement (6.6) qui faisait intervenir la masse nue mq. Ceci vient du fait que nous travaillons
ici en théorie des perturbations renormalisée.

Condition de renormalisation :

On demande, en suivant (7.36), que

i .
= ———— + termes réguliers en p?=m?,
p?—m
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ce qui conduit aux deux relations

M?(p?)| = 0 (7.43)

— M?*(p?) = 0 (7.44)

Ces équations sont les analogues des conditions (6.9) et (6.11) que nous avions obtenues dans
le language de la théorie des perturbations nue.

A une boucle, les contributions 1-particule irréductibles au propagateur s’écrivent

gy - N g
L odk i
= _Z)\§/WM+Z(ZD 52_5771)
a1 raey
2 (47T)d/2 (m2)1—d/2

~~

+i (p*07 — Om) (7.45)

indépendant de p? (7.46)

Les conditions de renormalisation (7.43) et (7.44) s’écrivent donc

9, =0

LA r-9

2(47)4/2 (m?2)1-d/2

d’ot I'on déduit que M?(p*) = 0 pour toute valeur de p?.

Remarque:

Pour un lagrangien avec un terme d’interaction : %gf)‘l :, la contribution lL de type
tad-pole ne peut apparaitre puisque les contractions a lintérieur de : ¢* : sont interdites
(d’apres le théoréme de Wick).

Il ne reste donc dans le développement (7.45) que le terme i(p?dz — d,,), et il est alors
immeédiat que 0z = 9,, = 0 est la seule solution des conditions de renormalisation, ce qui
donne encore M(p?) = 0.

Le remplacement ¢* «<: ¢* : revient donc juste a décaler par une constante non physique
la valeur de 6,,.

A Tordre 2 boucles, M?(p*) et d, sont non nuls. On trouvera le calcul explicite des
contributions correspondantes dans Peskin. La structure du résultat est la suivante :
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Rl : —8—

contient ), a l'ordre A, déja cal- p?dy; — m qu’il faut fixer a
culé lors du calcul a une boucle. I’ordre )\?> en imposant qu’il
Il compense la divergence UV du compense la divergence du pre-
premier diagramme quand Iim- mier diagramme quand les impul-
pulsion d’une des boucles est sions des 2 boucles sont grandes

grande et 'autre petite

7.4 Renormalisation de QED

7.4.1 Théorie des perturbations renormalisée

On suit la méthode des perturbations renormalisée. Partons du lagrangien nu

L=~ (Fu) +8 60 = mo) ¥ — el Ay

En théorie des perturbation nue, la structure des propagateurs complet doit étre du type

D iZ 123G
—“:72_}_... \/\‘N\/ - _ 33“ 4+
p—m ] v q

par extension immédiate des résultats du chapitre 6.
La formulation renormalisée de la théorie des perturbations nécessite en premier lieu de
renormaliser les champs

- VZ
ﬁu :\/\/_}—ﬁ% (7.47)

1 v oy 7
L= _123 (FE)? + Zog (i) — mo) ¥ — 60222§/2¢R7M¢RARM

e, la charge électrique statique (qui correspond donc a At — oo soit ¢o = 0) mesurée a
grandes distances (i.e. ¢ = 0), est introduite en posant

6022231/2 = €Zl . (748)

On écrit alors

L=-3 (FE')? + g (i) — m) ¥r — ePpy"YrAg,

— 165 (FE)? + g (1020 — 6n) YR — e010RY PR AR,
(7.49)
53:Z3—]_, 52222—1

avec e
Om = Zymg —m, 651221—1:—()Z2Z§/2_1
e
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En tenant compte du terme de fixation de jauge, on obtient les régles de Feynman suivantes,
dans la jauge de Feynman :

Iz v o H v
g ; v v
NaVAVAVAY —— \VENN —i (g"™q® — q"q¥) 03
«— q° + e 7
q

4—§—<— —ieyH —1evy* oy

Le contre-terme du propagateur du photon ci-dessus s’obtient aisément par intégration par
partie du terme —; (FI)?.

Notations :

woe . = il (g) =i (9" = ¢"q") TTa(q”) (7.51)
q
= —iZr(p) (7.52)

1

(v - 5

D P’

Il faut calculer ces trois amplitudes qui sont logarithmiquement divergentes a 1’aide de la
théorie des perturbations renormalisée définie plus haut (d’aprés ce que nous avons vu lors
de I’étude des diagrammes primitivement divergent, ce sont les seules amplitudes a étudier).
Nous avons muni ces expressions d’un indice R pour insister sur le fait que ces quantités sont
calculées dans la théorie des perturbations renormalisées, i.e. avec les régles (7.50).



7.4. RENORMALISATION DE QED 111

7.4.2 Conditions de renormalisation

Les conditions de renormalisation usuelles utilisée en QED sont les conditions dites sur-
couche (et statique pour la charge) :

p=m (7.54)

Ces conditions sont dites sur couche : on impose que le propagateur de 1’électron sur sa
couche de masse soit identique & son propagateur libre (conditions (7.54-1) et (7.54-2), de
méme pour le photon (condition (7.54-3)). La charge est renormalisée en définissant la charge
électrique par sa valeur statique (condition (7.54-4)).

Il est utile de relier ces conditions de renormalisation sur les quantités renormalisées a
celles sur les quantités nues. Les quantités une particule-irréductibles renormalisées et nues
sont reliées par les relations

p—m—3r(p) = Zo(p—mo—X(p)), (7.55)
1-Ig(¢®) = Z3(1—-1I(¢%), (7.56)
Dh(p',p) = ZiTHp,p), (7.57)

la derniére de ces relations étant une relation qui définit Z;. On en déduit les conditions de
renormalisation pour les quantités nues :

Xp=m) = m—mgp, (7.58)
d -1
| - a (7.59)
1
D(p,p) = Zi 9" (7.61)

Remarques:

e Il est important de vérifier que la définition (7.57) de Z; est bien en accord avec le choix de
définition (7.48) pour la charge électrique physique (i.e. renormalisée) e. En effet, la relation
entre les fonctions de corrélation nue et renormalisée une particule-irréductibles entre deux
champs fermioniques et un champ photonique s’écrit :

< Q|\I1RA/§ lIIRKZ >1pr= 2o 2;1/2 < Q|\If AH \I/|Q >1pJ - (762)

On notera le signe des exposants, qui vient de I’amputation. En combinant cette relation avec
la définition (7.53), on en déduit que

—ieTh(p,p) = Zo Z3'? (—ieo) T(0, p) | (7.63)
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d’on, grace a la définition (7.57),
e 21 = 7y 23 e (7.64)

qui est bien identique a (7.48).

e Les conditions de renormalisation (7.54) ne sont pas uniques, et le fait de faire un autre
choix de conditions de renormalisations ne doit pas affecter les résultats physique. Cette
observation est a la base du groupe de renormalisation qui sera discuté dans un chapitre
ultérieur.

7.4.3 Renormalisation de QED & une boucle

Nous donnons ci-dessous le résultat des calculs en régularisation dimensionnelle, aprés
introduction d’un régulateur p pour les divergences IR (voir détail des calculs dans Le Bellac
p. 504; on trouvera la méthode de Pauli-Villars dans Itzykson-Zuber p. 318). La méthode
de la régularisation dimensionnelle est détaillée dans la partie 7.5.1 et en suivant la méthode
explicitée pour le cas de la théorie scalaire dans la partie 7.3, le calcul ne pose pas de diffi-
cultés particuliéres, méme s’il est assez long. On pose ¢ = 4 — d.

La contribution du diagramme de self-énergie de I’électron a une boucle vaut

_ _ e? 1 . F(2—g)((4—5)m—(2—5)xﬁ)
ST - T, T T

(7.65)
Elle posséde comme prévu un pole en 1/e. L’application des conditions de renormalisation
(7.54(1)) et (7.54(2)) fixe la valeur du contre-terme du propagateur de I'électron : (7.54(1))
s’écrit

e2m (1 T(2-9%)(4-2z—e(l-2)
Om — My = —X9(m) = —W / dx = 2)0m 1 e (7.66)
et (7.54(2)) conduit a
4 S PP Gl
09 = d¢22(¢)'¢:m - (47T)d/2/0 d [(1 —x)2m2+xu2]2_d/2
y {(2 - i 2_55;1)2;?:;“2 (4— 20— c(1—2)) (7.67)

Notons que dans ’équation précédente, seul le premier terme dans le crochet donne une
contribution divergente, car le second terme contient un facteur € qui compense le pole de la
fonction I' (2 — 4) =T'(e).

La contribution du diagramme de self-énergie du photon a une boucle vaut
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La condition de renormalisation (7.54(3)) impose que

63 = 11(0) (7.69)
soit
G S Chel ) B
d3 = (I /0 dx CHEE 8z(l —x). (7.70)

La contribution a la fonction de vertex amputée a une boucle, exprimée comme une
correction au facteur de forme suivant dT* = 4#3F;(¢*) (voir chapitre 6 pour une discussion
concernant ce facteur de forme), vaut

e

r(e-9)@-2° rE-9
A2-d/2 9 A3-d/2

(@2(1 - 2)(1 — y) — cay] + m2[2(1 — 4z + 22) — (1 = 2)%])

X

(7.71)
avec A = (1 — 2)?m? + 2 — xyq®.
On tire de la condition de renormalisation de la fonction de vertex (7.54(4))
o2
51 == —(SFl(O) = —W /dZ(l - Z)
re-f)  @-p, -9
(1= 2)Pm? 4 2u2)> "% 2 (1= 2)°m? 4 zu2)*
[2(1 — 42 + 2%) — (1 — 2)?] mﬂ . (7.72)

On notera la présence du facteur (1 — z) lorsque l'on passe de (7.71) & (7.72). Il apparait
lorsque 'on intégre sur x et y, a cause du fait que x, y et z varient entre 0 et 1, d’ou la
présence d'un fonction #(1 — y — z) lorsque 'on intégre la relation (7.71) par rapport a x).
L’intégrale de cette fonction 6 par rapport a y conduit a ce facteur.

En intégrant par partie par rapport a z, on peut montrer que d; = 09, i.e. 41 = Zs.
En particulier, on peut vérifier explicitement que les parties logarithmiquement divergentes
(poles en 1/¢) de —iXy (cf. (7.65)) et de oI'* (cf. (7.71)) vérifient bien la relation (7.14)
attendue.

La relation Z; = Z5 obtenue ici a une boucle est valable & tous les ordres, comme consé-
quence des identités de Ward, discutées en détail dans le chapitre 9. En conséquence le lien

., 2 . .
entre la charge renormalisée et la charge nue e = 7 Z3 eg se simplifie en
1

e =23 eg. (7.73)

Cette relation est remarquable, et propre a QED : le couplage physique est relié au couplage
nu uniquement par les corrections radiatives au propagateur du photon. Ce n’est pas le cas
pour les théories de jauge non-abéliennes, par exemple pour QCD pour laquelle le lien entre
le couplage physique de couleur entre quark et gluon fait également intervenir les corrections
radiatives a la fonction de vertex quark-gluon et au propagateur du quark.
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7.5 Meéthodes de calcul des diagrammes en boucles

7.5.1 Régularisation dimensionnelle

Cette méthode trés puissante est due a 't Hooft et Veltmann. Elle est adaptée aux théories
de jauge, car elle ne brise pas l'invariance de jauge (techniquement, ceci vient du fait qu’elle
est compatible avec les translations dans les changements de variables d’intégration). C’est
I'un des outils fondamentaux dans les calculs modernes perturbatifs en théorie des champs.

Principe :

On calcule un diagramme de Feynman comme une fonction analytique de la dimension
d d’espace temps. Pour d assez petit, les intégrales deviennent convergentes UV. Ensuite,
lorsque 'on passe a la limite d — 4, les expressions finales des quantités physiques sont
finies, en raison de la renormalisabilité de la théorie. La méme méthode de régularisation est
applicable pour traiter les problémes de divergence IR.

Plusieurs conventions sont possibles (voir par exemple Itzykson-Zuber page 377). Voici
un ensemble cohérent de conventions :

Métrique

On utilise la métrique g" = (+,—,---—).

Par définition g"”, est la matrice inverse de g,,. La trace de la matrice 1 étant égale a d,
on a donc

9" g = gl = d. (7.74)

Cette relation est utile pour ramener une intégrale dont le numérateur posséde une structure
tensorielle a une intégrale scalaire : ainsi

d uv d
/ (;lwlid FR) kK = 97 / (ir];dkz F(k?). (7.75)

Algeéebre de Clifford pour ’espace des matrices

{7} = 29", (7.76)

d’ou lon tire, d’aprés (7.74),

G (VY +) = WY+ =29

2d
soit
Yt =d. (7.77)
De méme #y"7,, = —y"7,7" + 29"g,, (en anticommutant 7" et ~,) soit

VY Y = (2 —d)y” . (7.78)
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VAV YN = =YW’ + 2977 = (=2 + Dy + 297
En réécrivant le dernier terme de la somme précédente comme —2v"~y” 4 4¢g”¥, on obtient
donc

VY Py = (d — 4)y"'yP + 4977 . (7.79)

Enfin
VAV YV = =AY AN+ 297 = —(d = APy — 497 + 29707

qui s’écrit encore, en anticommutant v” et 7” dans le dernier terme de I’équation précédente
qui devient —2v7y ¥ 4 4~7 g¥P,

VA Py, = —(d — 4)y" Py — 297" (7.80)

Calcul des traces :

Si l'on impose que
(7.81)

(d’autres choix seraient possibles), alors, d’aprés (7.76),

Tr vy = 49 - (7.82)

Remarque:

75 ne peut étre construite de maniére non ambigué en dimension arbitraire. En pratique, le
choix

7 =iy yty?y (7.83)

en dimension d conduit a

{75,7"} = 0 pour p =0,1,2,3
(7.84)
[75,7"] = 0 pour les d — 4 autres dimensions.

C’est une prescription suffisante lorsque la théorie ne présente pas d’anomalie. Elle permet
également de traiter correctement les théories des champs avec anomalie axiale (voir par
exemple Peskin Chap.19).

Mesure d’intégration (intégrales euclidiennes et minkowskiennes)

Examinons le calcul de I'intégrale d’une fonction que 1'on supposera scalaire. Le calcul
des intégrales tensorielles se raméne a celui des intégrales scalaires en utilisant des projec-
teurs adéquats (voir ’exemple de (7.75)). L’étape suivante consiste a ramener le calcul d’une
intégrale minkowskienne a celui d’une intégrale euclidienne par rotation de Wick :

At o [ ke
| s =i [ b, (7.85)
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Dans la suite, nous examinons le calcul d’une intégrale euclidienne, de forme générique

/ (ir];d f(E%). (7.86)

On prendra donc garde de ne pas oublier le facteur +¢ si l'on utilise les résultats qui suivent
pour calculer une intégrale minkowskienne.

Le probléeme pratique qui se pose est d’évaluer la partie angulaire de I’élément d’intégration
de (7.86). La généralisation des coordonnées sphérique permet d’écrire

d 00

0

oit Sy = [ dQq est la surface de la sphére unité S?~! plongée ici dans un espace de dimension
d. On prendra garde aux notations, qui sont standards.

Ezxemples:

St — cercle que l'on plonge dans R?

S22 — sphére que I'on plonge dans R®

S%  —  sphére que l'on plonge dans R*.
Alors

2md/?
Sq = . 7.87

En particulier,

4T () S,

1| Vo 2

2 1 2T

3| ¥ an

4 1 272

Preuve de (7.87) :

Partant de l'intégrale gaussienne bien connue, nous pouvons écrire

oo 2 d +oo 2 2 =2
(/ e dx) = %% = / dry -+ drg e”@iT+7a) — /ddfe_x

& 1 & 1
= Sd/o ri-le=dr = §Sd/0 p%_le_pdp = §SdF (g)

ot l'on a posé p = 2.

Développement utile

el(e)=T1+e)=T1)[1+e(l)+--]
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avec (1) = —yp, ol vg est la constante d’Euler, et
_I"(2)

7.5.2 Meéthode des paramétres de Feynman

Cette méthode permet d’évaluer de maniére systématique les intégrales sur les impulsions
qui apparaissent en théorie des champs. L’idée est de grouper ’ensemble des produits de
propagateurs d’une expression en un seul terme. Elle fut développée séparément par Feynman
et Schwinger.

Exemple simple

p1 Pta
Supposons que l'on cherche a évaluer le diagramme ci-contre
, . 4
en théorie ¢* . P
q
D=p1t+p2

Ce diagramme s’écrit

A= / P+CI)

Afin de regrouper les deux propagateurs, nous allons utiliser la relation

1 ! dx
ZEZiA(Ax+Bu—I»2

Preuve:

! dz e dzx B ~1 11
/0 [Ax—l—B(l—x)]?_/O (A-=B)x+B? (A-Bjzxz+B|, A—B AB’

Ceci permet d’écrire

/(;l;q) 2(p+q)* /dx/ [z(p +q)? + 1(1—x)q2]2’

On compléte a présent le carré afin que le dénominateur soit de la forme [¢% + cste]?

w(p+q)°+ (1 —2)¢® = (q+ap)” + (1 — 2)p’

et 'on pose naturellement ¢ = ¢ + xp, ce qui permet d’intégrer par rapport a ¢, puisque
d%q = d¥. Notons qu’il est essentiel en particulier en régularisation dimensionnelle que les
prescriptions définissant I'intégration respectent I'invariance par translation. Il reste a évaluer

d 1
A= / dx/ 41024 2(1 —x)p??
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L’intégrand posséde une symétrie sphérique par rapport a ¢, donc l'intégrale est facile a
calculer, a condition d’avoir effectué la rotation de Wick £° — /% pour que I'intégrale soit
euclidienne. L’intégrale difficile a calculer est celle par rapport a x. Dans le cas présent, elle
se rameéne a une intégrale de type fonction B d’Euler (voir la relation (7.91) pour le résultat
général concernant ce type d’intégrale).

Méthode générale

La méthode repose sur l'identité

1 d«rl e dl’n 5 (1 — le) (L‘?l_l . .xgn_l

1
[Alxl 4+ ... Anxn]a1+man

A‘lxl [N A%n o F(Oél) e F(an>

(7.88)

1 F(a1+~-~+an)/
0

Les a; sont des nombres arbitraires, réels ou complexes. En régularisation dimensionnelle,
aq -+ -y, sont en général non entiers. Les n variables d’intégration x; sont appelés parameétres
de Feynman.

Preuve:
La _ /OO ettt car  T'(y) = /OO e~ ftvldt. (7.89)
A ['(a) Jo 0
donc
1 1 o
— —(t1 A1+ +tnAn) el pan=Lgp gt
AT Ao T Tag) Do) /0 ‘ ! " ! "
On insére

/ AN\ —t; — - —t,) =1,
0

et on effectue le changement de variables

tl = )\Il

t, = Ax,, .

Alors

1 1 /oo /oo _ _ _
o AN [ day - dag AT TenTlgeasl L pan
A‘f‘l S Aon F(al) .- 'F(an) 0 0 1 1 '

1

car

5(A—Ax1—.-.—mn):%5(1—:51—.-.—%).
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On intégre ensuite sur A, ce qui donne le terme

T(ay+ -+ an)
(Alxl 4.4 Anxn)a1+m+an

n

d’apres (7.89). A cause de la contrainte 1 — >~ x; = 0, on peut ensuite ramener les intégrales
1

sur z; entre 0 et 1, ce qui achéve la preuve.

On prendra garde a l'utilisation pratique de (7.88) : a cause des conditions 0 < x; < 1,
I'intégration sur I'une des variables x;, par exemple x, pour la faire disparaitre a 1’aide de la
distribution de Dirac §(1 — > z;) introduit une fonction

k—1 n
9(1—Zﬂfi— Z :L’,)
i=1 i=k+1

qu’il ne faut pas oublier.

Quelques cas particuliers utiles
Dans le cas particulier de (7.88) correspondant a n = 2,

1 T(a+p) /1 dz 2°71(1 — 2)%!
AeBF ~ T(a)L(B) J, [xA+ (1 —xz)B]ots

d’ou 'on déduit

dek (k)" (1 3 . a_+%I’(a—|—g)F(b—a—g)
/(27r)d (k;z_c)b_z(ﬂ) (=1)eee T (2)T(b) ’

(7.90)
ou le facteur ¢ est di a la rotation de Wick. En particulier,

dk 1 (1 — T (a—9)
/(%)d 2—Cy (E) (=007 = (7.91)

Le résultat (7.90) s’établit aisément a l'aide de la représentation intégrale de la fonction B

d’Euler :
I'(a)I'(8)
INCERG)

Nl

/1 dr z* (1 — l’)ﬁ_l = B(a, 0) =
0

avec

I'l+z)=azl(x).

7.5.3 Lien entre régularisation dimensionnelle et régularisation avec
coupure
Dans le calcul des intégrales divergentes UV, il est possible dans de nombreux cas d’utiliser

une coupure explicite (notée A), lorsque cette coupure ne brise aucune symétrie. C’est le cas
par exemple de la théorie ¢*, qui n’est pas une théorie de jauge. La question naturelle est donc
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de relier la divergence logarithmique en In A de cette méthode au pole en 1/e qui apparait en
régularisation dimensionnelle.

Un exemple générique est donné par 'intégrale correspondant au diagramme de la page
117, dans la limite ou 'impulsion dans la voie s est nulle.

Nous souhaitons donc calculer

dik 1 o2 4 A pd—1
/(27r)d K (27r)dr(d/2)/ k= (7.92)

Cette intégrale est a la fois divergente dans 'UV et dans I'IR.

Intégrale avec coupure explicite IR

Une premiére fagon de traiter cette intégrale est de la couper dans I'IR, en considérant

plutot
27Td/2 i A ]{Zd_l
A= ———— dk —— 7.93
(2m)4T(d/2) /p kL ( )
ou p > 0.
M¢éthode avec coupure UV :
On calcule en dimension 4, avec une coupure A :
. A . .
i dk 1 i
= — —=—(InA -1 ~ —=1InA. 7.94
82 /p k 87r2( " np) gz (7.94)

Notons que cette méthode correspond a l'ordre des limites limp oo [lim,_oA].

Meéthode avec régularisation dimensionnelle :
Elle correspond cette fois a considérer 1'ordre des limites lim,_o[limp_ ., A]. On calcule en
effet cette fois en dimension d = 4 — ¢, sans coupure UV, ce qui s’écrit

. A .
1 dk 1 1 1
- = — [ A 4+ —p ¢ 7.95

82 ), ketl  8m? ( € * ep ) ’ ( )

que ’on doit calculer dans la limite A — 0o & € fixé. Le premier terme tend vers 0. Ne reste
donc que
i1,

8m2e”
que l'on peut maintenant développer dans la limite ¢ — 0, ce qui donne finalement
a1
C8r2e’

A (7.96)

On constate donc explicitement sur ce calcul, en comparant (7.96) et (7.94), qu’a une diver-
gence logarithmique In A correspond un pole 1/e.
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Intégrale avec régulateur explicite dans I'IR

On peut introduire un régulateur explicite dans 'infrarouge en considérant

27Td/2 i A ]{Id_l
B = dk —— 7.97
(2m)4T'(d/2) /p (k2 +A)2° (7.97)
avec A > 0 (ce régulateur joue le role d’une masse).
Un calcul explicite (le faire!) permet d’obtenir des résultats identiques a (7.96) et (7.94).

Résultat spécifique dans le cadre de la régularisation dimensionnelle

Dans I’approche avec coupure explicite IR et régularisation dimensionnelle, nous avons
soigneusement évité la discussion de la divergence IR de l'intégrale (7.93). En fait, en ré-
gularisation dimensionnelle, cette intégrale est nulle. Nous allons plus généralement montrer
que

dk 1
/ =0 avec o> 0. (7.98)

Preuve:

La rotation de Wick permet d’écrire

dk 1 /2 : A—oo La-1
/ S / i p— (7.99)
2m)® (=k2)>  (2m)IT(d/2) Jp—o (k)"
Pour aller plus loin, on introduit une coupure arbitraire ¢ (p < ¢ < A) pour séparer le secteur
UV du secteur IR, et on écrit donc

A k’d_l c A
/ dk G / dk k7271 + / dk k27 (7.100)
P P c

Traitons séparemment les deux intégrales précédentes, qui convergent en dimension d > 2«
pour la premiére, et d < 2a pour la seconde. On pose donc d = 2a — €7 dans la premiére
intégrale, et d = 2a — €y dans la seconde. Bien stir, a la fin du calcul, nous devrons faire
€rr = €yy puisque le calcul est effectué dans une dimension donnée d’espace-temps! Pour
assurer la convergence de chacune des intégrales prises séparément, nous devons pour le
moment choisir €;p < 0 et €1 > 0. Nous obtenons donc

A ]{Zd_l c A
/ dk G /dk:k:‘l‘”R +/ dk k~1euv (7.101)
p p c

o) Canreg )
— — Ry par ) [ AUV 4 o
€IR €IR cuv €uv

qui se simplifie, dans la limite p — 0 et A — oo, en

A d—1
k 1 1
dk =——0Cc R 4 — TV, 7.102
/p (Kk2) €IR 0a% ( )
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Cette expression posséde un pole en e;p = €yy = 0 puisqu’elle se réduit, dans la limite

EIR—>061J EUv—>O,E§,
A d—1
k 1 1
dk ~ =t —. 7.103
/p (k2)« €EIR €UV ( )

Puisque nous n’avons rencontré que des poles, nous pouvons utiliser 'expression (7.102)
pour définir par prolongement analytique le résultat de I'intégrale dont nous sommes partis.
Les contraintes €;g < 0 et eyy > 0 peuvent donc étre oubliées (c’est le principe d’une
continuation), et I'on peut maintenant faire l'identification €,z = ey = €, d’ou 'on déduit
d’aprés (7.102) que l'intégrale dont nous sommes partis est nulle.

7.6 Renormalisation de la charge électrique

Nous allons revenir sur la renormalisation du couplage électron-photon,
déja étudiée dans le chapitre 6 et dans la partie 7.4 de ce chapitre. Consi- g

dérons linteraction d’un électron avec une cible lourde (ion lourd par
exemple). Le terme de Born correspond a 1’échange d’un photon entre 1’élec-
tron et la cible, illustré par le diagramme ci-contre. Les corrections a I'ordre
a font intervenir quatre types de diagrammes :

En premier lieu, les diagrammes de Bremsstrahlung, correspondant a I’émission d’un
photon par I’électron dévié par la cible, et illustrés ci-dessous.

Nad Nad

s S

Deuxiémement, les diagrammes correspondant aux corrections radiatives virtuelles des
propagateurs des électrons, illustrés ci-dessous.

7 e

_l_

Troisiemement, le diagramme de correction radiative du vertex électron-photon, illustré ci-
contre.
Ces deux derniers types de diagrammes sont divergents a la fois dans l'in-
frarouge et dans l'ultraviolet. Les divergences infrarouges proviennent du
fait que les photons sont de masse nulle. L’émission d’un photon mou (i.e. ;N\ﬂl
de quadri-impulsion négligeable devant les autres impulsions), réelle pour
les diagrammes de type Bremsstrahlung, ou virtuelle pour les deux classes
précédentes, ne cotite rien en énergie. Ces divergences peuvent étre régu-
larisées termes a termes en donnant une masse fictive p au photon. Elles
disparaissent dés que 1’on considére une observable physique raisonnable,
i.e. qui est toujours en partie inclusive. On sait bien en effet qu'un détecteur n’a jamais une
résolution parfaite en énergie. Dans la réalité, les diagrammes de la premiére classe (contri-
bution inélastique) et des deux classes précédentes doivent étre pris en compte ensemble. La
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somme de la section efficace élastique et de la section efficace inélastique devient alors finie.
Ceci s’étend au cas de QCD. Dans ce cours, nous ne discuterons pas de facon générale le
probléme des singularités infrarouges en QED et en QCD.

Enfin, nous devons prendre en compte les corrections dues aux paires vir-
tuelles électron-positron, correspondant au diagramme ci-contre. Le couplage
électron-photon est modifié par les corrections radiatives, par les corrections du
vertex, du propagateur de I’électron, et du propagateur du photon. Cependant,
grace a 'identité de Ward Z; = Z,, , nous savons que les corrections du vertex
et du propagateur de l'électron se compensent a tous les ordres, et que seul
I’habillage du propagateur du photon par les corrections radiative modifie ce
couplage, suivant la relation (7.73)

€ = \/Z € -

En notant
G o i 7.104
ap=_- et a=_ (7.104)
les constantes de structure fine nue et physique, on a donc
Qo
Qefp. = =0y b3 = ———+—, 7.105
I Qo 23 1 H(O) ( )

d’apreés la structure (7.15) du diagramme iI1"(¢?) de polarisation du vide du photon et la
condition de renormalisation qui définit le couplage physique de 'électron, les divergences
ultra-violettes de Z3 étant absorbées dans «y. Cependant, cette relation n’épuise pas l'infor-
mation contenue dans le fait que les corrections radiatives au couplage entre les deux charges
sont dues a I’habillage du propagateur du photon. En effet, pour une impulsion ¢ échangée
quelconque, on montre (voir chapitre 9), que le propagateur complet du photon s’écrit, en

jauge covariante
a(g) = —— |1 e (7.106)
V= Frie |[1-1(g) ' '
Le terme L ne contribue pas lorsque 'on calcule un élément de matrice S, a cause de
I'identité de Ward ¢, M* = 0 (voir chapitre 9) valable lorsque les fermions externes sont sur
couche, ce qui est le cas pour un élément de matrice S.
Si I’on effectue le calcul en théorie des perturbations nue, I'effet de la polarisation du vide

est donc en pratique de remplacer le propagateur complet du photon par

—1Gu 1
¢ 1-1I(¢%

ce qui signifie que la constante de structure fine o doit étre remplacée par

e 1 e 1

esr.(q®) = El_il—‘[(qg) = Em (7.107)

En théorie des perturbation renormalisée, en incluant 1’ensemble des contributions (i.e. y
compris les contre-termes) dans la définition de I1x(q?), ceci s’écrirait

e? 1

= — 7.108
471 —g(¢?)’ ( )

err.(q°)
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en accord avec (7.107) puisque

1 1 1

I~ Ta(¢?)  Zs1-1(¢2) (7109

Quelle que soit la facon dont on formule la renormalisation perturbative de QED, on obtient
donc bien str un résultat identique, qui s’écrit encore

Qesr () = aers.(0) 11:1111(?2)) = O‘ll:rr{[((;?)) . (7.110)

Dans la relation précédente, numérateur et dénominateur sont séparément divergent dans
I’ultraviolet, mais en revanche leur rapport est fini. On obtient ainsi une relation entre le
couplage statique et le couplage pour une virtualité ¢ arbitraire.

A Dordre «, cette relation peut étre remplacée par

1 1

) = 0T ) ) 1 T i
Nous allons maintenant examiner cette relation.
7.6.1 Structure analytique de ﬁz
D’aprés la relation (7.68), on a
o~ 20 [ m2
s (q?) = y(q?) — ,(0) = =, dr (1 —z)ln e (7.112)

qui est finie.

Canauz t et u : ils correspondent & ¢> < 0, domaine pour lequel ﬁg(q2> est réel et analytique
d’aprés la structure de I'argument du logarithme apparaissant dans la relation précédente.

Canal s : il correspond a q*> > 0. Comme la fonction In a une coupure lorsque son argument
devient négatif, I1(¢?) a une coupure pour m? — z(1 — x)¢* < 0. Or z(1 — z) peut atteindre

1, donc m? — (1 — z)¢® peut devenir négatif si et seulement si m? — % < 0. Ainsi

Il5(¢?) est analytique dans le plan complexe de la variable ¢ en dehors de la
coupure g% > 4m? correspondant au seuil de production de paires ete™.

Supposons que ¢ > 4m? et examinons la discontinuité de II5(¢?) le long de cette coupure.
Soit
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B3+ %ﬁ] En dehors de ce domaine, In est réel.

donc m? — (1 — z)%¢*> < 0 pour z € [§ — 30, 3

Sur ce domaine, on a

m? m? m?

— — +3
m?—x(1—x)(¢?Lic) m?—z(l—-—x)¢>?Fic m?—x(l—1x)¢ *©

qui est du type —X =+ iec avec X réel positif. Comme In(—X =+ ic) = +m, on en déduit

o —2x 3+38 g 1
Im T (¢ + ic) = _(iw)/ dx x(1 —x) = :FQQ/ dy (_ _ y2)
T 1_1g B 4
2 2 b}
g 2p Q 32 Q 4m? 2m?2
- 20| — o= | =FB L% | =F3\ /1 —— |1+ — )] 7.113
qcalzl 38 L 3 T3 7 + e ( )

Ce résultat est identique (a un facteur multiplicatif prés) a la section efficace totale efe™ — ff
a l'ordre Born (on suppose que f n’est pas un électron, pour ne pas avoir a considérer le
diagramme avec échange de photon dans la voie t), par exemple ete™ — ™. Rappelons
en effet que la section efficace totale eTe™ — pt ™ vaut

_ _ 2 4m2 2m?
etem—ptum _ ATa J1——211 I 7.114
Otot 3s S + S . ( . )

En effet, d’aprés le théoréme optique,

glmwgwg x

relation que nous avons vérifiée ici a I'ordre dominant en a? (il est instructif de déterminer
la constante multiplicative permettant de relier (7.114) a (7.113)).

2

7.6.2 Interprétation du couplage effectif

Nous allons & présent interpréter la relation (7.111).

Potentiel non relativiste

L’élément de matrice de la diffusion e~ (p)Z(P) — e~ (p')Z(P’) (ou Z est un ion de charge
Z|e|) s’écrit, dans la limite non relativiste ou le photon a une énergie négligeable,

(tle))(=ilel2)(=1) o1, , ol
M=-—-——= ut(p) e u”t (p) WPy u(P).
—q*[1 = 15(¢?)]
En utilisant 'identité de Gordon, que I'on approxime dans la limite non relativiste, on obtient
(p+p)-(P'+P)
2m 2M

60101 5020’2 ~ 5010’160205

a () u” (p) TR (P u(P) =

donc

iM ~ - 571915722 (7.115)
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On peut comparer cette expression a ’amplitude de diffusion en mécanique quantique non
relativiste. Pour cela, il suffit de se souvenir que dans le cadre de la théorie quantique des
champs, les régles de Feynman énoncée dans le chapitre 2 permettent de calculer les éléments
de matrice de ¢T" (au sens S = 1+ ¢T'). Le passage a la mécanique quantique correspond a
intégrer sur le temps, puisque le processus dure un temps infiniment long et ne dépend pas
du temps (ce qui correspond a un échange d’énergie nul). Ceci conduit techniquement & une
distribution de Dirac correspondant a la conservation de I'énergie entre particule entrante et
sortante. D’autre part, la densité lagrangienne s’écrit comme £ = L., — V, et a l'ordre le
plus bas en perturbation, calculer un élément de matrice de i7" correspond donc a calculer la
valeur moyenne de —iV', d’aprés le développement de exp(i f d*zL). On peut donc écrire

< PiTIp > = iV ()26 (By — ) (7.116)
ol ‘7((]) est la transformée de Fourier du potentiel, d’ou 'on tire

B d3q e —e?Z
V(a:)_/(%)3 P (7.117)

Comportement a grande distance

Etudions le comportement du potentiel (7.117) dans le régime r = [Z] > £ = Ao =
4-107Bm

L’intégrand de (7.117) contribue pour ¢-x < 1 d’aprés la méthode de la phase oscillante.
Le régime x >> = implique donc que la région contribuant a 'intégrale (7.117) est [¢?| < m?.

Le développement de la fonction logarithme dans ce régime donne

m? z(l—x) , z(l—x) ,
lnm2—at(1—:v)q2 N_ln(l_Tq)NTq

En utilisant l'intégrale

on obtient donc

~ 1 2 171" 7> 1
1—1'[—2} ~llmel | w140l = 7.118
[ 2(=¢") [ am2 157 +am2 157 ( )
Ainsi e .
q o -
V ~ AralZ | —— | =+ ———| 7" 7.119
(@) >L ra / (27)3 [q_? + 157rm2} c ( )

Le premier terme donne la contribution coulombienne habituelle. Pour le montrer, on intégre
d’abord sur ’angle entre ¢ et Z, ce qui donne

67:[;'5 1 +oo . T +oo d ' '
/dgq = = 271'/ d(COS 9)/ dq glazcostd _/ aq (elqm N e—lqm) '
q -1 0 ir J_o ¢

L’intégrale sur ¢ peut alors s’effectuer en utilisant la relation

+o0 da .
/ A iar — i sgn(x). (7.120)
-0 4
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Preuve:
+0o0 dao +00 eiqx +00 d eiq:c 1 +00 ] 1 1

/ 2 piga :/ qdq —- = lim q2q 5 = lim — qdq e ( — — : ) .
oo 4 o q e—0 J_ q°+€ e—0 2i€ J_ q—1i€ q+ie

Pour x > 0, on peut fermer le contour d’intégration vers le haut, ce qui donne
T dg . 20T
/ M giar — i€ = im.
oo 4 21€
De méme, pour x < 0, on ferme le contour d’intégration vers le bas, ce qui donne
T dq . 20T
/ —qe“’m = ———ie = —im,
oo 4 21e

ce qui achéve la preuve de (7.120), et permet d’achever le calcul du terme coulombien venant
du premier terme de (7.119).

Le second terme de (7.119) donne une distribution de Dirac. Au total

Z 47 o
Vig) ~ 22224

- 15m25<3>(f). (7.121)

La force électromagnétique devient donc extrémement élevée a courte distance. Cet effet se
manifeste dans le Lamb shift : la levée de dégénérescence correspondante vaut

47’ s o
Ene =~y [ @ 05 6 el
47 o 47%ab
= oo (0)2 = — 5
15m2 Z7O|1/} 70(O)| 157Tn3 m Z,O

ou 'on a utilisé la valeur de la fonction d’onde a l’origine dans un potentiel coulombien, qui
vaut 1,0(0) = (mn®a®)~1/? avec a = (Zma)~! (voir Messiah Tome I p. 356 et p. 410 avec
€0 = 1 dans le choix d’unité utilisé ici).

Dans la théorie de Dirac, les états n = 2, j = % de parité opposée 2s;/5 et 2p;/; sont
dégénérés. En utilisant h ~ 4,13 - 207%eV - s et m, ~ 0,511 MeV, on obtient

A—hE = —27 MHz

correspondant & un abaissement du niveau s.

En réalité, en 1947, Lamb et Rutherford ont obtenu +1000 MHz. L’explication principale
de cet effet vient de 'interaction de I’électron lié avec les fluctuations du champ électrique
du vide (voir Itzykson-Zuber p. 358).

Potentiel d’Uehling

On peut améliorer le développement de V' (x) en évitant le développement du logarithme
intervenant dans (7.117). Introduisons une masse fictive p pour le photon, de sorte que

ie2 / QQ2 er2 [1+H2( Q)

Vir)= (2m) (27)2r
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ou @ = |q]. Cette fonction posséde deux poles en +iu
puisque
1 B 1 B 1 1 1
Q*+p? (Q—ip)(Q+ip)  [Q—ip  Q+ip] 2ip
En déformant le contour d’intégration vers le haut comme
indiqué sur la figure ci-contre, on obtient
ie’Z  mip B e? 7  Za

Voore(1) ~ o5 — = == —
pote(7) (27m)%r A 7 r

L’intégrand posséde également une coupure pour ) € T—ip
[i2m, ico], qui contribue pour

—iZ €? m qge 7" ~ +oo—ie ge= 7 N
‘/;ouure ~ TS Ny di(l II 2) / di(l II 2)
P (T) (271‘)27’ |:/+00+i5 Q_q2 T2 + 2((] ) + - q_q2 oy + 2((] )

ot l'on a posé ¢ = —iQ) et utilisé le fait que Q) varie de ico — & & 2im — € puis de 2im + ¢
a 100 4 €. Cela correspond a ¢ variant de co + i€ a 2m + i< puis de 2m — i€ a oo — ic. La
contribution sur le demi-cercle de centre 2im et de rayon e est négligeable dans la limite
€ — 0. On a donc

—’i€2Z teo q e " = 2 . = 2 .
Veoupure() = W /2m dqW [H2(q —ig) — Ia(q” + 15)] .
Comme 1
i Im IIy(¢* —ie) = 5 [Hg((f —ig) — y(q® + ZE)] :
on en déduit, en passant a la limite p? — 0,
=227 [t e ~
‘/;ou ure = 73 N0 d I [H 2 ]
pure(T) o /2m g¢—— Im 2(q” — ie)

Dans la région a longue distance r > % que nous examinons, cette intégrale est complétement
dominée par la contribution au voisinage de la borne inférieure de l'intégrale, i.e. par ¢ ~ 2m.
On pose donc t = ¢ — 2m et 'on développe au voisinage de t = 0, ce qui donne

—Za?

1 —2mr > —rt
SV (r) ~ — 57 © /0 Vit e dt

soit en posant = = v/,

_Z Oé2 1 —2mr e 2 _7,,12 —ZOé « 6—277’1,7"
oV (r) = Eee— A /0 x°e dr = T I )R

N
1

V(r):—% (1+% %jt) (7.122)

I'intégrale sur x valant ¥~. Finalement,
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Le terme exponentiel est appelé potentiel d’Uehling et s’approxime en §(r) sur la taille ty-
pique d’un atome d’hydrogéne.

Considérons a présent le comportement de |V (r)|. A courte distance, il augmente, tandis
qu’il diminue & grande distance. Cet effet est typique d’un diélectrique, 1’écrantage de la
charge située en r = 0 étant da aux paires virtuelles ete™. A grande distance, I’écrantage se
fait sentir tandis qu’a courte distance, on est de plus en plus sensible & la charge nue Z|eg|.
Cette charge nue est bien str infiniment plus grande que la charge Z|e| d’apreés la relation
e =+/Zzeg (on a vu (7.70) que d3 < 0, et divergente). La charge nue est habillée d’'un nuage
de particules virtuelles, qui donnent lieu a des corrections quantiques divergentes. Plus on
s’approche de cette charge, moins les effets de ce nuage sont visibles, et plus on se rapproche
de la situation d’une charge nue (mais qui reste infinie : on ne finit jamais de s’approcher de
la charge!). Le comportement & trés courte distance fait I’objet du paragraphe suivant.

Comportement & courte distance

Nous examinons a présent le régime r < %

L’intégrand de (7.117) contribue pour ¢ < %, or % > m, donc l'intégrale est dominée par
la région —¢® > m?. Dans ce régime, en utilisant

m? _om? 1 . m? -
m? —x(l1—2)¢> —¢ o(1—x) ¢x(l —x)

on a
~ 200 1 _q2 m2
2
La premiére intégrale vaut %, tandis que la seconde s’obtient en écrivant
_d T?*e+2)

)

/0 dr x(1 —z)Infz(1 — 2)] = difo da[z(1 — )]+

3

o de T(2e+4) LO

e=

technique classique pour évaluer analytiquement des intégrales de fonctions logarithmiques.
En utilisant

Pe+2) T2 +ep2)
TR+ 4) o T r2eo) ~ 3WE —v@)~—1g¢

on tire 'intégrale cherchée. Ainsi
2 2
~ « q ) m
(> )~ — [In—— ——+0(—= ]| .
2(07) 3r | m? 3 i < q? )]

Notons que I'intégrale négligée dans (7.123) n’est pas singuliére en = 0 et z = 1 en raison du

. . . 2 . .
préfacteur en z(1—x) devant le logarithme. Sa contribution est en ’(’;—2, qui est sous-dominante.
Finalement,

N o o 53
Qe = — ~ avec A = e°/° . 7.124
#) 1 —1Ix(q?) 1 3O7lr In grf? ( )
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A courte distance, le couplage devient donc trés intense, a mesure que 1’on pénétre le nuage
de paires virtuelles ete™.

Si I'on note R = 1/q I'échelle typique de distance correspondant a la virtualité ¢, on
constate d’aprés (7.118) et (7.124) que le couplage entre deux charges vaut o = 1/137, a
distance infinie, et qu’il augmente a mesure que ’on diminue la distance R.

Cette situation sera exactement opposée dans le cas de QCD. Techniquement, cela vient
du fait que l'identité de Ward Z; = Z, n’est plus satisfaite. Les corrections radiatives au
couplage entre deux charges de couleur ne peuvent se réduire aux corrections radiatives du
propagateur du gluon. Physiquement, la présence des bosons de jauge donne lieu a un anti-
écrantage des charges.



Chapitre 8

Fonctionnelles génératrices connexes et
propres. Action effective

Le but de ce chapitre! est d’introduire une méthode systématique pour calculer les fonc-
tions de corrélation connexes, puis les fonctions de corrélation une particule irréductibles,
dont nous avons vu l'importance dans 1’étude de la renormalisation au chapitre 7. Nous
discuterons en particulier en détail le cas de QED et de QCD.

8.1 Fonctionnelle génératrice connexe

Considérons la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation introduite page 21
pour une théorie des champs scalaires :

Z(J) = / Dep e [S19+701 (8.1)

On montre alors que

W (J) = ihln Z(J)

est la fonctionnelle génératrice des diagrammes connexes :
(8.2)
"W (J)

0J(xy)---0J(xy)

_ ”+1<(p(g;1) e (p<$n)>conne:re

Dans la suite, (¢(x1) -+ ©(2n)) conneze Sera noté de fagon équivalente G.(xq,- -+, x,).

Preuves:

1) méthode algébrique (empruntée a Le Bellac)

Soit G™) un diagramme quelconque, a priori non connexe, que 1’on décompose en dia-
grammes connexes. On regroupe les diagrammes connexes en sous-ensembles de diagrammes

!Ce chapitre peut étre sauté en premiére lecture. En particulier la partie 8.4 ne sera pas utilisée dans la
suite.

131
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ayant un nombre identique de lignes externes n;. Chaque paquet est constitué de ¢; dia-
grammes, de sorte que qn; + - -+ gyn, = N.

ny ny m p Tp

A A A -\ -\

q1 dp

Le nombre de termes indépendants est

NI
(m!)eqi! - (ny!)or gy

(8.3)

en tenant compte des permutations entre les lignes externes d’une part, et entre les différents
diagrammes identiques d’autre part. Le développement de la fonctionnelle Z(.J) peut s’écrire

Z(J =N
> Z G (zy, - )-GO (- xy) (8.4)

qlnl"l‘“"‘l‘Qpnp:N

soit encore, par symétrie des fonctions de corrélations par rapport a leur argument et en
tenant compte du comptage (8.3) du nombre de termes indépendants

N

(J) 0o . p 1 dxldxnlj(xl)J(xm>G£"z)(x1’73;”1) i
CORPPLPS H_[f ]

1 dry - - dxgiJ(z1) i (T, G Ty, e, T, B
—ZH—F (1) -+ (0, ) G 1

qni+--+gpnp=N 1=1 %

g 1
N
= exp Z m/d:lfl coedry (1) - J(an)G (2, L 2N), (8.5)
N=1
ce qui achéve la preuve.

2) méthode heuristique
Cette seconde preuve utilise des propriétés de W analogues a celles satisfaites par I’énergie
libre en physique statistique. Si 'on effectue la rotation de Wick pour se ramener au cas

euclidien, i.e. si I'on pose 29, = itg, on remplace S par iSg. En faisant J — —iJg, on a alors

Z(J) — Zg(Jg) = /D¢e—%[SE[¢}—JE¢>}
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ot Jp ¢ symbolise [ dtpd®zJg(x)d(z).
On pose

qui est clairement ’analogue de I’énergie libre en physique statistique (il suffit de faire t — %)

WEg posséde la propriété d’extensivité pour une théorie des champs locale : soient deux
domaines Q; et Q, tels que Q; N Qy = () et supposons que

J(z) = Ji(z) + Jo(x)
avec Ji(x) = 0 pour =z ¢ € et Jo(zr) = 0 pour x ¢ Qo Alors

S(¢)— Jb = / dr[£(6() — A(@)o(r)
+ / @ [L(0(@) ~ B{2)o(w)
+ /x¢91UQZ dx L(¢(z)) + termes de bord

J1(x) et Jy(z) fluctuent par hypothése autour d’une constante arbi-
traire petite mais non nulle. On peut écrire

Z[J) = Z(Jy = Jo = 0) Z1(J1) Za(J2) Z12(J1, Jo)

relation qui définit Z, avec

Zy(Jy) = D¢ el=5(@)+J1-¢]

e

Zo(Jo) = D¢ el=5(@)+J2-¢]

o€
normalisés pour que Z;(0) = Z5(0) =1 (avec h =1 ici). On a
Z1(Jq) ~ volume de € Zy(J3) ~ volume de € Z19 ~ surface.
Donc dans la limite des grands volumes €2y et (s,
W(Jy + Jo) ~ Wi (Jy) + Wa(Ja) . (8.7)

On en déduit que si S(¢) — J - ¢ est invariant par translation (en particulier ceci nécessite
que J(x) est constante), alors W (J) est extensive .

Propriété de cluster

.. J(lL'N)

=[~
—
L
8
.
5
2
=
3
&
5
z
=
8

N
1 NI
N1 g ﬁ/d%'”dxp dyp+1-- - dyn

X W (@, Yprrs o yn) (@) - Ji(@p) Ja(Yprn) -+ - Jo(yn) (8.8)
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avec x; € O, y; € o. (8.7) implique que les termes correspondants & p # 0 ou p # N sont
négligeables pour € et )5 grands. Ceci est équivalent a imposer que

W(N)(l'l’ e 7$p?yp+17. .. ’yN) — 0

pour min|z; —y;| — oo avec i=1---p et j=p+1---N,

i.e. que W) décroit rapidement quand {x1,--- ,2,} et {yp41, - ,yn} sont éloignés
En terme de diagramme de Feynman, un diagramme disconnecté peut s’écrire

Fy(ay, - ap) Ba(yn, -+ 1) s

qui bien sir ne change pas si on éloigne les deux sous-ensembles {z1,---,z,} et {y1, -+ ,y,}
(en supposant la théorie invariante par translation). Donc les diagrammes de Feynman qui
contribuent & W®) sont tous connectés. Ceci achéve cette seconde preuve.

Remarques:

e pour une théorie massive, on montre que les diagrammes de Feynman décroissent comme
d . . . A 3
e~ m lorsque la distance d entre points devient grande, m étant la masse de la particule la
plus légére.

e dans le cas ou le fondamental est dégénéré, la propriété de cluster peut étre violée.

8.2 Fonctionnelle génératrice propre

Nous allons maintenant définir une fonctionnelle génératrice pour les fonctions de corré-
lation 1-particule irréductible, encore appelées propres.
Nous avons vu lors de I'introduction de la notion de fonctionnelle génératrice que

W (J) 0 Do EH N g(a)

51w A= [Doeil€rio)

(on revient aux notations minkowskiennes) qui permet de calculer

ow

QWi =77

On peut cependant considérer le cas plus général d’une source extérieure non nulle : alors

SW(.J)

(SJ = ¢classique(x) ) (89)

Q0 (2)|2)s = -

qui dépend bien sir de la source J(z).
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C’est I'analogue, en mécanique statistique, de I'aimantation M, qui dépend du champ
extérieur H. On verra dans la partie 8.4, pour le lecteur curieux, pourquoi on note ¢assique ()
cette valeur moyenne de ¢(z) en présence de J. Dans la suite, on notera ¢.(z) le champ
classique, pour alléger les notations.

Introduisons a présent la transformée de Legendre de W[J| par rapport a la source J.

I(¢) = -W(J) — /d4:c J(7)pe(x) (8.10)

I' est appelée action effective.

0 )

- - _ 4 6J(y) ) — J(x
@ @ = m W - [ g e -

_ . 0J(y) 5W(J)_ 1, 0J(y) — J(r
= v s S | s e @)

= —J(x) puisque — %W;((;)) = ¢.(y)

Remarque:

Ce calcul est le méme que celui bien connu qui permet en mécanique de passer de la formu-
lation lagrangienne a la formulation hamiltonienne

avec p solution de I’équation p = ‘;—g. Alors
OH . b0 0L b0
op P55 54 op
Résumons :
_ W)
G ¥
oy | =TS [z o) (8.11)
J(x) = — -
(@) = =5 5.(2)

Les diagrammes 1PI sont au coeur de la renormalisation, comme nous ’avons vu dans le
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chapitre 7. Nous allons montrer le résultat important suivant

['(¢.) est une fonctionnelle génératrice pour les diagrammes propres (i.e. 1PI) :

o"I'(¢c)
0¢c(x1) - 6pe(T0)

n =2: OT(@) {}r = p’—m?— M*(p?)
‘ 5¢c($1)5¢c($2) Fourier

(8.12)

On a utilisé ci-dessus la notation m? pour la masse nue apparaissant dans le lagrangien. On
utilise cette notation dans tout ce chapitre par soucis d’alléger 1’écriture. Comme il n’est
question nulle part de renormalisation dans ce chapitre, nous espérons éviter toute confusion.

= =1 < P(x1) - P(zn) >1p1 = F(n)(xlu e, Ty)

Preuve:

Avant de démontrer & proprement parler ce résultat, nous allons le justifier sur quelques
exemples simples. Afin de conserver le caractére général des développements qui suivent,
nous supposerons que la théorie des champs scalaire considérée posseéde des couplages parmi
lesquels au moins I'un d’eux comporte un nombre impair de champs, de maniére a ce que
les fonctions de corrélations avec un nombre impair de champs ne soient pas trivialement
nulles. Le cas particulier de la théorie ¢* simplifie en ce sens la discussion puisque seules les
fonctions de corrélation avec un nombre pair de champs ne sont pas nulles.

Considérons la relation élémentaire

oo (@) =—0(z—y). (8.13)

Elle s’écrit encore

_ _ 4z5¢c(z) 52F
oz —y) = /d 8J(y) 06c(2)d¢.(x)

B / g W or
0J(y)oJ(2) 6e(2)0¢e(x)
Cette relation est exactement la facon opératorielle de définir I'inverse d’un opérateur, vu

comme une matrice de dimension infinie dont les coefficients sont indexés par les variables
continues x et y :

W 52T
=loy. 14
<5J5J)m (5J5J)Z’y = (8.14)
On peut donc écrire
52w s2r 171 . |
5J(x)6J(y) L&ﬁ oo ] (2,y) = —i < @)P(y) >conneae= —iGE (2,y)

—iD(z,y) . (8.15)
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Notons qu’avec les conventions utilisées, G((;z)F@) = 1.
En introduisant la transformée de Fourier de ce propagateur complet

(on suppose que J est constant, et donc que ¢, l'est aussi, afin de pouvoir utiliser 'invariance
par translation) on peut donc écrire

5% W i
:~D—1 — 2 _ 2_M2 2 t : — =D 1
5000, " (p)=p"—m (p°) e s PRV (p) (8.16)
avec —iM?(p?) = en suivant (6.5).
Pour obtenir les ordres plus élevés, on utilise
) 0pe(w) 6 / )
= [ d = d*w D .
5 =] 5w = PG
Rappel :
Pour une matrice A(«), la relation A(a)A™!(a) = 1 conduit a
A(a)A~ o+ Aa)-L A" () = 0
da
d’ou J
%A_l(a) = -A()A()A ™ (a). (8.17)

On en déduit donc ici que

SW) ., s [ &0 17"
S S/ — D
500,80, / dwb(zw)5e [mga@%}

: : 6°T :
= _Z/d4U)Dzw/d4u/d4v(_2Dzu>m(_2Dvy>
5T

0PLOPZ09%,

=1 / d*u d*v d*w Dy Dy D

soit finalement

O g
Y z
Yy z

Y. diagrammes connexes
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De méme, on peut aisément établir que

6w 64T
- = D,wDuD,,D
0.Jp0J,0.0,0., Wy Lﬂbg 506 6¢¢ boe
83T 63T

TSgrodiod: T sdagnag L oWt U)}

les deux derniers termes correspondants aux diagrammes obtenus par croisement. En mettant

cette relation en paralléle avec le développement

= G + + croisements,

04T
on en déduit immédiatement que m peut étre identifié avec .

Nous allons maintenant justifier (8.12) dans le cas général. L'idée est de factoriser le
propagateur G? en extrayant la partie quadratique en ¢. de I'(¢.). Posons donc

[0 = 5 [ dedyTO = ode)ods) + (6, (8.19)
Des relations ) ( ) o o t J( ) ) _5F(¢C)
R T Y T o)
on tire donc
)= [ Ty x <‘5%>> s (¢C - _%_VD
soit
bulz) = —fj—v(z) —i [ @ty 6P -y) [ 1)+ 5 jjy) (—‘Z]V)] | (5.20)

6T
d¢c(y)

argument de
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La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation connexes s’écrit, d’aprés (8.2),
” 1
W(J) = Zz 1 / ] Ge(zy, -+ xp)J(21) -+ - J(xp) dy - - - day,

donc
‘n—1

belz) = —(S‘SJ—V(Z) =S ﬁ /Ggm(x, e )T (@a) - () (8.21)

qui se traduit graphiquement comme

J 3
J
T g1 T
Ge(x) = ‘ => R gy n—1 (822
(n) /
Gc J )
J
T J ;I
- z[+ +% +] (8.23)
G ao *J

D’autre part, le développement en série de la fonctionnelle I'(.J) s’écrit
1
r(J)= Z/mrw(m,--- L) Gl - - Gl day - - - day, (8.24)

ce qui permet d’écrire le développement (8.20) du champ classique sous la forme

2) ' .
Ge G ¥ c? ire) @,

ou l'on a utilisé le développement (8.22). Ce développement systématique en arbre justifie
donc finalement (8.12).
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Dans la partie 8.4, nous reprendrons ce qui précéde en utilisant le fait que h — 0, ce qui
permettra d’utiliser la méthode du col et de justifier le nom de champ classique donné a ¢..
On utilisera le formalisme euclidien

—Sy = Sg
{ iy = Jg

ce qui ne changera bien siir rien au raisonnement !

8.3 Extension au cas des fermions

La généralisation des fonctionnelles génératrices connexes et propres au cas des fermions
de pose pas de difficultés de principe. Cependant, a cause de la nature grassmanienne des
variables utilisées, il importe de fixer avec soin les définitions et les conventions utilisées. Nous
allons donc répéter 'analyse des parties précédentes de facon pédestre, ce qui nous permettra
d’obtenir des expressions sans ambiguités pour les fonctions de corrélations intervenant en
QED et en QCD. L’écriture des relations qui vont suivre, bien qu’un peu lourde technique-
ment, ne présente aucune difficulté de principe, et constitue une simple extension de ce qui
précede.

Considérons la fonctionnelle génératrice, normalisée pour que Z[0] = 1, définie par

Zn,n, J| = N/DAM Dyp Dy et Fessde (N : normalisation pour que Z(0) = 1)

avec
,Ceff_ = ‘Cdyn. + J“Au —|-77'l/1 —l-’l/fn.

La forme explicite de Lgy, , caractéristique de la théorie considérée, ne nous intéresse pas ici

(nous verrons dans les chapitres qui suivent les propiétés satisfaites par Z[n, 7, J] dans le cas

des théories de jauge abéliennes et non abéliennes). A, sera génériquement appelé photon,

méme si I'ensemble de ce qui suit ne présage rien sur la nature de ce champ vectoriel. Les

termes ajoutés a la partie dynamique du lagrangien sont des termes de source qui vont nous

permettre de systématiser le calcul des fonctions de corrélation, en accord avec le chapitre 1.
On a alors, en utilisant (1.45) et (1.49),

< QITw 21)Y( ¢( W) 0(Yn) Apy (21) -+ A, (2)1Q >

:<_iw%(zl>) ( 5Jp” (2) ) ( ") ) (HMESZA)) (_iéﬁ((sxn)> (Hén(éyn)) Z0

(8.26)
Comme dans le cas (8.2) des particules scalaires, la fonctionnelle génératrice connexe est
définie par

Win,n,J] =iln Z[n,n, J] . (8.27)

et I’on montre comme plus haut que les fonctions de corrélation connexes s’écrivent

< Q|T’(/J(:L'1)@E(y1) o ’(/J(:L'n)’(/;(yn) Am (Zl) o 'App(zp)|Q > connexe

() ) ) ) o) v

(3.28)
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Considérons quelques cas particuliers. Le propagateur complet du photon s’écrit

52

< QlTAu(I) Ay(y>|Q > connere— ij(l’,y> = ij(l‘ — y) = mem] , (829)
tandis le propagateur complet de I’électron prend la forme
_ 52
< QTY(x) Y(y)|2 >conneze= S(x,y) = S(x —y) = —1—————W|0]. 8.30
T4 (x) ()| (2,9) = Sla—y) = ~igrse s WO (8.30)

Le sens des lignes fermioniques étant important, il est utile d’en donner sa représentation de
Fourier ainsi que la notation graphique associée :

v P Y _ d4p —ip-(z—y)
_‘— _/WS(p)e (8.31)

Ceci est bien entendu en accord avec le fait que les propagateurs fermioniques se multiplient

en remontant graphiquement le flux des impulsions circulant dans les lignes. Ce propagateur

complet se réduit bien siir au propagateur Sr donné en (1.52) dans le cas d’une théorie libre?.
Terminons avec le vertex complet connexe eey qui s’écrit

53
~6Jm(2)0m()dn(y)

De la méme facon qu’en 8.2, il est naturel d’introduire la fonctionnelle génératrice pour les
fonctions de corrélations une particule irréductibles (ou propre), en effectuant une transformée
de Legendre sur W, définie par

< QUTAL(2) () Y(Y)|Q > conneae= wlo]. (8.32)

DAy 0) = =W (i) — [ e (A,0° 40+ ) (8.3
Les variables conjuguées vérifient donc
( ow or
A= 5w T
¢ — _5_W n — _|_5_F
= 57 n o = 50 (8.34)
. ow or
S T

On en déduit en suivant la méme logique qu’en (8.13) que

n(y) 6v(z)  ony) iz —y), (8.35)

20n prendra garde aux notations utilisées : les propagateurs complets sont notés sans indice (S, D, G)
tandis que les propagateurs libres portent 'indice F. Comme d’habitude, il n’y a pas d’unicité dans les
notations utilisées. Dans certains ouvrages, les propagateurs libres sont notés avec indice 0. On trouvera
également des auteurs (ex : Ryder) utilisant des notations sans indice pour les propagateurs libre et un ’ pour
les propagateurs complets.
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et donc
o 4z51/_)(z) 5T _ [ 52w 5T
ey = [ @0 s = e wowe:

ce qui est la relation de définition de I'inverse d’un opérateur, analogue de la relation (8.14)
dans le cas scalaire. On peut donc écrire

82T r 2w
— Yy ) =——-—-—=15xz—vy). (837)
LW o1 (®9) 677()dn(y) =)
Remarque:
Si l'on part de la relation
LI/ - (3.38)

alors on obtient

N 4, 0(2) 6T _ 1, 52w 5T
o= == [ 050 st~ e woww 69

relation équivalente a (8.36) par anticommutation des variables de Grassmann 7, 7 et 1, 1) :
(8.36) traduit M M~' =1 tandis que (8.39) exprime M~ M =1, ou M = £W.
7on
De la méme facon, des relations (8.34) on tire

b g A W) 6 " 52 5
§Jr(z) /d w §Jr(z) 6A,(w) /d 577 (2) I (w) 34y (w) (8.40)

et donc, d’apreés (8.29),

0 .

57(2) = z/d4w G”V(Z’w)(SA )’ (8.41)

d’ou 'on déduit que

0JP(x) [ 4 §JP(x) / 4 52T
— P — = _— = —
6(z —2) g 570 (2) z/d wGW(z’w)éA,,(w) i | d wGW(z’w)éA,,(w)éAp(x)
(8.42)
ce qui montre que
sr 17 52w

_ — — 8.43
[M 6A]W (z,w) 5Ju(2)6 A" (w) Gz = w), (8.43)
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relation analogue a (8.15).

Nous allons maintenant établir une relation analogue a (8.18), en factorisant explicitement
les propagateurs des électrons et du photon sur les lignes externes dans la fonction de cor-
rélation connexe (8.32). En utilisant (8.41), la fonction de corrélation connexe a 3 particules
s’écrit

< QlTAu(Z) 1/)(.1:) TE(Z/”Q > connere = _5,]”(25);7_/;2'[7?)]67](2/) (844)
) tw Z, W 0 il
- _Z/d G2, >5Ay(w) {577(15)577(?/)}
. 5 e 1t
= —Z/d UJGMV(Z,’[U) (SAV(’LU) |:5,¢—}5¢:| (xay)a

soit encore, d’aprés (8.17),

< QYT AL(2) P(2) Y(Y)[Q > connere (8.45)
= i [ dw Gt [atwat T2 S ARG 5550 o
= i / dw G (2, w) / dhud'viS(o =) 5 (wf;z[((g) S —)
ce qui montre que
s =< T4 () () SIS e (8.6)
La relation (8.45) est illustrée ci-dessous, )

ou 'on a fait apparaitre la représentation en impulsion correspondant a la transformée de
Fourier de la fonction de corrélation a 3 particules 1PI qui s’écrit

< QT A, (w) $(u) H(0)|Q >1p1 (8.47)

. d4p d4p d4q ip-v—ip’ - utiq-w
- (_w)/ G T i T @) 8 g+ p = P T )

par invariance par translation.
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8.4 Action effective et développement en boucles

Nous avons vu dans la partie 8.2 que la fonctionnelle génératrice des fonctions de corré-
lation propres I'(¢.) est définie par une transformée de Legendre de W (J). C’est une fonc-
tionnelle du champ classique ¢.(z) qui est par définition la valeur moyenne du champ ¢(x)
en présence d'une source extérieure J(z), ce qui se traduit par la relation, écrite ici dans le
cas Minkowskien,

SW ()

¢c(z) = TSI (8.48)

Cette dépendance de I'(¢.) en ¢, est trés intriquée techniquement, a cause de la structure de
la relation

P60 =W = [ de @) 6.0 (8.49)
dans laquelle ¢.(x) est lui-méme fonction implicite de J(z) par inversion de la relation
oL'(¢c)
J(x) = — . 8.50
(@) = —5 2e(2) (8.50)

Physiquement, le point important dans cette relation, qui donne tout son intérét aux déve-
loppements qui vont suivre, est le fait que dans la limite d’une source extérieure nulle, le
champ classique ¢, satisfait a ’équation

ol (¢c)
0¢c(x)

ce qui montre que I'(¢.) joue le role d’un potentiel effectif. Si ’on pouvait exprimer exactement
I' comme fonction de ¢., nous aurions un moyen de déterminer le vide €2 de la théorie. On
ne sait en général pas le faire de facon exacte, mais nous allons montrer comment mener ce
calcul en théorie des perturbations.

—0. (8.51)

8.4.1 Point selle

Considérons la fonctionnelle génératrice d’une théorie des champs scalaires, définie dans
I’euclidien :

Z(J) = / [dg] e #lS2(#)=Ted] (8.52)

Dans la limite A — 0, 'intégrale est dominée par les contributions aux voisinage du point
selle ¢4(J) défini par les équations de point selle

a5
0 ()

ou l'inconnue est ¢,(.J). La théorie des perturbations s’obtient alors en développant ¢4(.J) en
puissances de J.

[0s(J)] = J(x) (8.53)

Ezemple :
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Considérons le cas d’une action quadratique en ¢

S(0) = 50K+ V(9)

avec V(¢) = O(¢?®) pour ¢ — 0. L’équation de point selle s’écrit alors

ov
Ko+ — =
Os + 50, J
qui se résout de fagon récursive sous la forme
oV (5] 5V 5V
= AJ-A =AJ-A— AT - A— =
oV
— AJ - AZIA
J 5(255[ J) +

ot A = K1, qui joue le role de propagateur dans 'euclidien.
Ezemple :
Dans le cas de la théorie ¢*,
9 4 oV _ g 3

conduisent a X
_ g g 3
RN [AJ—AQ[AJ—W] }
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qui conduit au développement suivant (les lignes symbolisent le propagateur nu A) :

7 o
J
x g T g 9 x J
Oolr) = —@ 3 7 +3(=y) J
J

J
J
J
7 o
g\?3 ! ! g\
+3(-5) 7o+ 9(-5) J
®
() J ’

(8.54)
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Ce développement engendre uniquement des diagrammes en arbres. C’est un cas particulier
du résultat de la page 139 (absence de boucles dans les diagrammes 1-particule irréductibles,
qui se réduisent simplement & des vertex nus a n = 4 pattes, et propagateurs qui sont nus).

8.4.2 Ordre dominant
A Dordre dominant en puissance de h, la fonctionnelle s’écrit
Zo(J) ~ eln(=5@:)+76:)+00)] (8.55)
La fonctionnelle connexe est reliée & Z par
W(J)="hlnZ(J) (8.56)
Rappelons que dans 'approche Minkowskienne on poserait naturellement
W

SE = —iSMinkowski €t Wg = —itWyy, ie. Z =e™ 7

On en déduit donc
Wo(J) = =S(¢s) + J s - (8.57)

On effectue maintenant la transformation de Legendre :

_ W 00 0 g
o) = s = oulo) + [ duzSs Etoc = S(o0).
La condition de point selle
0S
o] = T@)

conduit alors a
¢s(r) = ¢e(x) ,
d’ou
Wo(J) + S(¢e) — Jo. =0,
i.e., puisque

w@+ww—/MA@mwzm

a l’égalité entre l'action classique et I'(¢.) :

To(p) = S(p) - (8.58)

L’action et la fonctionnelle génératrice des diagrammes en arbre connectés sont donc reliés
par transformée de Legendre, et S(¢.) ne contient que les vertex de la théorie.
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8.4.3 Corrections d’ordre A

Afin de prendre en compte les corrections quantiques a l'ordre le plus bas, on pose

le but étant d’évaluer l'intégrale gaussienne en développant autour du point selle. L’action
s’écrit donc

B h 528 /
S(¢) - J(¢) - S(Qbs) - J¢c + 5 /d$1 d$2m . X(xl) X(l’z) + O(h3 2) (8.59)
et la fonctionnelle Z devient
1 528
Z(J) ~ Zy(J) /[dx] exp [—5 /d:zl dx25¢8(931)5¢8(1’2)X($1) X(ZL’Q):| (8.60)
d’ou
529 e |
Z(J) ~ N Zy(J) [det 5%(931)5%(&72)} , (8.61)
N étant fixé pour que Z(0) = 1. On en déduit alors que
W(J) = Wy(J) +aWi(J) + O(R?) (8.62)
e 1 525 525
Wil =3 {q*1“‘6¢s<x1>5¢@<x2> T S e 6 J:o] (8:63)
puisque
__Zdﬂ{ 525 }‘”2 [ 525 }*”
Z(J) = Zo(0) det EXERIENENIR det EXESEINCS] P (8.64)
Ezemple :

Considérons a nouveau la théorie ¢*. On obtient alors

528 B g,
Solen ooy~ K aa) 5 (en)d(an —az)
donc " N
1 —Trl
Tr ) 5¢S(SL’1) 5¢S(SL’2) J Tr t 5¢s($1) 5¢s(5€2> J=0

=Trln [K(a:l, Tg) + gaﬁg(:)ﬁl)é(ml,zg)] — Trin K(xq, 25)
= Trln [3(o1,22) + S A1, 22)6(12)]

Alinsi, en développant en puissance de ¢,

2
Wi(J) = 1 {Q /d:)slA(:Bl,:Bg) gbg(:vl)—% / dzy dzy A7y, 12) 02 (22) A(29, 21) 2 (T1) + -+ -
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Il reste a développer en puissance de J pour obtenir la théorie des perturbations. Wi (J)
contient maintenant des diagrammes a une boucle, comme illustré ci-dessous :

Considérons a présent la transformation de Legendre
() = [ ded(e)e(e) - Wold) ~ AWA() + O()

A ¢(x) fixé, par définition de la transformée de Legendre, I'(¢) est stationnaire en J(x). Donc
si la relation entre J(z) et ¢(z) est modifiée par un terme d’ordre A, le membre de droite est
modifié par un terme d’ordre A2

A Dordre h ou 'on fait le calcul, on peut donc encore utiliser la relation approchée

Pe(x) = ¢s(J; ),

ce qui permet finalement d’en déduire le résultat cherché (on peut maintenant remplacer ¢,
par un champ classique arbitraire ¢) :

I(p) = S(p) + hT1(p) + O(h?)
528 4, 028
dp(z1)op(z2) dpdep

] (8.65)

1
avec ['1(p) = itr In

Ezemple :

Une théorie scalaire du type
1
S(¢) = 56K0+V(9)

conduit &

I'i(¢) = EZ D /d:El o dz, VI (0(21)) Az, 22) V' (0(22)) A2, 3)

n

V(o) A, 11)

illustré par
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. VI/
V T3

X2

Vl/

Xy

V"

On a donc obtenu la fonctionnelle génératrice des diagrammes a une boucle 1 particule
irréductibles.

8.4.4 Lien avec le développement en boucle

Le résultat obtenu a ’ordre h se généralise :

Le développement en puissance de h est un développement en boucles :

(8.66)
ht « L boucles

Preuves :

9(@)
. : Ve :
auquel correspond au niveau de 'action la transformation

S . 1 /1 9 m22 1 4

e Effectons le changement de variable ¢(x) — (valable pour ¢?, sinon il faut généraliser),

ce qui justifie le résultat.

e autre méthode par comptage direct des puissances de h : en écrivant

1 1 1
ﬁS(gb) = ﬁ¢K¢ + ﬁV(¢)

on constate qu’'a I'(¢) correspond A~V *1 le terme +1 provenant du préfacteur A apparaissant
dans la relation W(S) = hln Z(J).

De la relation de conservation globale de 'impulsion L = I —V + 1 on déduit finalement
le résultat.

Remarque:

Le comptage des puissances des diagrammes de Feynman ou de W(J) est le méme car le
terme supplémentaire di au terme de source %J(ﬁ ne change rien : il suffit de considérer les
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diagrammes amputés, ce qui correspond a enlever

J
h A (propagateur externe) X =

qui n’apporte pas de puissance h.



Chapitre 9

Identités de Ward en QED

9.1 Les identités de Ward dans la formulation canonique

9.1.1 Preuve formelle

Considérons le courant électromagnétique

Jp(x) = e ()b () : (9.1)
qui est conservé :
&j,(x) = 0.
Calculons a présent la quadri-divergence d’une fonction de corrélation arbitraire entre ce

courant, un nombre arbitraire n de paires de champs de fermions et d’antifermions et p
champs électromagnétiques :

0f < UTGp(@)y(x)y(y1) -+ (yn) Api (21) -+ Ap, (2)Q >

:Z < QT{[jo(@), ¥(2:)](2° — 27)d(yi) + ¥(i)[o(2), ¥ (y:)]6 (=" — v)}

)t (@) D(yn) - D (@) D) - Ay, ()]0 >

+Z < QTY(@1) - 0(yn) Api (21) -+ [o(2), Ap, (2)]0(2" = 27) - Ap, ()| >, (9.2)

ou le symbole ~ dénote I'absence des termes correspondants. Le membre de droite de 1’équa-
tion (9.2) est obtenu a cause du fait que le T-produit fait intervenir des termes typiques
en

0" — i) jp ()t (w:) + O] — 2" (x)jy(2)
et ’action de 0, sur ces termes donne
3(a" — a?) Go(@)p (i) — (i) jo(w)) = 6(z° — ) [jo (), ¥(xy)]
La quantification canonique impose que
(@), (@] 6(z" —a") = —ep()d'(x - o)

(), P(a)]6(z° — 2°) = +edp(a)d'(x — )
lo(x), Ay(2")] (2% — %) = 0.

151
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Preuve:

L’égalité (9.5) est immédiate.
Les deux autres égalités se démontrent en partant de jo(z) = e : Y1 (z)Y(z) : . En

0 U on a

¥ =7’

De méme, en 2° = 2/,

@t )] = ()3 - W30 03 (o)) o,

-

= U ()0ap 0 (F — )Y
— Gyl0)(@ - 7).

Remarque:

Les relations (9.3), (9.4) et (9.5) expriment le fait que 1, ¢ et A créent des quanta de charge
électrique Q = [ jo(Z,t)d*x égales a —e, e, 0 respectivement.

On obtient donc finalement, d’aprés (9.2)

07 < UTjp(@)p(@n)tb(y1) - (@)t (yn) Apy(21) -+ Ay, ()82 >

= e <QTP(@) (1) - - b (@n)(yn) Ap (21) - - Ay, (2)]02 > ,:1[54(95 —yi) — 0"z — ;)]
9.6)

qui forment les identités de Ward générales.

9.1.2 Identité de Ward pour le propagateur du photon

Dans le cas du propagateur complet du photon, en utilisant le fait que le photon se couple
ponctuellement a 1’électron, on peut écrire
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ce qui s’écrit

Gl —) = Gw—y)~i [ d0'G(w ~ o) < ATua) A, ()12 >

propagateur complet propagateur libre (9.7)

En appliquant 'identité (9.6) au cas n = 0, p = 1, on obtient alors

02 G oo (x —y) = 02 G (z — y) . 9.8)

Preuve:
8§G£ﬂ, (x—2')= —8§,GE§, (x —2)
donc
o / d*7' G, (¢ — ') < QT jo (2') As (y)|Q >

_ —/d4:)3’ 00,GY, (x — ') < QUTjor (') As(y)|Q2 > .
En intégrant par partie, la dérivée du deuxiéme terme du second membre de (9.7) s’écrit ainsi

i / A2/ G (1 — @) By < QT jor (') Ao ()| > = 0
par application de l'identité de Ward

O, < QT jor () Ar(y)|2 > =0,

ce qui prouve le résultat.

En jauge covariante arbitraire, le propagateur du photon s’écrit, d’aprés (1.58) :

- i kk?
GO (k) = () = e (- - 055 )

Considérons ’amplitude photon-photon 1-particule irréductible amputée et posons, en accord

avec la page 92,
= i11"(q) .
Vo< v
q

On paramétre II*” sous la forme
" (k) = T*T(k*)k* + L* L(k*)k? (9.9)
avec les projecteurs transverse

krEY
-

THY — gV

(9.10)
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qui vérifie T"k, = 0, et longitudinal

L kR
L=

qui vérifie L*k, = k", que nous avions déja étudiés page 27. Rappelons qu’ils obéissent,
comme tous les projecteurs, aux relations

(9.11)

™TT,=T, e LML,=LY
ainsi qu’a la relation de complétude
g =T + LM

En terme de ces projecteurs, le propagateur libre s’écrit

G[O]W(k) —

T2 e [T + & L]

Calculons le propagateur complet, dont le développement en terme de 'amplitude photon-
photon 1-particule irréductible amputée peut s’écrire symboliquement

ce qui se traduit par

—1

v v . v/ v Tyz/,7 . LVV’
G* (k) = T n (T 4 £LM) [gp +i (Tp I(k*)k?+ L} L(kz)k?) (—zﬁ — i€ 7 ) + .. ]

kQ__:z,E(T#P—i—fL#P) [gl: + (H(k2) —|—H(/{;2)2 + .. ) Tpv + (L(k2) +L(k2)2 T ) L;’}

donc
) )
(k) = — T (14 T(k?) + TI(K*)? + - - - |-
G (k) k2 + ie [+ (k%) + (A7) + } k2 + ie
—1 THY L

:khmgl—H@%+Q—L@%

ELM [1+ L(K*) + L(K*)* + - - -]

D’aprés lidentité de Ward (9.8), k,G* (k) = k, G (k), i.e., puisque k,T* = 0 et k,L" =
kY,

1
R
1- L(k?) ’

ce qui justifie ’équation (7.15). Ainsi

doit |L(k?) =0

Le diagramme 1 particule-irréductible est purement transverse : seule la par-
tie transverse de propagateur est affectée par les corrections radiatives, et ne

dépend pas de la jauge. Le propagateur photonique complet s’écrit
(9.12)
—1 T
GM" (k) = L
W)= (1o +¢
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9.1.3 Self-énergie et vertex

La fonction de vertex compléte qui décrit le couplage photon-électron peut s’écrire

En notant V,(p/, p) la fonction de vertex compléte, ceci se traduit par

—ie(2m)* 6*(p' —p —q) V, (¢, p)

=G,plqg) x S@) x (—iel”@,p) x S (9.13)
N—— S~~~ ———

propagateur  propagateur

complet du complet de vertex amputeé (9.14)

photon I’électron

Contractons avec ¢”. Comme ¢°G,,(q) = qPGEﬂ,(q) d’aprés l'identité de Ward (9.8), on
obtient donc

—ie(2m)*0*(p' —p—q) ¢” Gg(q)s(p,)rp(ﬂp)s(p)

= —iq”Ggﬂ(q) /d4x dizy dtyy P TP < QTG (@)ah () (1) |Q > . (9.15)

Or qPG[pO;(q) ~ ¢, donc G[ﬂ(q) ne participe pas a ’équation précédente, que 'on peut donc
encore écrire, en intégrant par partie,

—ie(2m)*5*(p' — p — @) ST, (¥, p)S(p)

- _ / d*z dizy dYy, PPN g < QT (x) ()P (11)|Q >
= —e/d4:c d'zy d'yy P TPV < QT (1) (y1)[Q >

X [54@ — ) — &'z — 371)}



156 CHAPITRE 9. IDENTITES DE WARD EN QED

ou l'on a utilisé I'identité de Ward (9.6) dans le cas n = 1 et p = 0. Nous obtenons donc

—ie(2m)'6*(p" —p = Q)SP )T, (1, p)S (p)
— —€/d4a? d4x1 d4y1 [eip“(xl—y1)+i(p’—p—Q)~y154(x N y1)
P @y = g (g } < QTP b ()| > .
) =< QTY(x)Y(y) |2 >, on obtient

En utilisant I'invariance par translation de S(z —y

—ieS(p")g’T,(p',p)S(p) = e(S(p) — S(p')) (9.16)

qui s’écrit encore

—ig¢’T,(p',p) = S7'p)— S (p)

= il —m = S~ [p—m — S} 17

En particulier, & 'ordre le plus bas dans la charge e, puisque I',(p/, p) = v, cette égalité se

réduit donc a
—igt = —i(}/ ) (918)

qui est trivialement satisfaite puisque ¢ = p’ — p.
Il suffit maintenant de différencier (9.17) par rapport a p’” en ¢ = 0 pour obtenir :

0
r =i—95 9.19
p(p,p) =i o '(p). (9.19)
Comme
r,w.,p) — . Zy, (renormalisation du vertex)
p'—p—
et 7
S(p) ~ i au voisinage du pole p = m,

p—m

on déduit immédiatement de l'identité de Ward (9.19) que

(9.20)

Les identités de Ward précédentes peut s’écrire symboliquement sous la forme :

I q

@) - @)

(9.21)
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pour (9.17) qui s’écrit
¢"(—ielp) = e (57 () = S (p)

ou encore, pour (9.16),

o e @@

p p
(9.22)
Dans le cas ou les deux fermions sont sur couche de masse, on déduit de (9.17) que
¢T',(p',p)=0 ¢~ sur couche. (9.23)

Ceci peut se comprendre facilement grace a la formule de réduction : le membre de gauche de
l'identité (9.22) correspond & un élément de matrice S aprés avoir extrait le résidu du double

pole ;TZ; ;—V_ij (la contraction ¢” correspond & avoir simplement remplacé la polarisation &”

par ¢”). Le membre de droite est la somme de deux termes qui possédent chacun un pole
simple mais pas de double pole. D’ou le résultat.

Cette relation est en pratique 'une des plus importantes conséquences des identités de
Ward. Elle se généralise aisément au cas ou ’amplitude considérée comporte plusieurs lignes
fermioniques et photoniques externes, en utilisant (9.6) avec un nombre non nul p de champs
photoniques. La seule condition a satisfaire pour que la contraction de I'impulsion d’un photon
arbitraire avec 'amplitude soit nulle est que les lignes externes fermioniques soient sur couche
de masse. En revanche, les lignes photoniques peuvent étre hors couche. Ceci vient du fait
que les photons n’ont pas de charge électrique, comme nous en avons déja fait la remarque
juste avant (9.6). Cette extension de (9.23) reste valable dans les théories de Yang-Mills,
a condition que toutes les pattes externes (fermions et bosons), hormis celle sur laquelle on
contracte, soient sur couche de masse . Cette contrainte supplémentaire vient du fait que les
bosons de jauge sont eux-méme chargés.

9.2 Identité de Ward en formulation fonctionnelle

Considérons la fonctionnelle génératrice déja discutée de facon générale dans la partie 8.3,
que nous appliquons a présent au cas de QED :

Zn,n,J] = N/DAu D) Dy e d Lesrde (N : normalisation pour que Z(0) = 1)
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avec

1 ,o _ — 1 _ —

Lepr= —ZFWF” + ipy* (O, + ieA,) Y — map) — i(@”AM)2 +JHA + Y+ Y. (9.24)
La présence des trois termes de source dans le lagrangien L ¢ brise I'invariance de jauge. En
revanche les observables physiques, calculables a I'aide de Z, sont invariantes de jauge. Ceci
permet d’écrire une équation différentielle pour Z.

Considérons donc une transformation de jauge infinitésimale

A, — A, +0,A
Y = Y —iely (9.25)

v — i tieAy

(on a posé o = e en comparaison de la page 31 : ¢’est purement conventionnel).

Sous cette transformation, le terme de fixation de jauge et les termes de sources se trans-
forment. En revanche les trois premiers termes de L.y sont invariants de jauge. Z est donc
modifié par un terme en

i / dx[—%(a“Au)DA L+ TO,A — ieA (it — O]

c=e€

(a Pordre linéaire en A), qui s’écrit encore, en intégrant par partie,
1 _
c—1+ z’/dx {—gu (O"A,) — T, — ie(i> — W] A).

L’invariance de Z s’écrit donc

[—%D (0"A,) — O J, —ie(i) — @n)} Z=0. (9.26)

Cette équation peut encore se mettre sous la forme d’une équation différentielle fonction-
nelle. En faisant

( )
§o-12 (9.27)
1 on
LS
L L
et en utilisant
m—ym=n+np,
on obtient
[N TP A Y A\ DR
00" 5 = ff(ﬂaﬁ ng )| Z@n.7)=0. (9.28)

qui est 'identité de Ward sous forme fonctionnelle.
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Avant de faire le lien avec la forme usuelle de I'identité de Ward, on peut immédiatement
retrouver le fait que seule la partie transverse du propagateur du photon est habillée par
'interaction. Différentions (9.28) par rapport a J et faisons J = n = 77 = 0. On obtient alors

P4

e ST d(y) o —y)

Or le propagateur complet s’écrit, d’aprés la relation (1.45),

Gunteon = (5705 ) (s ) 2

d’ou 'on déduit

52
= 7| |,
' 0T ()01 () |,

!
3

qui s’écrit dans 'espace de Fourier, puisque p,, = i0,,,

0*G (2, y) = d,0(x — y)

?

gk:zk“GW(k) k.

En posant .
—1

Guuw(k) = 5—— [T A(K?) + B(K*) L]

k% 4 ie
ou T" et LM sont les projecteurs transverses et longitudinaux rappelés en (9.10) et (9.11),
on constate immédiatement que B(k?) =1 : on retrouve le résultat déja établi page 154.

L’équation satisfaite par Z peut facilement étre traduite en terme de la fonctionnelle
W =ilnZ des fonctions de Green connexes que nous avons définie en (8.27).

) ) 1 )
) n— — —_— — H___ n — H
[ze <n5n 77577) + €IZI8 5JM] W(J,,n,m) =0"J,. (9.29)

On peut a présent en déduire les contraintes satisfaites par I', la fonctionnelle génératrice
des vertex propres (voir chapitre 8), en effectuant une transformation de Legendre définie par
(8.33). Rappelons que

F(Au7¢7¢) = _W(Juvﬁa 77) - /d4$ (A,U«Ju + 7_71/1 _'_ 1;77) )

les variables conjuguées vérifiant

( oW or
A Y v

W T

7y — +5_W — _5_F
\ o T T
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On en déduit 'identité de Ward satisfaite par la fonctionnelle génératrice propre :

or or or - 1

En différentiant cette équation, on peut maintenant obtenir des relations entre les fonctions
de corrélation 1 particule irréductibles.

Ezxemple:

Nous allons établir I'identité de Ward usuelle (9.17). Différentions (9.30) par rapport a
(xq) et ¥(y1). En utilisant

) or or - or 5T -
59t 703 29 5 P9 = 0 - 50 e 9 03
on obtient, en prenant garde au caractére anticommutant des variables,
e i ) — 5o 009 (9.52)
09 (y1) 0¢(x1) [69(2) e '
2 2
S e g sy —2)

0(y1) 0v(z)  0u(a1)d ()
La dérivée fonctionnelle de (9.30) par rapport & 1 (x1) et ¢(y;) en ¥ = ¢ = A, = 0 conduit

donc a
3 2 2
o 57F[0] e (—5($1 ) 5°1'[0] _ 5°1'[0] ) .
0A(2) 69 (y1) 04 (1) 0 (y1) 0tp(z) 09 (2) 6 (1)
En utilisant la relation (8.37) entre la dérivée seconde de T et le propagateur, et le lien établi

en (8.46) entre dérivée la troisieme de I' et la fonction de corrélation 1PI & 3 particules, on
peut donc écrire

P04 < QT AL(2) (2)Y(y)|Q >1pr=ie [ié(xl —2)S My — 2) —id(y1 — 2) STz — Il)}

+d(y1 — 2)

(9.33)
La représentation de Fourier (8.31),
d4p —ip-(x—
Se—y) = [ Gy S
conduit a i
— p — —ip-(x—
Sz —y) = / G S e (9.34)

En combinant cette expression avec la représentation de Fourier (8.47), la relation (9.33)
devient

ieq"Tu(p',p))

— oo =) [ GE S0 e 0 =i ) [ S s e

d4p d4p/ Ln ip , d4p d4p/ ) L,
_ - ip-(21—2)—ip (1 —2) _ _1( ip(@—s)—ip (1)
U ey @m0 P)e / @y @m0 P }

(9.35)



9.2. IDENTITE DE WARD EN FORMULATION FONCTIONNELLE 161

d’out 'on déduit finalement
—ig"T*(p',p) =S~ (') — S~ (p)

qui est bien en accord avec le résultat obtenu plus haut en (9.17).



162 CHAPITRE 9. IDENTITES DE WARD EN QED



Chapitre 10

Renormalisation des théories de
Yang-Mills et symétrie BRST

Dans le chapitre 7, nous avons étudié en détail la renormalisation des théories des champs
scalaires et des théories de jauge abéliennes (QED). En particulier, la renormalisation de
QED repose sur les identités de Ward, développées dans le chapitre 9, conséquences directes
de I'invariance de jauge. Nous allons a présent étudier la renormalisation des théories de jauge
non abéliennes, dont QCD est ’archétype. En particulier, nous verrons que les fonctions de
corrélation de QCD sont sujettes a des identités de Slavnov-Taylor, analogues des identités
de Ward de QED. Nous les établirons en utilisant la symétrie BRST.

10.1 QCD en théorie des perturbations renormalisée

Nous avons vu dans le chapitre 3 que le lagrangien des théorie de Yang-Mills prend la
forme, aprés quantification en jauge covariante,

1
26
(0" A%)? + e 0c” + P (i) — m)

1 _ _
Lo(A ¢, c,g,m, &) = _ZF‘Z’FGW + 0" D, + i Py — mapyp —
1

1
_ = Y a U AaV QU Aap
= (M4 - a,A7) (r A - A 2

2
o gfabc (8”14:1 . 8,,142) AbuAcu o ngabchdeAZAgAcMAdV _'_ngtajﬂw . gfabcﬁuéaAZCc

(0" A%)*  (10.1)

Les trois premiers termes correspondent aux parties cinétiques des gluons, des fantomes et
des quarks. Les quatre derniers termes correspondent aux termes d’interaction a 3 gluons, 4
gluons, fantomes-gluon et quark-gluon. Ils ont pour dimensions respectives :

couplage a

3 gluons —ig fape Oy A% AP AV 392 41 4 [g]

163
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couplage a i i 02 Fave Fade Aub A Adn Ay 4% +2]g]

4 gluons

couplage E . . e o

fantome-gluon = —1 9 fabe0"Cadyico 255+ S+ 1+ [g] =35 + 1+ [¢]

couplage e ) ) )

quark-gluon 1 g ALYty 2421 4 2 4 [g] =342 41 4 [g].
(10.2)

En écrivant que ces termes doivent étre de dimension d, on en déduit que

lg] =2— g (10.3)

qui est sans dimension pour d = 4. La théorie est donc renormalisable en d = 4. Ceci sera
vrai si 'on peut démontrer que les contre-termes sont renormalisables (ce qui est vrai d’aprés
I'analyse faite page 104) et préservent la symétrie de jauge, a tous les ordres en perturbation.

10.1.1 Lagrangien renormalisé

L’approche est identique a celle suivie pour les théories scalaire page 99 et pour QED
page 109. Rappelons-en la logique.

Le calcul d’observables physiques dans la théorie des perturbations basée sur le lagrangien
nu (10.1) donne des quantités divergentes dans I’'UV. L’idée de la théorie des perturbations
renormalisée est de réécrire le lagrangien nu (10.1), exprimé en terme de champs et de para-
meétres nus, en terme de champs et de paramétres renormalisés, définis de sorte que la théorie
des perturbations ainsi définie devienne finie ordre par ordre en perturbation. Les divergences
qui ont disparues sont absorbées dans des constantes de renormalisation notées générique-
ment Z, qui permettent de passer des champs et paramétres nus au champs et parameétres
renormalisés. La fagon exacte dont ces divergences sont absorbées dans ces facteurs Z dépend
du schéma de renormalisation utilisé (sur-couche, hors-couche, MS, MS, ...), comme nous le
verrons dans le chapitre 11.

Dans le cas du schéma sur-couche, qui était le schéma implicite dans lequel nous avons
raisonné dans le chapitre 7, les corrections radiatives aux propagateurs sont absorbées de
sorte que ceux-ci aient la forme, au voisinage de la couche de masse, de propagateurs libres
avec masses renormalisées. L’absence de modification du résidu du propagateur au voisinage
de la masse physique suppose donc de définir les champs renormalisés en fonction des champs
nus de la méme fagon que l'on relie les champs asymptotiques aux champs nus (comparer
(5.1) et (7.28)). On garde conventionnellement cette relation, quelque soit le schéma de re-
normalisation utilisé, et 1’on pose donc
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a 1/2 ja a 1/2 4 —a 1/2 ¢
AOu = Z3/ AR“ ) Co = Z3/ CR> Co = Zg/ CR
1/2 n 1/2
Yo = Zy' " VR, Vo= Zy YR . (10.4)

Pour éviter toute confusion, nous précisons ici les notations en mettant un indice 0 devant
les quantités nues, et un indice R pour les quantités renormalisées. Le lagrangien s’écrit
maintenant

1 a 1 a
ﬁo(Aoﬂ/Jo, Co, 9o, mofo) = - ZZ?’ (3“147@ - 8,,14‘,%) (8“14%/ - aVARu) - %23 (a”ARM)z

~ T 1 abc a a cv
+23 Ep0Ck + Zo Vr(if — mo)Yr — 5 g0 f be(Z3)3% (0" A%, — 0,A%,,) Al AS:

1 C, v a
—— g0 Z3 [ AG AL AT AY + g0 Zs Zy brt" Ar¥r — o fave Zs 232 0" hAR.CR - (10.5)

190
On redéfinit les parametres du lagrangien suivant
90 = Zg 4R, §o = Ze &R, mo = Zm Mg, (10.6)
et I’on pose
Zv=2,23%, Zi=227%, Zi=1Z,2:7)°, ZF =2,2,2°, (10.7)
ce qui permet de réécrire le lagrangien nu sous la forme
L(Ao, Yo, co, go, Mo, &) = L(AR, VR, Cr, gr, MR, §R) + Leontre—termes (10.8)
avec
L(Ag, VR, Cr; gr, "R, ER) = —i (0,A4%, — OVA‘}%M) 2£R (8”14%#)
O+ D) — ma)n — 5 9n F (0, A%, — 0,A%,) A AT
1 R U frAG A ARAY + gr UrtA bR — gR fabe 0" CHAT,Ch (10.9)
et

1 ~
»Ccontre—termes = (Z3 - 1) (8 A 8VA(;{H)2 - (Z3 Zg_l - 1){ (aﬂA%ﬂ)2 + (Z3 B 1>E%DCCIL%
R
+(Zo — V)YriPbr — (Zim Zy — Vmpbpior — (Z1 — 1)%3 £ (0,45, — 0,A%,) A% A%(10.10)

2 — ~
—(Za = 1)L A Ay AFAR 4+ (2] = 1) gr bt ¥r — (Z1 = 1)gn fure 0T A, s

Dans la suite, on enlévera, pour simplifier ’écriture, les indices R. Il est donc sous-entendu
a partir de maintenant que les quantités utilisées (champs, paramétres) sont les quantités
renormalisées.

Remarques:

e Au niveau classique, nous avions constaté lors de la construction des théories de Yang-
Mills au chapitre 2 que le couplage g est universel. Qu’en est-il aprés renormalisation ? Les
corrections quantiques préservent-elles cette structure? L’un des but de ce chapitre est de
montrer que cette universalité est effectivement conservée.
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e D’autre part, les contre-termes (10.10) sont invariants de jauge, a ’exception du terme

1
(ZsZ: ' — 1)%(8%43)2.

La renormalisabilité de la théorie suppose par définition que 'invariance de jauge doit étre
préservée apreés renormalisation, et donc que ce contre-terme qui brise 'invariance de jauge
doit s’annuller.

Conséquences de ces remarques :

e |'unicité de la constante de couplage impose

Zy= 2,237 = 275" = 2,25\ 2P = 2F 27 2P (10.11)

Ces relations, analogues de 'identité de Ward (9.20), portent le nom d’identités de Slavnov-
Taylor.

e 'annulation du contre-terme non invariant de jauge entraine la relation

Zs = Ze . (10.12)

Nous démontrerons plus loin ces relations a l'aide de la symétrie BRST.

10.1.2 Comptage de puissance

Effectuons un comptage de puissance afin de déterminer quels sont les graphes qui di-
vergent superficiellement. Le comptage dimensionnel (10.2) a montré que [g] = 0 & 4 dimen-
sions, d’aprés (10.3). L’analyse faite en (7.24) montre donc qu’a 4 dimensions

3
D=4 EBosons - iEfermions-

Cette formule doit étre légérement modifiée. En effet, la régle de Feynman

a, p

b --<--E<--c —gf*opt,

qui décrit le couplage fantome-gluon, fait intervenir 'impulsion p* uniquement pour le fan-
tome qui porte le nombre quantique de fantome sortant du vertex. Ceci modifie donc la regle
de comptage pour les lignes de fantomes externes : la moitié des lignes internes de fantomes
adjacentes a des lignes de fantome externes ne contribuent pas au comptage des impulsions
pp au numérateur. Le degré de divergence D est donc surestimé par un facteur Ef%’” D’ou

3
D=4- EGluons - i(Efcmt. + Efermions) . (1013)



