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1 Représentations irréductibles de SU(2)

L’objet de ce probléme est de construire les représentations irréductibles de SU(2), en
suivant la méthode de Schwinger.
On considére deux oscillateurs harmoniques indépendants et leurs opérateurs de création

et d’annihilation respectifs a{, ay et a;, as vérifiant les relations de commutation
[y 5] = G (1)

On pose

a
a=|"] . al=(dd). (2)
a2

o1 = 09 = ) 03 = . (3)

1. Quelle est l'algébre de Lie engendrée par les opérateurs J; = %a* o;a? Un bonus sera

donné auz calculs menés de facon intrinséque, sans spécifier les indices des opérateurs J; .

Corrigé :

On a immédiatement

1

Ji = 5(&11-012 +dbay),
1

Jy = 5(—(11&2 +alay),
1

J3 = §(aJ{a1 — abas) .



Plutot que d’utiliser ces formes explicites, examinons [.J;, J;] .

]_ /ar
(i, Jj] = Z[a*aia,aTcrja] = Z[a:;,crlqﬁ aﬁf,a:flafﬁaﬁ]
1 1l /1l
_ T B B B 1 B
= Z(aa,af‘ agaloi’as — aloi agal, ol ag)
1 /ar /! al Y /! al
— —(a:;,crf‘ﬁ 5a5/a]9‘5a5 + a:;,crf‘ﬂ afxaﬁ/afﬁaﬁ — agafﬁcSﬁa/af‘ﬂ ag — afxafﬁal/aﬁcrf‘ﬂ ag) .

Le second et le quatriéeme terme de la derniére ligne de I’équation précédente se compensent

a cause du fait que d’une part O'?B et o] 7 sont des C—nombres, qui commutent, et que
d’autre part [al,a],] = [a3, ag] = 0. On obtient donc finalement
1 ’ / 1 ) d
i) = (oo alas - oo alag) = 4 (010l — 011 )alas
1

= ZZ €ijkOy CLLCLﬁ = Z€ijkt]k

ce qui montre que ’algébre de Lie engendrée par les J; est celle de su(2).

2. Introduisons les opérateurs “nombre d’occupation”
N, = al ay et Ny =abas. (4)

a. Donner I'expression de [J;, N7 + Ny .

Corrigé :

[JZ‘, N1 + NQ] =0.En effet,

1 1 = -7
[Ji, N1 + No| = §[aTaia,aTa] = §(al,af‘6 agala, — ala,al,o®” ag)
]_ 1l 1l /2l Y
= §(al/afﬁ Sagry + a0 alaga, —aldanol ay — alal, a0 ay) =0,

par simplification entre les ler et 3éme et 2éme et 4éme termes respectivement.

b. Exprimer les opérateurs J; et J2 = J2 + J2 + J2 en fonction de Ny et Ny.

Corrigé :

On a immédiatement

1
J3 = §(N1 - Ny)



et

J? = L+ J+ 5

1 1 1 1 1
= Z(ai% + agal)(‘li% + aga’l) - 1(_a1a2 + agal)(—aiaz + a’;al) + 1 s 1 5 — §N1N2
1 1 1 1
= Z(ai%a;‘h + a;alaIaQ + QI%CL;% + agala’J{GQ) + ZNE + ZNQQ - §N1N2
1 1 1 1 1 Ni+ Ny (N1 + N
— NNyt =N, + =Ny + -N? 4 -N2 =1 1
V1V + 5V + 5V + Vi + 1V 5 ( 5 +

la derniere égalité s’établissant grace aux identités aIaQagal = N1Ny + Ny et agalaIaQ =

NiNy + Ns.

3. On désigne par |nq, ny) un état propre de Ny et Ny :

Ny ‘nl n2> = n1|n1 n2> ) (5)

N2 |TL1 TLQ> = TLQ|TLl TLQ) . (6)

On note |0) le vide, qui vérifie donc A;|0) =0.

a. Donner Pexpression de J%|ni, ny) et de Js|ni, no) .

Corrigé :

De la question précédente on tire immédiatement

= ny+ng (N1 +n
J2|n1n2) = ! 2 ! & + 1 ‘n1n2> )
2 2
ny—n
J3|n1n2) = ! 9 2 |TL17’LQ> .
b. Montrer que
[ai, (af)"] = n (af)"™"! (7)

Corrigé :



Ceci se montre facilement par récurrence :
d’une part [a;, al] = 1 et d’autre part, si par hypothése [a;, (a])"] = n (al)"~! alors en utilisant

'identité [A, BC| = [A, B]C' + B[A,C] on a

[as, (a)"*1] = [as, @] (a])"] = [as, af](a])" + allai, (a])"] = (a])" + nal(a])"™" = (n+1)(a])".

c. En déduire que

(a})™ (a})™

g 10 (8)

Corrigé :

Tout d’abord, de la question précédente on tire
Ni(al)™(0) = ala(a})™|0) = alfar, (a])™]]0) + al(a])™a1|0) = n1(al)™[0),

puisque a1]0) = 0, ce qui montre finalement que (al)™ (a})"2|0) est état propre de Ny et Ns.

Reste a normaliser cet état. En utilisant la relation (7) on obtient facilement
(Ofay” (a})™[0) = (0]at*"ax (a)™[0) = na(Olai" " ()™ 10} = na(ny — 1) -~ 1{0]0) = ny!

En faisant de méme pour Pétat (a})"2[0) on en déduit finalement le résultat demandé.

d. Utiliser ces résultats pour construire une base de vecteurs propres de J? et J3

J2jm) = j(j +1)|jm) (9)
Jsljm) =mlj,m). (10)

Exprimer j et m en fonction des nombres d’occupation n; et ns.

Corrigé :

Il suffit de poser j = 482 et m = 2502

i.e.ny=j3+metng=j5—m.




e. Retrouver les résultats standards de la théorie du moment cinétique.

Corrigé :
Comme n; + ny = 27 est entier, on en déduit que j est entier ou demi-entier.
D’autre part, n; > 0 donc m > —j et ny > 0 donc 7 > m d’ou finalement 7 > m > —j avec

J + m entier.

Enfin
i ni T no
. . . a a
Jilgm) = (J1+iJs)|jm) = a{a2|n1n2> — aJ{ 1) ‘ a2< 5) ' 0)
ny Mo
T ni+1 T ng—1
= Vni+1 (a1) Ny (a3) 0)
Vi + D /()]
= Vol + Dl + Lng = 1) = /(= m)(j + m+ D]jm+1),
et

J_|im) = (Ji —iJy)|im) = abas|nins)

= V(o + Dlni = 1Lna+1) = V/(j+m)(j —m+1)[jm—1).

3. On se propose de calculer 'éléement de matrice @’ ,(9) = (j m|e=*’2|jm’) en s’appuyant

sur les résultats précédents. On considére la fonction génératrice

’ - /

‘ x]i—l—m :L,j2—m ;
) (21,29, 0) = d, (0). 11
wler e =2 iy .
a. Montrer que
‘ _ T 1125
9%1(55171‘2; Q) _ <]m| e—zGJg (xl aq —|—-£L’2 Cl2) |0> ) (12)
(27)!
Corrigé :
' LI g—m , (aDjer’ (aJ;)j—m’
Gn(T1,22;0) = (jm| — 2 e 0 —— : 10)
;\/(Hm’)!\/o—m’)! V(G +m)N (G —m)!
. —10.J: x{+m,xg_m/ tNj+m' / T\j—m/

m/

riay + Taa /
J{ i 27

(25)!

= (jm|e”"” 0) -



b. Etablir que

I 0 .0 ; 0 AV E
@(jnﬂ aj $1COS§—!EQSIH§ + al I‘QCOS§+ZL‘1SIH§ |0). (13)

Indications : il pourra étre utile de faire apparaitre de fagon itérative la structure

g (w1, 295 0) =

6_16J2(ZL‘1CLJ{ + an;) 072

)

et de calculer u(f) = e~®72ale®%2 ot v(0) = e~ ®"2ale®®”> | solutions d’un systéme d’équations

différentielles.

Corrigé :

. . . . 25 .
e~ 1072 (xlai + ang)Zj = [6_19‘]2(201611 + xQG,;) 02| " 02

Or
e~ 7210y = |0).
Posons
o) = e 2 (21 (ar)T + 29(az)") e = zyu + 290
On a alors
da . 5, t t 0.0
= =€ [z1(a1)" + xo(az)', Jo]e
soit donc
Z—Z = ie""2[al | 1) €2 |
% — ie"02[al | J,) €07
Or
. 2] = —ab
b 2) = 2al,



donc

du- v
a2
dv B U
ao 2
Posons
U
w = ,
v
alors
dw_l 0 1
a2\ _1 o
soit
dw_i
a0~ 272"

dont la solution s’écrit

oo . ‘9 . . ‘9
w=e2""wy = [ cos= +1o9sSin - | wy.

2 2
Ené6=0
a
w = ,
aj
et donc
coS gai + sin gag
w= 9 1 0 1 ’
COS 50y — SIN 543
d’ou

A . 0 0 0 0
e—zng (.’171<CL1)T + SL’Q(CLQ)T)@ZGh = CL11- (,]]1 COS 5 — X2 sin 5) —+ CL; (1’2 COS 5 + 2 sin 5)

ce qui permet finalement d’établir le résultat demandé.

c. En déduire une forme explicite de g/ (z1, 12;0) .
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Corrigé :

I (x x'G)—L<'m| al xcosg—x sing +al :Ccosgjt:c sing 2j|0)
I \T1, T2; _(2j)!J {1 5 28I 5 2 | 22 5 1515

_ i (jm|(al)?*™ (21 cos & — zosin g)jer’ (ahy=" (23 cos & + 2, sin g)jfm, 0
(j+m)I(j —m)!

m'=—j
B i (3 ml| (3:1 coS g — X9 8in g)ﬁm, (:c2 cos g + 21 sin g)jfm, |gm’)
m—j VG +m)(G —m)!

(xl cos g — Ty sin g)j+m (xg coS g + x18in g)j_m

Vi +m)l(G —m)!

d. Donner finalement ’expression de d{nm,(H) en fonction des polynomes de Jacobi

Pl (z) = %(1 —x)*(1+ x)b% [(1—2)*™(1+z)"™"] . (14)
Il pourra étre commode de poser x; = — sin g cosg et £y =t — cos? g ,puisx =2t — 1.
Corrigé :
Posons
T, = —singcosg
Ty = t— cos? g
Alors
0 .0 .0 .0 .0 .0 .0 .0
108 5 — Tpsin g = —sin g cos” g —tsm§ —i—sm§cos 5= —ts1n§
et
N 0 . o0 0 0 0 0 .,
Z18in 5 +x2cos§ = —sin” g cos g +tcos§ —cosg +cos§sm 5= (t — 1)(:055.
Ainsi

RTINS
m ) ’ — \/(] + m”)'(] _ m//)! mm

8

(0) .




Alors

g’ oG- 00 jm
Im = (—1yit [T (0 Y os 2 i (8).
O~ | s 0 =1 (+m)! DR e (6)

D’autre part,
(sin g)ﬂm (cos g)jfm
VG +m)G = m)!
(_1)2j (Sin g)]er (COS g)]im 1 Jj+m j—m
% : : (L+z) (L —a)y™™.
29 /(G +m)l(G —m)!

gh(x1,20,0) = (=1t

tj-‘rm(t . 1)j—m

Ainsi

. . . . Jj+m j—m !
8g]m — 2jfm’ aggn _ <_1>2] (Sll’l g) (COS g) dj‘
R N IR

{1421 —z) ™} .

Avec t = cos? 2 ie. 1 —cosf = 2sin?2 et 1+ cosf = 2cos2 2. on a donc
2 2 2

P @)

G ) (o P e PP by _ gy
= T =) 2sin 5 2 cos 5 m[(1+x)3 (1—a) ™™

1 j—m/ 0 2m—2m/’ 0 —2m—2m/ dj,m/ A A
- (1) ' <sin —) <c3052 —) [(1+z) (1 — )™

2i=m(j —m/)! dxi—m'

/

r=cos 0

r=cos

d’ou finalement

. . M(i — m/) 0 m/—m 0 m’+m , )
& (0)= \/(J +m/)!(y m)' (sin 5) <cos 5) p]rf_br;m,erm(cosG).

(7 +m)l(G —m)!

2  Groupe des rotations du cube

2.1 Groupe de symétrie du cube.

On cherche a dénombrer le groupe K des transformations qui laisse un cube invariant.

Le centre du cube est noté O et on nomme les sommets du cube de la fagon suivante :



0.
H G

D C

Un élément de K transforme un sommet du cube en autre sommet.

1.  Montrer que l'ordre de K divise 8!.

2.  Montrer qu'une transformation appartenant a K, qui est une isométrie, est définie par
le choix de I'image du sommet A parmi les 8 sommets, puis par I'image des sommets
B et D parmi les 3 sommets adjacents; en déduire que l'ordre de K est 48.

3.  Détailler le sous groupe Kt formé des 24 transformations du groupe K qui transforment
un repére direct en un repére direct, c’est-a-dire les rotations. Montrer en particulier
qu’elles se répartissent en rotations d’angles 7, 7 et 2{

Corrigé :

1. Sous-groupe de Sg puis théoréme de Lagrange

2. On en déduit 'image d’un repére orthonormé direct.

3.

[’identité.
8 rotations d’angle i%’r autour des 4 diagonales.
6 rotations de 7 autour des 6 axes passant par 1’origine et les milieux de cotés opposés.

3 rotations de 7 autour des 3 axes passant par les centres de faces opposées.
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— 6 rotations de 7 autour des 3 axes passant par les centres de faces opposées.

2.2 Classes de conjugaison de K™

Montrer que, quel que soit le choix de 2 diagonales orientées du cube (c’est-a-dire si on
distingue par exemple AG de GA), il existe toujours une rotation transformant 'une en

l'autre et laissant le cube invariant.

Corrigé :

— Si les extrémités des deux diagonales orientées sont reliées par un segment (par ex.
AG et EC) : rotation d’angle 7 d’axe passant par le milieu du segment et du segment
opposé (ex : milieu de AE et milieu de C'G).

— Si les extrémités des deux diagonales orientées sont reliées par une diagonale d’une face
(par ex. AG et FD) : rotation d’angle 7 d’axe passant par le milieu de la face et le

milieu de la face opposée (ex : milieu de ABFE et de CDHG).

En déduire que les 8 rotations d’angle j:%’r sont conjuguées.

Corrigé :
Une telle rotation est définie par le choix d'une diagonale orientée. On passe d’une diagonale

orientée & une autre par une rotation d’apreés la question précédente, d’ou le résultat.

Vérifier de méme que les 6 rotations de =7 sont conjuguées.

Corrigé :
Méme type d’argument, une telle rotation est donnée par une face du cube (axe orienté vers

I'extérieur). On passe d’une face a une autre par rotation d’angle 7 (faces opposées) ou 7/2

11



(faces adjacentes).

Montrer qu’aucune rotation (ni d’ailleurs aucune isométrie) laissant le cube invariant ne
peut transformer un axe passant par les centres de faces opposées en un axe passant par les

milieux de cotés opposés.

Corrigé :

Evident car les longueurs sont différentes....

En déduire que les rotations d’angle 7 sont réparties dans 2 classes de conjugaison distinctes.

Corrigé :
La classe des rotations d’angles 7 passant par le centre des faces (on peut passer de I'une a
lautre par conjugaison par une rotation) et la classe des rotations d’angle 7 passant par les

milieux de cotés opposés.

2.3 Représentations irréductibles de K

On note n; les dimensions, classées par ordre croissant, des représentations irréductibles

de KT, groupe des rotations laissant le cube invariant.

Montrer qu’il n’existe qu’une seule possibilité pour les valeurs des n; que 1’on précisera.

Corrigé :

5 ) .
Yo n? = 24 donc nécessairement 1, 1, 2, 3 et 3.
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10.

11.

Expliciter la représentation non triviale As de dimension 1. On pourra considérer qu'une
rotation g du cube est une permutation des diagonales et identifier sa signature — qu’on

déterminera en décomposant la permutation en produit de transpositions — a D42(g).

Corrigé :

Les rotations de +27/3 : perm. cyclique des 3 autres diagonales : perm. paire, y = +1.
Rotations de 7 autour des centres des faces : permutation des diagonales faite deux cycles de
longueur 2, y = +1. Rotations de 7 autour des milieux de cotés opposés : une transposition
de deux diagonales, les deux autres invariantes : y = —1. Rotations de £7/2 autour des

axes passant par les centres des faces : permutation cyclique des 4 diagonales, donc impaire

x = —1.

Table des caractéres de K+

On donne une partie de la table de caractéres. Les notations sont traditionnelles, e est la
classe de I'élément neutre dans le groupe, C,, est une classe de rotations de 27 /p; A; désigne
la représentation identité, etc. Complétez la table en utilisant les informations précédentes

et les relations d’orthogonalité et /ou de complétude.

L Repr. \ Classes — || e | C3 | Cy | C) | Cy
Ay
Ay
E 2|1 —1
Fy 310 1
F 310 —1
|Cil 3

Corrigé :
On compléte d’abord les nombres d’éléments des classes. La représentation A; étant la
représentation identité, sa ligne est triviale. La représentation A, a été déterminée plus haut

et fournit la ligne 1,1,1 — 1, —1. La premiére colonne qui donne la dimension de la repr.
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est aussi évidente. L’orthogonalité des lignes F} et Iy avec les lignes Ay et Ay permet de les
compléter en 3,0, —1, F1, 1. De méme 'orthogonalité de la ligne E avec les lignes A; et A
permet de la compléter en 2, —1,2, z, —z, et la normalisation de y*) donne 2? = 0 donc on

compléte la ligne E par deux zéros. D’ou :

L Repr. \ Classes — | E | C3 | Cy | C) | Cy
A, 11 1] 1|1
A, 1] 1|1 | =1]=1
E 2| -1 2 0 0
Fy 310 | —-1|-1]1
F 310 -1 1]-1
leA 118|366
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