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Le groupe modulaire

Soient (w;,ws) deux nombres complexes tels que

wy/wa ¢ R. (1)

On peut alors construire un réseau bidimensionnel formé a partir des combinaisons linéaires
a coefficients dans Z des deux nombres w; et ws.

1. Pourquoi impose-t-on que wy /wq ¢ R?

Corrigé :
De fagon a éviter que (wy,wq) = arg o= 0[r], ce qui ne permettrait pas définir un réseau

bidimensionnel.

2. Soit GL(2,Z) le groupe des matrices 2 x 2 & coefficients dans Z et inversibles. Dans toute

la suite, on notera génériquement ses éléments sous la forme

b
A=|" . 2)
c d

Justifier le fait que ces matrices soient de déterminant +1.

Corrigé :

On a det A = ad — bc € Z et comme GL(2,7) est un groupe, son inverse A~! est aussi dans
GL(2,7), et le déterminant de A~!, qui vaut 1/ det A = 1/(ad — be), doit aussi étre dans Z,
ce qui conduit & det A = £1.



Ce groupe décrit les changements de base du réseau construit a partir des vecteurs de

base w1, wq, suivant la transformation

!

w w

1 1
:A

wh Wo

, (3)

qui laisse invariante (au signe prés) l'aire de la cellule élémentaire, constituée du parallélo-

gramme s’ appuyant sur wy, ws.

3. a. Justifier le fait que 'aire de cette cellule élémentaire est donnée par

A =Imwiw,. (4)

Corrigé :
Ecrivons wy = |wy|e™™ et wy = |wa|e™. Géométriquement, 1'aire de la cellule élémentaire est

donnée par A = |w; ||ws|sin(ag — aq). Or
wiwy = |w1||ws|[cos(ag — aq) + isin(ag — aq)]

soit A = Im [wiw,] .

b. En déduire que GL(2,7Z) préserve au signe prés l'aire de la cellule élémentaire du réseau.

Corrigé :

11 suffit d’écrire que

w; = awi + bwy,

Wy = cwy+dwsy,
ce qui conduit a

Wi wh = (awy + bws)(cwr + dwsy)* = aclw;|? + bd|ws|?* + adwiw, + bewiw,



1 * /]

soit Im [w]"wj] = (ad — be)Im [wiws|, d’ot I'invariance au signe prés de laire de la cellule

élémentaire puisque ad — bc = +1.

Afin de préserver 'orientation du réseau sous ’action de ces transformation, on introduit

le groupe SL(2,7Z) des transformations de GL(2,7Z) formé des matrices de déterminant 1.

4. a. Justifier le fait que SL(2,7Z) est un sous-groupe de GL(2,Z).

Corrigé :
SL(2,7Z) est le noyau de I'application det, qui est un morphisme de (GL(2,Z), x) dans
(Zs, x). Or d’aprés une proposition vue en cours, le noyau d’un morphisme de G dans G’

est un sous-groupe du groupe G.

b. SL(2,7Z) est-il un sous-groupe invariant de GL(2,7)7

Corrigé :
I1 suffit de considérer & nouveau le morphisme det de (GL(2,Z), x) dans (Zs, x). Comme
I’élément neutre 1 est un sous-groupe invariant de Z,, SL(2,7Z) = det™'(1) est lui-méme un

sous-groupe invariant de GL(2,Z).

c. En déduire que GL(2,Z)/SL(2,Z) est un groupe, dont on précisera le cardinal et dont on

donnera un représentant de chacune des classes, et un groupe qui lui est isomorphe.

Corrigé :

Puisque SL(2,7Z) est un sous-groupe invariant de GL(2,7Z), GL(2,7)/SL(2,Z) est un groupe.
Comme les éléments de GL(2,7Z) sont constitués des matrices de déterminant 1 ou -1, il est
immeédiat que GL(2,Z)/SL(2,Z) posséde deux éléments : la classe des matrices de déter-
minant +1 (c’est SL(2,7Z)), et la classe des matrices de déterminant -1 (c’est M - SL(2,7Z)



ol
1 0
0 —1

M =

La matrice 1 est un représentant de la premiére classe, et M de la deuxiéme.
On a donc GL(2,Z)/SL(2,Z) ~ Zs. On notera que ce résultat est un cas particulier du

théoréme de factorisation 4.41 (non traité en cours).

5. a. Déterminer le centre de SL(2,7Z).

Corrigé :

Soit
A =

un élément du centre de SL(2,7Z), avec a'd’ — b'¢’ = 1. Par hypothése, VA € SL(2,Z) de la
forme (2), 'identité A A’ = A’ A s’écrit

da+be db+bd da+be ab +bd
da+dc Jb+dd ca' +dc b +dd
soit
be = bl

da+dc = cd +dc,
ab+bd = ab +bd.

En particulier, si b = 0 et ¢ arbitraire, on a donc b’ = 0, et de méme si ¢ = 0 et b arbitraire,

on a donc ¢ = 0. Ainsi,
de = cd
ab = bd,

pour tout b et ¢, soit d = d, avec la contrainte a’d’ = 1, soit finalement ' = d = 1 ou

a' =d = —1. Ainsi le centre Zgp (o7 est égal a {1, —1}.




b. Justifier le fait que I'ensemble PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{1,—1} est un groupe, appelé

groupe spécial linéaire projectif. A quoi correspond le passage au quotient ?

Corrigé :

D’apres le cours, le centre d’un groupe est un sous-groupe invariant, donc I’ensemble quotient
correspondant posséde une structure de groupe. Le passage au groupe quotient correspond
a identifier les éléments A et —A de SL(2,Z), d’ont le nom de groupe projectif (seule la
direction compte, comme pour les espaces projectifs en géométrie euclidienne ; en géométrie

euclidienne on travaille & homothétie preés, ici on travaille & £1 pres).

6. Pour un réseau bidimensionnel donné, on s’intéresse maintenant a la loi de transformation

du rapport
z=— (5)

sous l'action des transformations préservant ce réseau avec son orientation. Nous avons vu
plus haut que ces transformations sont celles de SL(2,7Z), agissant sur le couple (wy,ws)
suivant la relation (3).

Pour tout A € SL(2,7Z), on associe donc la transformation ¢4 définie par :

az+b
cz+d

Vz e C,pa(z) = (6)

a. Pourquoi doit-on en pratique remplacer ci-dessus le groupe SL(2,Z) par le groupe quotient

PSL(2,7)?

Corrigé :

De fagon immeédiate,

, wy az+b
W), cz+d

z

est identique pour A et — A, d’ou le fait d’identifier les transformation homographiques codées

par A et —A.




On définit le demi-plan de Poincaré H comme ’ensemble des nombres complexes de
partie imaginaire strictement positive.
b. Soit un réseau engendré par w; et wo, satisfaisant a la condition (1). On notera oy, €
| — m, 7] les arguments de w; . En utilisant 'expression de z en fonction de |wys| et oy,
justifier que dans I’étude des transformations de z ci-dessus, on peut se restreindre a z € H

sans perte de généralité.

Corrigé :

I pilar—az)
|wa|
donc Imz = %sin(al — ). Tout d’abord, par hypothése z a une partie imaginaire non

nulle. Ensuite, suivant 'angle formé par w; et wy, 2z peut avoir une partie imaginaire positive
ou négative. Si Imz est négative, comme le réseau est formé a partir de la cellule élémentaire

(w1, ws), il suffit d’échanger le role de wq et ws : le réseau est identique, et ceci rameéne z dans

H.

On définit le groupe modulaire I' comme le groupe des transformations du demi-plan H
de la forme

az+b

H—
: cz+d’

ol a,b,c,d € Z avec ad — bc = 1. De fagon équivalente, I' est ’ensemble des transformations
wa ou A parcourt PSL(2,7) et @4 est définie par la relation (6).

c. Justifier le fait que I'on définit bien ainsi des transformations de H sur lui-méme.

Corrigé :
On a

az+b az*+b (ad—bc)(z— 2%) z— 2z 2 |
— = = = mz
cz+d czr+d lcz + d|? lcz+d]? ez + d|?

qui est donc du signe de Imz, ce qui montre que ces transformations homographiques envoient

H sur lui-méme.



d. Pour tout A € PSL(2,7Z), montrer que I'application ¢4 est bijective et déterminer son
application inverse. Montrer qu’elle correspond elle-méme & une transformation de PSL(2,7)

que l'on reliera précisément a A.

Corrigé :

11 suffit de résoudre I’équation

, az+b
2= —
cz+d
ce qui s’écrit
dz' —b
z2=—)
—cZ +a
correspondant & la transformation
o d —b
—Cc a

Il est alors immeédiat que A’- A = A- A" = 1 en utilisant le fait que ad — bc = 1. Ainsi
(pa)™ = pa-1.

e. Plus généralement, soient A et A’ deux éléments de PSL(2,7Z), et p4 et @a les transfor-
mations correspondantes. Etudier la loi de composition de deux transformations @ et @4
En déduire que I'on a finalement construit une action du groupe PSL(2,Z) sur le demi-plan

de Poincaré H.

Corrigé :
La loi de composition s’écrit
dER Y (dat+cb)z+abtbd

L@ (Cated)z+ b+ dd

Vz € H, (paopa)(z) = palpalz)) =

WA a v a b B ada+cb db+bd
cd d c d da+cd Jb+dd



ce qui montre que (Y4 09va)(z) = para(z) et donc que Y 0ps = @aa. On a donc construit
un morphisme de PSL(2,7) dans S(H ), ce qui est la définition méme d’une action du groupe

PSL(2,Z) sur le demi-plan de Poincaré H.

f. Montrer finalement que PSL(2,7Z) et I sont isomorphes.

Corrigé :
Le noyau de I'application
U: PSL(2,Z) — S(H)
A — YA

est déterminé par I'équation

az+b
=z
cz+d

qui conduit 4 b = c = 0et a = d. Comme ad —bc = 1, on en déduit que ad = 1 avec a,d € Z,
soit a = d =1 oua =d= —1. Le noyau est donc réduit a I'élément neutre {1, —1} de

PSL(2,7Z), d’ou 'injectivité. La surjectivité est immédiate par construction.

On souhaite maintenant construire une présentation de I'.

7. On définit les deux transformations g et wr définies respectivement par

1
©Ys 2z —;7 (7)
or:z — z+1. (8)

a. Identifier les matrices correspondantes de PSL(2,Z).

Corrigé :

0 -1
S =4+
1 0
et
1 1
T =+
01



b. Identifier les transformations correspondantes sur le réseau.

Corrigé :

La transformation S correspond a

S
/ .
et la transformation T' correspond a
/
w; = w)tw
1 1 2
T
/

8. Dans cette question, nous allons démontrer que toute élément A de PSL(2,7Z) est engendré
par puissances successives de S et T. Pour cela, considérons les matrices A € PSL(2,7Z) de
la forme (2). La preuve repose sur une récurrence sur c.

a. Calculer les puissances successives de S et de T

Corrigé :
De fagon évidente, S? = —1, identifié & 1 dans PSL(2,7Z).

Notons € = =+ le signe arbitraire devant 7. On a

et plus généralement, Vn € Z,

T7L — E’IL

b. En déduire que la propriété est vraie pour ¢ = 0.



Corrigé :

Tout d’abord,

B 1 -1
T =¢
0 1
et plus généralement, Vn € Z,
1 —n
T"=¢"
0 1

Ainsi, si ¢ = 0, comme ad — bc = 1 s’écrit ici ad = 1 soit a = d = +1 = ¢, les matrices du

type (2) sont de la forme

A= =¢
0 € 01

avec k € Z, donc A s’obtient au signe prés sous la forme T*.

On suppose la propriété démontrée jusqu’'au rang C' — 1, i.e. que toute matrice de la
forme (2) avec ¢ < C' — 1 peut s’écrire comme un produit de puissances de S et 7. On note
q le quotient de la division euclidienne de a par C.

c. En calculant ST~9A, montrer que cette matrice est engendrée par T et S.

Corrigé :
Onaa=Cqg+ravec0<r<C.Un calcul immédiat donne
—-C —d —-C  —d
ST 1A = =
a—qC b—qd r b—qd
Comme r < C, on peut appliquer 'hypothése de récurrence, et donc affirmer que ST~?A est

engendrée par T et S.

d. En déduire que la propriété est vraie au rang C.

10



Corrigé :
Ceci est immédiat en multipliant la décomposition de ST %A obtenue a la question précé-
dente, sous forme d’un produit de puissances de S et T, & gauche par TS, ce qui montre

que A s’exprime bien comme un produit de puissances de S et T

e. Calculer les puissances successives de U = TS et préciser 'ordre du sous-groupe de

PSL(2,7Z) ainsi engendré. Est-il cyclique ? Donner un groupe isomorphe a ce groupe.

Corrigé :

On a
1 -1
U=TS = ,
1 0
o [0
1 -1
et
-1 0
U = =—-1=1
0 -1

dans PSL(2,7Z), d’ou 'on déduit le fait que U est d’ordre 3, et qu’il engendre un groupe
cyclique d’ordre 3 isomorphe & Zz ~ Z /37 ~ Cs.

f. Ce sous-groupe des puissances de U est-il un sous-groupe invariant de PSL(2,7Z)7

Corrigé :
Non, car par exemple I'élément SUS = ST'SS = ST ne peut se mettre sous la forme 1 ou

U=TSouU?=TSTS.

11



g. Montrer que PSL(2,7Z) posséde les deux présentations PSL(2,Z) = (S,T | S?,(TS)3) et
PSL(2,Z) = (S,U | S2,U%).

Corrigé :

D’apreés les questions précédentes, il est immédiat que PSL(2,Z) = (S, T| S?, (T'S)?).
Montrons que PSL(2,Z) = (S,U | S?,U3). 1l suffit de voir que U = T'S conduit, en multi-
pliant a droite par S, a T'= US. Il suffit donc de remplacer, dans tout mot formé l'aide de
S et T (apres réduction par les contraintes S? = 1 et (7'S)? = 1), la lettre T par US, les
contraintes étant maintenant S? = 1 et U? = 1. Ceci prouve que PSL(2,Z) = (S,U | S%,U?).
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