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Caracteres de SU(2)

Le but de ce probleme est d’étendre les résultats concernant les caracteres des groupes finis, en
particulier afin de décomposer un produit de représentations d’un groupe en une somme de repré-

sentation irréductibles, au cas d'un groupe de Lie, ici SU(2).

Soit D(j) une représentation de dimension 2j + 1 du groupe SU(2).

1. On note J = (J1, J2, J3) les générateurs de cette représentation, au sens ou pour U voisin de

Videntité, D(U) ~ Id — i €- J avec ||€]] < 1.

(a) Pourquoi ces générateurs sont-ils au nombre de 37

Correction : Le nombre de générateurs ne dépend pas de la représentation,

et est égal a la dimension du groupe, qui est égale a 3.

(b) Que peut-on dire concernant I’hermiticité des générateurs J?

Correction : Il suffit d’écrire que D(U)D(U)" = D(UU') = D(Id) = Id,
et de développer a ’ordre 1 ’expression D(U)D(U)' pour en déduire que les

J sont hermitiens.

(¢) Donner I'expression de ces générateurs dans le cas de la représentation de spin j = 1/2.




Correction : Les générateurs de la représentation de spin 1/2 sont les ma-

trices de Pauli, plus précisément, les matrices &;/2.

Que pouvez-vous dire de la compacité et de la connexité du groupe SU(2)?

Correction : Le groupe SU(2) est compact, les parameétres qui permettent
de coder tout élément de SU(2) variant sur des compacts de R. Il est connexe,

contrairement a U(2).

On rappelle que I'image par une application continue d’un compact est compacte. Justifier,
sans démonstration, le fait que I'on puisse écrire, pour toute rotation d’axe 7 et d’angle
D (U(0,1)) sous la forme

D (U(0,1)) = exp(—iv- J).

Correction : Le groupe SU(2) étant compact, et la représentation étant conti-

nue, son image est elle-méme compacte. Comme d’autre part SU (2) est connexe,
son image 1’est aussi. Finalement, ’ensemble de ’image de SU(2) par la repré-

sentation s’obtient par exponentiation de son algebre de Lie, de générateurs J.

Montrer que v = 01, i.e.

D (U(0, 7)) = exp(—ilJ - i) .

Il sera utile d’effectuer un développement de Taylor approprié.

Correction : Par développement de Taylor autour de 0 on obtient immédiate-

ment

DU(e,i)=1—iJ -
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et d’autre part, en partant de U = 1 — 47 - g@ avec D(g) = J, on tire immé-

diatement que ¥ = 0 7.

On se place dans la représentation D(j). Pour tout élément U € SU(2), on définit le caractere

m=+j

X;(U) = TraceD(j) = > (jm|D(j)|jm) (1)

m=—j

2. Soit U(A, k) un élément de SU(2) qui correspond & la rotation d’angle 6 autour de l'axe k
(I 02).

Montrer que
L sin(j4+31)6
lo.iy) - 2t

Sin 3

Correction :
XJ [U(e’ E)] = Trace D(J) = Trace e_iGE'j — Trace e_io']z .

On a donc

m=j p=2j
GUBR)] = > em =y et
m=—j p=0
el e—(2+1)0 B eti+1/2)0 _ o—i(j+1/2)0 __sin (j + %) 7]
- ¢ 1 — e—i0 ei0/2 _ o—if/2 o sing

3. Montrer que x ne dépend pas de l'axe de rotation, en d’autres termes pour toute rotation

d’angle # autour de I'axe 77, on a

(U0, k)] = x;[U(0, 7). (2)

Il pourra étre utile d’exprimer U (6, %) & Paide de U(6, k), et d’utiliser la cyclicité de la trace.

Correction : Soit U codant une rotation autour de 7i d’angle 6.
U(e,7)=vU(,k V™
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ou V € SU(2) est la rotation qui ameéne k sur 7. Donc
D(U(8,7i) = D(V) DI (U(8,k) DI(VY).
En passant a la trace, on a donc

tr D(U(0,7) = tr[DI(V)DI(U(B,k)) DI(VY))
= tr[DI(V ) DI(V)DI (U0, k)] = trDI (U(0, k))
puisque
DI(VH)DI(V)=DI(V V) =Di(Id) = Id,

ce qui prouve que x;[U(6, k)] = x;U(0,1)].

. On considere un atome de moment cinétique 7, qui est plongé dans un champ magnétique

constant B. Le hamiltonien d’interaction s’écrit alors
H=—uJ B, (3)

En utilisant les résultats précédents, montrer que la fonction de partition

Z(B) = Trace e PH (4)
s’écrit L
TRERICE [
Correction :

Trace e PH = Trace e’*/'P = Trace e~ "/™
avec B= Bii et 0 = tBuB . On a alors immédiatement

sin ((j + &) iBuB)

Z(B) - sin (M)
ot h (7 + 1) BuB)
Z(B) Sh( /.LB) :




5. On considere la représentation D/t @ D72 .
(a) Montrer que son caractere s’écrit

x[D" ® D] = x[D’*] x[D*] .

Correction : Ceci est immédiat en utilisant la définition du produit tenso-

riel.

(b) Dans le cas particulier de D’ QD3 , calculer le caractere correspondant, et montrer ensuite

que ce résultat peut se réécrire en faisant apparaitre la décomposition suivante :
X(D) @ D3) = x(D2) 4+ (D' 2).

On rappelle la relation 2sinp cosq = sin(p + q) + sin(p — q) .

Correction :

X(D"' @ D2) = x(D")x(D?)
sin ((] + %) 0) sin 6 . 2 sin ((3 —+ %) 0) cosg

sin2g sing
sin ((7 + 1) €) + sin(56) L1 1
= = = x(D*}) + (D).
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(c) Commenter ce résultat.

Correction : Ce résultat est compatible avec le résultat bien connu

DIt R DIz — Dj-i-% o> DJ'—% )




6. On souhaite a présent généraliser la relation d’orthogonalité des caracteres vue dans le cas des
groupes finis.
On admet qu’il existe une mesure sur le groupe, dite de Haar, qui permet d’intégrer sur les
éléments U du groupe SU(2), ce qui permet d’étendre a un groupe de Lie compact la notion
usuelle pour les groupes finis de sommation sur les éléments de ce groupe. Cette mesure est

proportionnelle a
du(U) = 2(1 — cos 0) df d*7

ou ’on note

0 .0

U=cos= —1id-nsin—
2 2’
et ot d?7 est la mesure d’intégration sur la spheére unité S2.

(a) Donner le domaine de variation de 6 afin de parcourir I’ensemble du groupe SU(2).

Correction : 0 varie sur [0,47].

(b) Avec cette définition, quel est le volume du groupe SU(2)?

Correction : Par intégration immédiate on obtient 1672 .

7. On admet la relation d’orthogonalité

du(U) J
[ Yo PO Pl (0) = 52 5B 5)

(a) Donner la relation analogue dans le cas d'un groupe fini d’ordre n, de représentations

irréductibles notées D , leur dimension étant notée n,, .

Correction : Dans le cas des groupes finis, on a établi que

1 .
E ZD(I]) (Q)D(,:[gf (g) = 5pp J aa’ dﬁﬁ’
g

n,



dans le cas de deux représentations irréductibles D et D), de dimensions

n, et n, , le groupe G étant d’ordre n.

(b) Comparer ces deux expressions.

. s . dp(U \
Correction : L’intégration f % remplace la somme %Z g0 Ou le volume du

groupe 1672

remplace ’ordre n. La dimension n, est ici égale a 25 + 1. Les
représentations irréductibles de SU(2) étant étiquetées par j, d,, est ici rem-

placé par §;;. . Enfin §,o 033 est remplacé par 6,,m/ O -

8. Nous allons maintenant démontrer que

/o W df (1 — cos0) x;[U(0)] x5 [U(0)] = 2md .

(a) Donner I'analogue de cette relation dans le cas des groupes finis.

Correction : Dans le cas des groupes finis, on a établi que
1 "
— 2> X (@)X () = 8y,
g

dans le cas de deux représentations irréductibles D® et D),

(b) Montrer que

[ w0 @) =

I sera utile d’appliquer la relation d’orthogonalité des représentations (5) au cas des

éléments diagonaux m = n et m’ = n’, puis de sommer sur ces indices.

Correction : Sans sommation sur les indices, on a d’apres (5) :

DJ* U DJ Toy? U — —5”' 6mm'
/ 167('2 mm( ) m’m ( ) 2] _|_ 1 23 9




soit en sommant sur m

du(U) . s 1
’DJ* U DJ 7 ’ U = —6"/
d’oun
*OHYD?, (U)= 0;ir.
/ 1671'2 XJ( ) mm( ) 2]+1 27

Apreés sommation sur m’ on obtient finalement

[ ) %) = b

(c) Montrer que
21

Correction : Comme X;(U) ne dépend pas de i, on peut intégrer sur 7, ce

qui conduit a
AT 27 .
2 [T = cos 0G0 0 @) = 6y

ce qui conduit au résultat aprés avoir remarqué que les caracteres de SU(2)

sont réels.

9. On considere a présent la représentation D (%) ®D (%) @D (%) (n fois) .

(a) Calculer le caractere x(,) de cette représentation.

i 1,1 n . n
Correction : X (n) = <M) = <w> = 2™ cos™ g .

sin bl sin B

(b) En déduire sous forme intégrale le nombre d’états de spin j obtenus en couplant n parti-

cules de spin 1/2. On montrera que

2n+1
Nj:

/7r cos™ ¢ sin(2j + 1)¢ sin ¢ do (6)
0
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Il sera utile d’utiliser les relations d’orthogonalité des caracteres établies ci-dessus.

On se restreindra dans la suite au cas ou n est pair. On donne
(27 +1)n!
Nj=— T (2 )] (7)
(G+i+1)! (5 -4)!

Correction : Par orthogonalité des caracteres, il suffit de projeter ce caractere

sur le caracteére x;, ce qui conduit a
dp(U) 1 [ sin (j+31)6
N »(U) x:;(U) = — n 2 1 — cos @) do
i = [ e xem @) = 5= [ xw e )

1 2 O\" sin(j+1)0 0

= — 2" <cos —) ('7.—92)2 sin — d6@
27 Jo 2 sin 5 2
2n 27 O\" sin(5+1)60 0

= — (cos —) ('7_—_:2)2 sin — d@

T Jo 2 sin 3 2

et donc, en posant ¢ = 0/2,
2n+1 Y
N; = / cos™ ¢ sin(2j + 1)¢p sinp do .
0

™

23) et —J

10. On considere I'état obtenu en couplant § + j particules décrites par le ket |.J J.) = |
Loy,

particules décrites par le ket |J J. >= |5 — 3
(a) Quel est la valeur de J,7 Cet état a-t-il un spin J fixé 7 Comment peut-on le caractériser ?

Correction : L’état |J J.) est caractérisé par J, = j, et donc J > j. Le spin de

cet état est donc supérieur ou égal a j.

(b) Calculer le nombre ¢(j) de ces états par un calcul combinatoire élémentaire. Il sera utile

de caractériser ces états par le nombre de spins 1 et de spins |, que 'on exprimera a 1’aide

de n et j.



Correction : Le nombre de ces états est le nombre de fagons de choisir 7 + j

spins T et 5 — j spins | parmi n spins soit
. n
oG =1\ . .
3 t2J
A noter qu’avec ces notations, le spin J, vaut bien (g + j) % + (% — j) (—%) =
7 -

(¢) Montrer que le nombre d’états de spin j est

Correction : Le nombre d’états de spin strictement égal a j est donné par

n! n!

G+tG-dr GHitnt(5-i-1)

- (§+j+r)!! (5 —3)! Kg”“) B (g_‘?)}
GHi+r (-9 7

() — (G +1) =

avec j < n/2.

(d) Que vaut ¢(n/2)?

Correction : Le nombre d’états de spin j = n/2 est égal a 1 (tous les spins

doivent étre 1 : ¢(n/2) =1.
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(e)

En déduire le nombre total d’états obtenus en couplant n particules de spin 1/2 sans tenir

compte de la valeur de J,.

Correction : Le nombre d’états de spin n/2 est égal a 1 : ¢(n/2) = 1. Le

nombre total d’état est égal a

N = No+ Ny +---+ N=
= ¢(0) — (1) + d(1) = d(2) + -+ + d(n/2 — 1) — $(n/2) + 1
= ¢(0) — ¢(n/2) +1 = ¢(0).

Ainsi

(51

Déterminer le nombre total d’états obtenus en couplant n particules de spin 1/2, en tenant
compte maintenant a la fois des valeurs possibles de J et de J,. Pouvait-on facilement

deviner ce résultat ?

Correction : Le nombre total d’état en tenant compte de J, est

»3

N = ) (2j+1)N;
= 1[6(0) = o] +3[(1) — ¢(2)] + -+ + (n = 1) [¢(n/2 — 1) — ¢(n/2)]

n 2t n
+nt+i=( " f+2> | | -(n-1)1+n+1.
2 =1 \ 2 TJ
La somme ci-dessus est égale a
n
ST RS R
=1 g+.7 2 2



d’ou
1 n
N, =2"= (2—+1>
2
qui correspond bien au nombre d’états d’un produit tensoriel de n espaces a

deux états.
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